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Neuere Anschanangen der Elektrizitätslehre mit besonderer 
Besiehiuig auf Probleme der Luftelektrizitftt 

Von Edüabd Riecke in Qöttingen. 
(Abdniok Mt den eitraogtbericliteo der MOnolMiier ^^*^ifni'» isoa, S. 267.) 

^oztiefeniBg.) 

4. Die Diffusion der Ionen. — Um zu verstehen, um was es sich 
dabei iiauclelt, betrachten wir den folf/onden VerRiioh. Zwi«?chen zwei 
einander in kleinem Abstand^ fjegeniiiitrstehenden Platten la>s<'n v^rir 
einen Strom ionisierter Luft durchstreichen; die Platten seien bodi mit 
der Erde in leitender Verbindung; in ihrem Zwischenraum linde keiiiti 
Neubildung von Ionen statt. Aus den Beobachtungen folgt, daß die 
Zahl der Ionen in dem Luftstrome um so kleiner wird, je weiter er in 
dem Zwischenräume der Platten vorrückt. Dabei wirken im allgemeinen 
drei verschiedene Ursachen zusammen. Emuial werden fortdauernd 
entgegengesetzt elektrißche Ionen zu neutralen Molekülen sich verbinden. 
Zweiteiia koimen loru n diiK Ii elektrißche Kiiitt»» gegen die Metallplatten 
getrieben werden; vveim sie mit ilineu /.ur l^criiliiung kommen, ver- 
lieren sie ihre elektrische Ladung und voi\^chwiudeu als I >nt n Die 
dritte und hauptsächlichste Ursache besteht in dem, was wir Dif- 
fufion der Ionen bezeidmen. Zunächst werden Ionen, die sich in 
munittelbarer Nähe der Platten befinden, einfach infolge ihrer mole- 
knlaren Bewegung gegen die Platte atofien uul yerschwinden, ein Vor- 
gang, den man als Adsorption') der Ic»Mn benichnel Ea bildet sich 
80 eine Un^eiehiSrmigkeit der lonendichte in dem ZwiBehflnnnun der 
Platten ana; die Diehte wird an der Oberfliehe der Platten acihr Ueln 
im Veigjleich mit der Dichte, wie sie in der Mitte swiflohen den Platten 
Torbanden ist Diese UntersiBliiede sudien sieh aosaugleiehen; die Ionen 
wandern Ton der lütte nach den Platten^ wo sie bei der BerObrong 
mit den lfai-jJW8Ali«m Teiaehwxnden. Der Vorgang ist guis llanlich 
der Difibsion eines geÜSsten Stofliss in reinem Waaser. Wir beaeiehnen 

1) J. Stark, Die EMkfaiiittt tu Oesen, a 878. 
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dahrr auch die durch die Konzentrationsunterschiede bedingte Bewegung 
der Tnnmi nis Diffusion. Ihr Gesetz ist dasselbe wie das der Diffusion 
in einer Lösung, Es wird dadurch die Menge (hr Ionen bestimmt, 
die in einer Sekunde durch eine Fläche von • nn m (jcm lu'ndurch- 
gehen, wenn diese senkrecht zu der RichtntiL^ dts THö'usumsstiDiues 
' gesteilt wird. Jene Wenge ist mm nach dem i)iü'u.-.ioüsge8etze gleich 
der AbiiiiLme der Konzentration auf der Länge von 1 cm, multi- 
pliziert mit einer konstanten Zahl, die man als den Dififusionskoeffizenten 
bezeichnet. Will man diesen Koeffizienten durch Beobachtungen an 
dem zwischen den Platten durchgehenden Luftstrome bestimmen, so 
muß nisifi dafür sorgen, daß der lonenverlust durch Wiedervereinigung 
und durch elektrische i uidwii kung versehwindet. Dies ist in der Tat 
der Fall, wenn mau den Zwischenraum zwischen den Platten sehr eng 
macht. Man kann nun das elektrische Leitvermögen der durch den 
Zwisdbeuraum der Platten streichenden Luft bestimmen, ehe sie in ^ea 
Baum eintritt vaiA nBchdem n» iha Twlanoi hat. Die Abnahme des 
LeitTermügciir, gibt Anfschloß fiber die Abnahme des lonengehaltoe. 
Diese aber ist eine Folge der Difibsion, imd man fiberaieht daher die 
Hd^^iobkeit^ den Diffiuionskoeffizienten der Jonen ans den Beobachtungen 
sa berechnen. Auf diesem Wege ergibt sich, daß der Diffiasions^ 
toeffirient d^ positive Ionen in trockener Luft 0,028, der der nega- 
tiTen 0,048 betrigt Man ksnn dieses Ergebnis der Beobaditongen in 
folgender Weise ausdrQcken: Ware das Eonaentrationifgelalle, die Ab- 
nahme der Icnendiohte auf der Stteeke Ton 1 em ^eich 1000, so wftrden 
in einer Seknnde 28 positire und 43 negatiTe Ionen durch eine Flache 
Ton 1 qcm in der Bichtmig des GelSlles hindorchgehen. Diese Betrigs 
sind millionenmal großer als die bei der Diffiision von SalzISsungsii 
beobachteten, dagegen kidner als die bei der ge«rdbnliehen Gasdiffusion 
▼orkommenden' 

5. Die Ladung der Oasionm, — Von dieser nicht au Termeidenden 
Zwischenbetrachtung kehren wir nun zu der ursprünglichen Aufgabe, 
der Berechnung der lonenladung^ zurfick. Die Möglichkeit ihrer Lösung 
beruht auf einem Zusammenhange, der zwischen den Beweglichkeiten 
der Ionen und zwischam ihren Dittusionskoeffizienten besteht. Man kann 
nämlich die Gleichungen flir die Bewegung der Ionen in einem elek- 
trischen Felde und für ihre Diffusion auf eine gemeinsame Form bringen. 
Bei beiden Voi^ingen handelt es sich schließUch um Geschwindigkeiten, 
die den Ionen durch auf sie wirkende Kräfte erteilt werden. Diese 
Kräfte sind das eine Mal elektrischer Natur, das andere Mal entspringen 
sie der UugleichfTsrmigkeit der lonendichte. In beiden Fällen kann 
man die Gleichungen so schreiben, daß sie die Geschwindigkeit an- 



Digitized by Google 



Neuere ADBchauungen der Elektrizitätslehre usw. 



3 



geben, welche dnroh die Krafteinheit cszengt wud. Der hierflir geltende 
Aiudmek hSngt dann dae eine Mal toh den Beweglichkeiten, das andera 
Mal von den DiffinionakoefifizienUn der Ionen ab. Setat man die ge- 
fondenen Werte einander gleich, so ergibt sich die geanehte Beaiebong 
xwiachen jenen Großen. Man findet, daß die elektrieche Ladung eines 
oem, daa bei nonnalen Verhältnissen des Druckes und der Temperatur 
von Ionen der einen oder der anderen Art erfüllt ist, aus dem Vei^ 
Imltnisse der Beweglichkeiten zu den Diifusionskoe£fizienten sehr ein- 
&ch zu berechne ist. Man hat dieses Verhältnia nnr mit der Lioht- 
gesch windigkeit und dem Atmosphärendrucke zu multiplizieren, um 
jene Ladung zu erhalten. Man findet dieselbe Zahl von 13 Milliarden 
elektrostatischer Einheiten wie ftrfiher bei den elektrolytischeu Ionen. 
Man kann aus dieser Übereinstimmung den Schluß ziehen, daß auch 
die Ladung der einzelnen Oasionen dieselbe ist wie die der einzelnen 
elektrolyti^ehen Ionen; denn die Zahl der in einem com enthaltenen 
Ionen muii unter den von uns gemachten Voraussetzungen in allen 
Fällen die f^leiche sein. Jene Ladung würde also eine allen Ionen 
gemeinsame Naturkonstante dareteUen, die wir aU das elektrische l^Ie- 
mentarquantnm bezeichnen. 

(>. Das elektrisdif' FAemmtarquantHm. — Es liegt nahe noch einen 
Schritt weiter zu gehen und die einem einzelnen Ion zukommende 
Ladung, das elektrische Elementarquantum, wirklich zu berechnen. 
Zu diesem Zwecke mui> mau die Zahl der Ionen kennen, die bei nor- 
malen Verhältnissen des Druckes und der Temperatur in einem ccm 
enthalten sein wilrden. Wir setzen voraus, daß sich die Ionen 
so verhalten, wie die Moleküle eines neutralen Gases. Nach dem Ge- 
setze von Avogadro ist aber die Zahl der Moleküle, die hei gegebenen 
Verhältnissen des Druckes und der Temperatur in einem ccm ent- 
halten sind, bei allen Gasen die gleiche. Nach unserer Voraus- 
letzung gibt dieselbe Zahl anch an, wieviel Ionen unter den gegebmen 
Umstanden in dnem ocm enthalten sind. Die fragliche Zi^ wnrde 
snerst Ton Loaehmidi ans Befcraditungen abgeleitet) deren nicht allzn 
sichere Gnmdlagen der kinetischen Gastheorie angehören. Ein besserer 
Weg snr Bestimmmig der Loaehmidtschen Zahl wnrde neuerdings von 
Planck aa^gefnnden. Er geht aus Ton dem Geaetae, durch welches 
die Strahlung eüoies achwarzen Eöipera in ihrer Abhängigkeit Ton 
Temperatur nnd Wellenlänge datgeateilt wird. Einer der konstanten 
Koeffisienten dieses Gesetsea ist mit der Zahl der Gasmolekfile oder der 
Ionen in einem ccm proportional Wert des Koeffizienten kann 
ama den Strahlnngamessongen auf experimentellem Wege bestimmt 

werden; ana ihm folgt dann die Loschmidtaehe Zahl. Wir können 

1* 
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darnach annehmen, daß in einem ccm unter normalen Verhiütnissen 
28 Trillionf^n Gasmoleküle oder Ionen enthalten sind. Wir haben 
früher geluiKii n, daß die plpktriirhe Ladung vmts ccm, di^ mit Ionen 
der einen oder der anderen Art bei ju^niiHlen Verhältnissen des Druckes 
und der Temperatur gefüllt ist, 13 Milliarden elektrischer Einheiten 
beträgt; fOr die Ladung eines einzelnen Ions, das elektrische Elementar- 
quantum, ergibt sich hiemach ein Wert von 470 Billionstel elektro 
statischer Einheiten. 

7. ßtMttmmtnq des ehl'trisdim Elemmtarqunniums durch J.J. Iliom' 
SOH. Das gefimdeue iieauitut wurde auf eine sehr merkwürdige Art 
von J. J. Thomson bestätigt. Er benützte dabei eine Eigenschaft der 
Ionen, die bei den meteorologisdien Prozessen der Atmosphiure eine 
wichtige BoUe spieli Wemi loinm in Luft lidi befinden, die in ge- 
wiMem Chmde mil Wurardunpf flbenttÜgt iit, to büdoi^eit Eeme, 
um weldie der WeBserdaoipf in TrSpficlien eich niedeneUagt Gelingt 
es ako die unter dieeen ümstSnden in einem gegebenen Lufbinme 
gebildete ZaU Ton Waesertröpfdien sa bestimmen, so bei man damit 
Zugvieh die Zahl der Ionen. 0ie Zabl der Tröpfeboi ergibt aieb ans 
dem Qesamtgewichte dea kondensierten Waaseidampfes eineraeiti, dem 
Gewidite dee einzelnen Tropfchena auderaneita. Die mit Waaaerdampf 
UberaSttigte Luft war in einem 01aakolben eingeachloaaen; aie wurde 
dnzoh RSnlgeuitnlilen ioniaieri Die Kondensation des Waseerdunpfes 
enengt einen Nebel in dem GefftBe, der aieb langsam zn Boden aenkt. 
Die QesGbwindi|^eit, mit der diea geachielit, bSngt Ton dem Gewidit 
der einzelnen TrQpfeben ab, und es ist möglich aus der beobachteten 
Gesohwind^keit jenes Gewicht zu berechnen. Dividiert man das Gesamt" 
gewicht des kondensierten Dampfes durch das Gewicht eines Tröpfchens, 
BO erhält man die Zahl der Tröpfchen und damit auch die Zahl der 
gebildeten Ionen. Bestimmt man noch ihre ganze Ladung, so ergibt 
sich auch die des einzelnen Ions. Thomson fand hierfür einen Wert 
von 720 Billionstel elektrostatischer Einheiten. Bedenkt man die 
Schwierigkeiten der Messung, so muß man die Übereinstimmung mit 
dem Torher angegebenen Werte als eine befiriedigende bezeichnen. 

8. Die mechanische Masse der Gasionen und ihre molekulare 
Geschirinäiglxeit. Durch die bisher geschilderten Untersuchungen sind 
unsere Anschauungen von der Natur der Gasionen zu einem gewissen 
Abschluß gelangt; sie sind aber nicht so bestimmt wie unsere Kenntnisse 
von der Natnr dtr olektrolytischen Ionen. Bei den letzteren kennen 
wir dii' Llieniische Konstitution: wir wissen, wie die neutralen Moleküle 
in loin'ii sicli spalten; wir keimen die Masse der elektroiytischen Ionen 
Die chemische Natur der Gasionen ist der direkten Untersuchung bis- 
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her ebenso unzugänglich geblieben wie ihre Masse. Dagegen gewährt 
die kinetisehe Theorie der Gase die Möglichkeit, auf einem aUerdinge 
uiddieren und umifcindlieheii Wege eine gewisse Vorstellung yon der 
Masse der Gbeionem sn gewinnen. Ein erster wohlbegrOndeter Satz 
jener Theorie sagt waa, daß die lebendige Kraft der Gasmoleküle der 
abeolnten Temperatnr des Gasee proportional sei. Haben Terschiedene 
Gase gleiche Temperatur, bo erhalten sich dama<di die Quadrate der 
Geschwindigkeiten^ mit denen sich die Gasmoleküle in ihren molekularen 
Bahnen bewegen, umgekehrt wie ihre Massen. Nun haben wir an- 
genommen, daß auch die Ionen in gasförmigem Zustande sich befinden. 
Kennen wir ihre molekulare Oppchwindigkeit, so kann da.s Verhältnis 
ihrer Masse zu der Ma.s8e der neutralen Gasmoleküle leicht berechnet 
werden. Es tritt damit ein neues Element in den Kreis unserer 
Interessen, die von der Bewei/lichkeit wohl zu trenn o kU' molekulare 
Geschwind i'jkeit der Ionen. Diese Geschwindigkeit käiii^t nun in ver- 
hältnismäßig einfacher Weise mit dem Koeffizienten der Diffusion ztt- 
sammen. Man wird es von vornherein wahrsciieinlieh finden, dati die 
Diffusion um so schneller vor sich geht, je größer jene Geschwindigkeit 
ist. Es kommt aber noch ein anderer Umstand in Betracht Bei 
ihrer Bewegung zwischen den Molekülen der Luft stoßen die Ionen 
immer auls neue mit Luitmolekülcii zusammen; zwischen zwei Zusanimeu- 
etößen bewegen sie sich in geraden Linien; jeder Zusammenstoß be- 
wirkt eine Ablenkung aus der fiüheren Bewegungsrichtung, und so be- 
steht die Bahn des Ions ebenso wie die eines Grasmoleküls aus einzelnen 
geraden Stficken, die Mk wckwiekfdrmig aneinandeRsüieB. Die mittlere 
Länge dieier geruleii Stfleke aeuieii vir in<debikre Weglänge der 
Ionen. Die Difinsion hängt «ach Ton dieeer Weglange ab nnd zwar 
90f daß sie nm 80 rascher ^rtsehreiiet, je größer die Weglänge iat. 
In, der Tat zeigt eine genane üniersadiiing, daß der Eoiffisient der 
Dtfloaion gleich f des Ptrodoktet ans molelnilarar Geechwindigkeit und 
Weglange ist Die Angabe, die Geaohwindigkeit an ermitteln, ist 
damit anf die Bestimmung der Wegl&oge rednaiert. 

Wir irifeen ans der kinetischen Theorie der Oase, wie groß die 
mittlere Weglinge der Lnftmolektae iei In nnaerem FVdle aber 
handelt ee sich nm die Weglaoge dar Ionen, die der Lnft oder einem 
anderen neutralen Gase in TerfaHltaiimaßig kleiner Zahl beigemieeht 
sind. Ißt Hilft einer Ton Haxwell anfgeatdlten Formel ist es möglich 
die Weglinge der Ionen mit der der Lnftmoleknle au Twgleielien. Der 
Flaktor aber, mit dem die letztere zu multiplizieren ist, um die Weg- 
länge der Ionen zu erhalten, hängt nicht bloß selber wieder yon der 
Molekulaigeachwindigkeit der Ionen ab, sondern enthittt überdies noch 
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$ O. A. Kaum: 

eino nftue anbekaimie Größe, den Molekulardurchmesser der Ionen, 
genftuer gesagt das Verhältnis dieses Durchmessers zu dem Darchmesser 
der Luftmolekülc. Es bleibt also nichts übrig, als für dieses Verhältnis 
willkürlich eine Keihe verschiedeiif'r Annahmen zu mnchcn und für 
jede derselben die Uechnun*^^ durchzut Uhren. Aus dem Ergebnisse der 
Bereihnuug ktum mau mit ziemlicher Sicherheit die fol^'enden (juali- 
tativen Schlüsse ziehen: Die Weplänge der Ionen ist kleiner als die 
\^'e<^lünge der Luftmoleküle, ebenso ihre molekulare ( «esciiwindigkeit; 
die Masse der Ionen aber ist größer als die Masse der Luftmoleküle. 

Aus dem letztereu sehr überraschenden Ergebnisse folgt, daß mit 
der Spaltung neutraler Luftmoleküle in positive und negative Ionen 
eine Bildung komplexer Moleküle Hand in Hand gehen muß. Ver- 
gleicheu wir die Eigenschaften der pusitiveu und negativen Ionen, so 
ergeben sich die folgenden Sätze: Die Weglänge der negativen Ionen 
ist größer als die der positiven, ebenso liire molekulare (jeschwiudigkeit; 
die Müsse der negativen Ionen ist kleiner als die der positiven. Uber 
diese qualitativen Resultate kann man nur hinauskommen, wenn mau 
noch eine weitere hypothetische Annahme hixizufugi Man kann z. B. 
annehmen, daß dw YwdiflliniB zwischen Maise und Volumen bei den 
Ionen daaeelbe lei wie bei dem Molekttlen d«r Lnft; dann findet man, 
daß die Masse der positiTen lonm diwmal, die der negativen sweimal 
so groß ist als die der LnftmolekOle. Gleichzeitig ergibt sidi (fir die 
moleknlare Geschwindigkeit der positiTcn Ionen ein Wert Ton 280Meteni 
in der Sekunde, fOr die der negativen ein Wert von 840 Metcvn. 

(Sebluft folgt.) 

The groups generated liy two Operators wkicli liave 

a common Square. 
By G. A. MiLLKB in StmifonL 

Lei 9i, 8f be two Operators such tibat ^ s|. If each of theee 
Operators is of odd Order, they are powers of each other and the gronp 
generated by them, {si, 8^], is the cydic group geoerated by eadi of 
ihem separatelj. If tbe order of one is odd while that of the other 
is eren, is ihe cydic group generated by tbe Operator of even 

Order. Finaily, if ^ are commutattve, {^,, s^ ] is e ither the cyclic 
group generated by one of them, or it is the direct product of 1^ 
cydic group and an Operator of order two. Uence it is only neoessary 
to consider the case when 9if 8% are non-commutative and when each 
of them is of the same even order (n). In what follows we shall 
aesome that both of these conditions are satisfied. 

The order of s^^sf^ can bare any ralue greater than 2, sinoe we 
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may regard each of the factors as the direct product of an Operator 
of Order n and any Operator of ordcr 2.') That SiSf^ cannot be of 
Order 2 resalte from the following p'|iiations: 

From s^s^^SiSf^ = 1 it foüows that s^s^^ — /i^^^j and from 
«J^^ » 1 it follows that 

CSombining theee two sets of equations we have SjSf ' => s~*s,: that ie, 

«1, Sj would be commutative, whicli if? coiitrary to the hypothesis. The 

last set of equations shows further that ^s''^ is transformed into its 

inrerse by s, . Hence the order of (.^j, | is the product of tho order 

of s^s^^ and the index of the lowest power of whieh is generated 

by Since 8^ transtbrms into its inverse each Operator of the 

cvclic gr<iup generated by s^s'^^^)^ this index is eithor n or n/2j aud 

it can be the l;iltf i nnlv when »/2 Is oven. 

If and .Sj are represented a» bubstitutions having a common cycle 

of order n while the remainiug cyrles are of order 2, it is clear that 

the iudex mentioned at the end of the precediug paragraph can always 

be n. Moreover, it can be nl2 whenever n/2 is even. Hence {.«j, s, | 

18 complet^ly defined by giving the order of 8.^s^^ aud (when this order 

II 

> 2 and n/2 are both even) by stating whether s^s^^ generates sl- 
When n = 2, {«u 5j} gives each of the possihle dihcdral rotation 
groaps.*) In genexal, t^u üiolades the direct product of the cydic 

grotip generated by 9i9^^ and tiie eydie gronp geneiated by «f. The 
reaMming half of the Operators of [s^ s^) transform each of the 
Operators of the former cyclio gronp into its inrerse wbile tliey are 
oommutatire iriÜi each of Übe Operators of the latter (^dic group. 

From tb« precediug paragrapb it foUows that for every given 
Talne of h tbere is one and only one group of order fiA; (A; > 2 being 
the Order of fj^') wbich it generated by In this infinite 

System h can bare any Talne from 8 to oo. Wben both y and h w 
even, 8^ 8^ generate also a gronp of order nh/2. In this System h oan 
bare any eren yalne from 4 to oo. Each of these groups eontaius 
either nß or m invariant Operators and the corresponding qnotient 
gronp 18 a dihedral rotation gronp. This qnotient group is also the 
gronp of cogredient isomoiphisms. ThAse Systems of groups are of 
espedal interest on aeoount of their simple abstract definitions and since 
they fumish such a direct generaliaation of the dibedrai rotation groups. 

1) Atneriean Jonnal of Ifothemaitcs, nA. 82, 1800, p. 186. 

2) Jordftn, Traitö des Substitations , 1870, p. 24. 

3) Bnll»tin of tho American Mathomatical Sooiofy, voL 7, 1901, p. 4S4r 
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Distanzrelationen swischen Paiücten und Oeraden der 

Ebene, sowie Fimkteii und Ebenen im Kaume. 

Von KABmiB Cwojdzd^ski in ZUrieh. 
(Zweiter Teil.) 

Wir haben in (3) ö, 118 — 122 dieses Arcbivs Relfttionen ent- 
wickelt, welche zwischen den sechzehn von vier Punkten auf vier Ge- 
raden der Ebene gefällten Loten bestehen, bezw. zwischen den 25 Loten, 
die sich von fünf Punkten des Raumes auf fünf beliebige £beiieii 

fällen lassen. 

Im folgenden beginnen wir mit einer Erweiterung jener Relationen 
indem wir sieben Punkte und sieben Geraden der Ebene zugrunde 
legen. Dieselbe führt uns zu einer Yerallgemeinerung der Dietans» 
rektion auf + ^H** -f 8) ^ ^ Pankte und ebensonele Geraden der 

Ebene. Das raumliche Analogon bezieht sich auf — + 1 

Punkte und Ebenen. Zugleich ergibt sich ein interessanter Znaammen- 
hang dieser Relationen einmal mit den algebraischen Kurven »ter 
Ordnung bezw. nter Klasse, das andere mal mit den Oberflächen «ter 
Ordnung bezw. nter Klasse. 

1. Eim DistmurekUum zwischen sieben Pufiklen und siebm Geraden 
der Eben». — Es seien sieben Punkte durch ihre baryzenbiechen 
Koordinaten Xf, fff, und sieben Gerade dwxh ihre Qleioktingen 
gegeben 

wü die (t, V, w die senkrechten Abstände der <it iad- ii von den Efkeü 
des Fundamentaldreiecks bedeuten. Wenn femer J den Inhalt il« ^ 
Fundamentaidreiecks bezeichnet, so laßt sich der Abstand «.^ eines 
Punktes von einer Geraden folgendermaßen ausdrücken: 

(1) J - Ufj^ XtUj + y< + xr, 

Multiplizieren wir nun die folgenden, identisch verschwindenden 
Determinanten, indem wir entspreehende Vertikalreilien mitf^insadfr 
nnltiplisieren: 
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10 oMdit «210 Dtlmninaiite, wo ein Ulemont der tten Horixontal- 
und der jim Veartilodreihe hoifit: 

Diettac Aiudmck ist »ber im Hinblick auf (1) gleich 

Wir iiabea somit» wenu für u)^ kürzer geechriebea wird, die Uieichang: 
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sie liefert: 

Theorem TIT. Die Detentiinaiik am den 7* Quadraten der D)fr, 
die ro» sid}en Funkien attf sieben Geraden der Ebene gefällt tcerdett, 
beträfft Null. 

2. Zusammetihmig mit der Tlieorie der KegeUckniUe. — Streit lieu 
wir in der ersten Determinante des Produktes (2) die letzte Horizoutal- 
und Vertikalreihe, ebenso in der zweiten, und setzen voraus, daß für 
t 1, 2, ... 6 die Relation besteht: 

wo Oy 6, ... / beliebige Eonslaiiten nnd, so wird die errte Determinante 
TerMshwinden; mithin aneh die IVodnktderminante (2). Analog kdnnen 
wir eagen, fidb lllr j 1, 2, . . . 6 

gilt, es wird die zweite Determinente zu Null nnd ramit andi die 
Prodaktdeterminante. Diese Überlegung liefert: 

Theorem IV. Die Deierminante atis den 6' Quadraten der Ijote 
mn sechs Punkten auf 6 Geraden der Ebene beträgt NuUf falls entweder 
die secfis Pimlie auf einer Kurve zueiier Ordnun(f Ue^enf oder dk Gfe- 
raden TangeiUm emer Kurve Mweiier Klasse sind. 
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10 Kasimir CwujDZin'tKi: Distansrelationeu zwittchen Funkten und Geraden usw. 

Wegen der Vmkehrbarkeit des sum BeweiM Terwandiea Deter- 
mimiiteiMaAns gilt die Vmkämang wm Ifteorei» IV, daß nämluk das 
VenAwmäm der genannten Detemmanie die erwähnk Loffe der'^tnkte 
oder der Geraden na«h su^ 

8. VeraUgemeinerung auf den FaU von + 1 Tunkten 

utid ebensovid Geraden der Ebene. — Die «te Potenz der Gleicbong (1) 
lautet: 

J*t^j = (XiUj-\- yiVj+ s.wj)"] 

sie liefisH auf der rechten Seite entwickelt ^y** + Glieder. 
Analog dem. Produkt (2) können wir zwei Determinanten an&tellen 

von je ^LilJ^^?Ü^ _j_ l Hürizuntui und Vertikalreihen, welche mit 

lauter Nullen geniiulert sind. Dann ergibt sich: 

Theorem V. Die Dctrrnünautr ans den nten Poienzen der Loie^ 

die «icÄ von ^" + 1 Funkten auf ^beimw^ Geraden der 

Ebene fSOen lassen, heträgi NuU, 

Fflr » - 1 erhalten wir das in (3) 5, 119 dieser Zeitschrift ge- 
gebene Theorem. 

Von hier führt uns eine Behandlung, die analog deijenigen iet^ 
wie wir sie in Nr. 2 angestellt haben, zu 

Theorem VI. Die Determinante aus den nten Patenten der Lote 

flofi ^ Punkten auf ^ensovi^ Geraden der Ebene beträgt 
dann und nur dann NuU, falls entweder die Punkte auf einer Kurve 
nier Ordnung liegen oder die Geraden eine Kurve nter Klasse berühren. 

Der FaU n » 1 dieses Theorems Uefert den bekannten Satz: Die 
Determinante aus den Loten Ton drei Punkten auf drei Geraden der 
Ebene yerschwindet dann und nur dann, wenn die Punkte auf einer 
Geraden liegen oder die Geraden durch einen Ponkt gehen. 

4. Erweiterung für den Baum, — Ana der Analogie, welehe zWnehai 
der Gleichung der Ebene im Ramn nnd der Gleidhnng der Geraden in 
der Ebene beeteht, folgt ohne weiteres die Gfillsgkeit der SStce: 

Theorem VII. Die Determinante aus dm nten Potenten der Loie 

PQfi ^" + ^' >^ -f - ) (^jull. j Punktoi auf cbci^oviele Ebenen hetrayt Null. 
Theorem VIII. Die Determinante aus den nten Potetuen der Lote 

+ Punkten auf ebensovid Ebaien beträgt dann 

und nur dann NuU, falls die Punkte auf einer Ob&^flädie nier Ordnung 
Hegen oder die Ebenen eine Oberflädie nter Klasse berühren, 

Zürich, den 12. Joni 1903. 
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Über die Algoritbineii yon der Form 

Von J. £bau8 in Damutadt. 

In zwei frülieren Aufsätzen (Zeitschr f. Math, und Fiiys., Bd. 37 
S. a21E, Bd. 39 S. llff.) wurde der Algorithmus 

in weleliem die GrSfien a^, wie hekannt, die Ziffern und die die 
Bmte des im Zahlauiyttein « (d. h. mit der Gnmdzabl «) dirgestellten 
(echten) Brnclies rjk bedeuten, von nne zum Aasgangepnnkt aritlmietifdier 
Untennehnngen gewählt. Wie daselbst gezeigt wurde, gelaugt ntan 
za tieferer Einsieht in das Wesen der Zahlen wenn man Doppel* 
Serien dieser Gr5ßen in Betracht zidit. Wir legten demgemäß die 
Algorithmen 

zuf^nnde, wo>i( i i: oiue boliebigti nudere Grundzahl > 1 bedeutet, 
üüter der Voniusseizimg ri^, = r'f,x besteht alsdann die Ton uns so ge- 
nannte Fundamentalgleichung 

(I) «^«i/i — Hf+t ■» ««iia — f^ihi+t' (^,#» = 1, »,...> 

Um »ine kurze Ausdnicksweise zu besitzen, nannten wir die Größen ax aj,x 

[resp. riftf r'f,i] die Ziffern [resp. ReBte] des Bruches -j^^ = in den 

Zahlensystemen (cc, a) bezw. (a, a). Der Geltungsbereich der Glei- 
chung (I) liefi sich unschwer auf A, ^ <— — (x>, • • -f- <X) erweitern-, imd 
in diesnn allgemeineren Sinne konnte die Gültigkeit der Fundamental- 
gleichung nicht bloß für echte Brüche^ sondern überhaupt für beliebige 
positive 2^ahkn nachgewiesen werden. Eine besonders einfaehe (Gestalt 
nimmt (I) an, wenn die Großen a modulo k kongruente oder asso« 
nierte Zahlen sind.\) 

Bei weiterem Verfolg der üntersudiungen wird man auf die all- 
gemeineren Algorithmen Ton der Form 

^^i - (0«'"**'a+i + (;)«'"*n+t ± + » - *«a W-i, i, ...) 

geführt, wo v eine beliebige positive ganze Zahl > 1 bedeutet Diese 
Algorithmen sind von uns allgemein untersucht und die Resultate wie 

1) Yergl. hiedlber auch Baohmana, Nieder« Zahlentbeozie I, S. SCl£ 
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oben verallgemeinert worden. In der vorliegenden iVrbeit sollen jedoch 
der Hauptsache naeh nur die quadratiecben, d. h. diejenigen von 
der Foim 

«■r, — 2fer|^, + rj^., — &a|» a«i,t....) 

einer näheren Betrachtung unterzogen werden, während die höheren 
Ali^orithmen nur insoweit Berflcksichtigiing linden, als es ohne Weit- 
läufigkL'iten geschehen kann. Uber die Beziehungen zur Tiieorip der 
quadratischen Reste und Formen behalten wir uns vor, bei anderer 
Gelegenheit zu berichten. 

1. Nachdem der Aasdruck «»"i — r^ + i*), in wdchem wir ec<.k 
▼onnaBetaan dflrÜBii^ wie erwähnt^ unter der Annahme näher nntersucht 
worden iet, daß er aieli dnreh k teOen Bftt, soll dieae Beaehiinkiing 
jct^t aufgehoben werden. Ea aoll demgemäB jener Auadruck im aU« 
gemeinen beliebige Werte annehmen k6niien. Jedoch aoUen die r^, die 
wir auch in der Folge ab Reate hezeiehnen wollen, der Bedingung 
0 ^ < nnterwoifen bleiben. Aladann kann man jedenfiJla aetsen: 

(1) — rx+ii= kh ~ rl (o<ri<*). 

Der Auadruek ar^ — ^i + i aofem er negativ wird, aeinem absoluten 
Werlo nach <h Daher kuin niemals negativ werden. Anderer- 
ietta aber Termag auch nicht die Zahl « zu tlberateigen, da hei 
hi*= a n(n'>0) entgegen der YonnaaetBong > Ä aein würde. Also: 
..Wenn unta- a und k posüive ganze Zahlen > 1 tferskiimk» Uferdm 
md die Eeäe der Beämgmg 0^rj<A gmUgm^ so kam man 

ttVi — n + t — kh^ — n.^' (fHrx<k, •ikiiai 1-1,«,...) 



Ea möge nun weiter der Ausdmck 

«»r, - 2arj,^i + rj+, - «(«r, - r^^.,) - («ra+, - ra+,) 

in Betracht gezogen werden. Derselbe ist entweder für alle positiven 
ganzen Werte von l [durch k teilbar, oder nicht. Im ersteren FaUe 
läßt die mit Hilfe von i^l) sich ergebende Gleichung 

(2) «*ra — 2(crx + i + n + j «= k{ahi -~ hx^.i) — («o — vI^t) 

erkewMn, daft «ri — r'i+i gleidiftUa dnreh h teilbar aein muß. £a eei 
(8) «ra - rli^i - ikei. »s#i<«') 

1) Im folgenden sind in aiien Ausdrücken, in denen BuchstAbeoindizeA vor- 
koaunen, diesdben immer, wohm niobt ausdrflddich eine besondere EinsebtSaknng 
gemaoiht ist, als wiabel gedacht, derart, dafi diese Aiiadra«kB für alle positiven 
ganzen Werte der Indizes zn verstehen sind. Ferner werden die Torlrommcnien 
ZahlengrO£«n, ialli aioht das Gsgenteil bemerkt ist, immer positive ganze Zahlen 
bodeates. 
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üb«r die AlgwiäiBMn TOB dar Form «'r.'-tar, , + r, . — Ifc«,. IS 

Fahrt man die Becielmiig (3) in Gleiohnng (2) ein, lo ninuni dietelbe 
die Form an: 

(4) Ä*fi - »«fi+j + r^+, - A(«Äi - Äi + i - O. (os*iS«, o<,^<«)») 

Kinn andererteiti a'r^— nicht fftr alle Werte Ton it dnr^ k 

geteilt werden, bo beiitst dodi mdglicfaerweiae 

dieee Eigenechaft. In diesem Falle folgt ans 

(5) «•n — S«*n+i + S«ri+t — ra+» — Jfe(«Ui - 2«*a+i + A^-h j) 

— {a»ri — 2ttä^i -h /i + i»), 

daß der Ausdruck a^r'i — 2ari^i + ra^.s den Teiler I; enthalten mnß. 
Nach (4) darf man also setien: 

(6) «"ri — 2«ri^i + ri+i — Jt(«^i — pa+ 1 — «a). »Sfa?«. • <'i<«) 

Mit Kücksicht auf (6) verwandelt sich sodaun (5) in: 

(7) ««ra - 3«»r,^, + 3«ra+, - ra+, 

- W«*** - 2«*a+i + *a+i) - («Ä - ft+t) + «Ji 

wo die und den Bedingungen genügen: 

O^Aai«. O^fo^a, 0^«,<«. 

In derselben Weise fortbluend gelangt man in folgendem, dnrch 
ToUstindige Induktion leidit sn erweisenden allgemeinen Ergebnis: 

„Wenn dar Jutänui «V^-Qa-V,^, + (Ö«-*n+« ±n^r^ 

4n wddiem v em$ hdiebiffe posUive gaim Zahl hedeuiei, für äUe fiostüven 
ffatum Werte em l äurd^ k kiShair ist^ $o kann man seUen: 

«'r,-ft)«'-V,^j + (;)«'-V,^,-.-.±r,^,=A{[a'-'A,-rV)«'-'/';.M---l 
- 1«^- Va - CT V- Va+i + •••] + 1«'- Vi - Cr%+i + • • -J - • • ± ^al I , 

wo die Größen hj, g^, fx,*** e^ den Bed/bugmigen Geniige kieteHz 

O^^a^S ö^i^a^«» . .•,0^e^<a." 

Für die Zahlen k^ g^fi,*" hann man sehzeiben: 

Äa — *i + ««a — «a+i, — + «ea— «i+i, fx^fi-\-»Wi^ ii?a+i, • • 

1) Iit hierbei im beMmdem Felle «fa-^fi^i ttt X »' t durch k teilbec, w 
iiad i&e tj^fSr «, 1* • • . gieidi null, uid die k^ genügen der Qleidhnng 

«*'a'~'*a+i""**a' '^^^k^Km, 4<+i»*"> 
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J. Kmiw: 



"WO nnnraehr die neuen Größen h\, fj'x, fx, • • • nicht nur ^0, sondern 
auch < IC sind, mithin als Ziüern im ZnlilpTisystome a jiufgefaßt werden 
dürfen, ^vrihrend die m^, r^, «'^, . . . nur die Werte imd 1 annehmen. 
Die arithmetische Bedeutung dieser Ziölrn r/;, fx, • • sowie der 
Zahlen w^, . , . gedenken wir in einem weitereu Aufsätze zu er- 

örteru. Hier sei nur angedeutet^ daß sie zu Brüchen mit Potenzen 
?on k als Nennern in Beziehung stehen. 

2. Im Anschluß an die Ansführungeii dts vnric^eT! Artil^els wollen 
wir hier den Beweis emes ailgeuiemeu Satzes au.st iii;in(U'rsetzen, der 
die VerallgPTneinemng des in der Fundamentalgleichung (I) au55- 
gesprochenen Lehrsatzes darstellt Es mögen r;^ bezw. r^;j zwei D( j | • 1- 
serien von Resten darstellen, für welche die Bedingungen 0 ^ r^^ < 
0 ^r'fti <.k gelten und die Algorithmen bestehen: 

(9) - (0« '-»r;+i.i + 6)« V;+,.a ± r;:+,.i - ka^i, 

wo V eine positive ganze Zahl bedeutet. Wenn <1hüü die Größen r^^,, r^i 
iu einem derartigen Zusammenhange stehen, daß allgemein )'},,= r'„i 
ist, die leicht zu beweisende ( vergl. Xr. 5.) Möglichkeit eines solchen Zu- 
sammenhanges vorausgesetzt, so kann folgender Satz ausgesprochen werden: 
„Aus den beiden Algorithmen (8) und (9) folgt unter der Voratis- 
setzung ri „ = der neue AlgorUhmus: 

(10) a'üi^ - (l)«''-'a;,^ + , + (;)«''- V^-f« - + •••- «"a;! 

Zum BfweiBe aeteen wir unter Anwendung symbolischer Beseielmtuig»- 
weise ra^ «- rj,2 — r*/?'', a^^ — a^Af, a^a <ii*^ÄK Dann kssen sieh 
die Oleichungcu (^8) und (9) symboliseh in der Form schreiben: 

(11) r^(«- ;V7?" ^kn^A*', 

(12) r^(a - liyBt^ - U^ÄK 

Snbstitoierfc man mm in Gleichnng (11) für ^ der Beihe nach die Werte fi, 
I» + 1| - ■ • + V» miiltiplisieri hieianf die entstehenden Oleiehungen mit 
beiw.i^i — ([)c(''"*\ ">:i:l nnd addiert, so folgt: 

(13) (a ~ rf («' - ny - Äo' A" {U - Ay. 

Auf gleiche Weise ergibt sich aus Gleichung (12), wenn man 
darin für k nacheinander die Werte A, JL -f 1, . . . A + setat und, nach- 
dem die erhaltenen Gleichungen mit bezw. — (|[)a*~ \ • • • ± 1 mnlti- 
pliaiert worden sind, addiert: 

(14) H(« - ryjirif/ - il)' - ka'fA'^(u - Ay, 
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über die Algorilfameii Ten der Form «•f^~a«iVj^j -j- ^i^^'^^^y lö 
Ans (IB) und (14) folgt ohne weitex««: 

(15) a'Ä^itt-Äy^^afÄ'ia-Äy. 

Dies ist aber der zu beweisende Algoriihintis in sjmboliseher Schreibweise. 
8. Wir betraehien jetst oingeliaidfr die Algorithmen von der Form 

(16) a->-^ — iJctr^^j -f 'a+» = 
Nach 1. darf dabei 

(17) «n — ra+i — Jfc*a - («'i -'i n»xi^ •Sn < •) 
gesetit werden. 

Zun&chflt ist klar, daß bei gegebenen tc, h durch irgend zwei auf- 
einanderfolgende Reste etwa r, und r^^if alle folgenden eindeutig 
bestimmt sind. Falls, wie hier vorerst Tonusgesetxt werden soll, « 
prim zu k ist, gilt dies auch fQr die vorangehenden r^. Wenn, zwei 

beuachbarte Reste, z. B. und r^, gleiclizeitig verschwinden, so mQssen 
alle übrigen Beete ebenfalls gleich null sein. Wird dieser Fall aus- 
geschlossen, so kann der Algorithmus (16) offenbar niemals abbrechen. 
Da femer die A; möglichen Reste 0, 1, ... (h — l) nur eine endliche 
Anzahl von Variationen zu je zwei Elementen gestatten, so ist der 
Algorithmus periodisch, und zwar bei der gemachten Annahme (cc prim 
zu A') rein periodisch. Bezeichnet man die AngAVil der Elemente einer 
Peiiode mit so hat man 

(18) n + ^ — fa, az+j^ai. 

Die konstante Zahl soll in der Folge kurz als Periode der bezw. 

aj bezeichnet werden. 

Denkt man sich in Oleichung (16) für Z der Reihe nach 
X, 7. + 1 , . . k i — 1 gesetzt, wo / eine beliebige positive ganze 
Zahl l)e(lentnt, darauf die entsprechenden Gleichungen mit b^w. 
o*'^, . . . 1 multipliziert und addiert, so folgt: 

(10») «(«*ri ^ n+i) — {(B^Ti+i — n+i+t) — kAi,i, 

oder 

(19b) «'(«n — ra + 1) — («ra+# — ri+u+t) — * Aa> 

wo zur Abkürzung An für a'~*a; + (if~*ax + i + • • • 02 + . - 1 gesetzt 
wurde. Multipliziert man dagegen die Gleichungen (16), nachdem 
darin för X die Werte A, X-fl, . . . X i — 2 gesetzt worden sind, 
mit bezw. (^i — 1)«'-*, (i — 2)«' ^^, ...1, so ergibt sich wegen der 
Identität /* - 2(/* - 1) + - 2 = 0: 

• (20) ci'ra-^n+,-tV-»(«ra-ra+,)-Ä-^,i, 
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wenn symbolisch (*— l)«^-*Oi+ (•— 2)««'- •a^+iH — 1-»2+*_>— ^.a 
beseielmet wird. In Hinliffhiw Weise erl^t man 

(21) «-Vi-ra^, - i(«r^+,.i-r4+4) + ALo^-'a^ +•■ + (»- 

4. Bei Besitmmmig der Periode ^ untetsoheiden wir tonldut 
xwisehen iwei HaaptfiQlen, je nadidem nSmlieh «r^ — irgend 
einen Werfe TOn X dnrch teilbar, oder reüaiiT prim m ist Ans 
der Gleiehnng 



fBr einen unter ihnen der Fall ist. Der AlgohthmuB (16) ist unter 
diesen Umständen mit dem Algorithmus ersten Grades 



identisch, dessen Periode gleidi desi Exponenten ist^ sn welohem « 
in bezug anf den Modul h gehört Wenn ee andererseits swei anf- 
einanderfolgende Reste r^J r^^^ gibt, f&r wekhe ft,r^ — r^^^ teilerfiremd 
sn h ist, so gilt ein Glelehes fir je swei benachbarte Restci Ans 
Gleichung (20) geht herror, daB der Ansdmok ^fi — r^^^^ fbr t — Jb 
dnrch "k tdObar wird; g^teichseitig lenchtet ein, daß dies unter der 
Yoransselrang ar| — t^^^ prim lu ^ filr keinen Wert * < ifc möglich 
ist Nun folgt aber ans Oleichnng (19*), dafi v^r^ — ri^^ för alle Werte 
Ton X dm Teiler k entiialten mn% sobald dies fllr irgend einen unter 
ihnen der Fall ist Daher stellen die Größen r^, r^^^, ^i^tkf * • • ^ 
Beste des Bruches rjk im Zahlensysteme dar. Beaeiohnen wir nun 
den grOBtoi goneinschaftlichen Teiler Ton Je und d mit d und setawn 
It ^ dk', 9 dd\ so gehört in beaug auf den Modul k bekanntlich 
zu dem Exponenten d'; d. h. die ti, f;ff»i fi+t»» * ■ * bilden Perioden 
von je d' Besten. Die r^, r^^i, ^i+tf • • • niüssen sich demnach jeden- 
falls nach den ersten kd' Resten wiederholen; d. h. kd' muß durch ^ 
teilbar sein. Andererseits folgt ans {W*) (bei i = J), daß — 1 durch 
k, also durch ö teilbar sein muß, und Gleichung (20) lehrt sodann 
(bei ♦ ^), daß ^ den Teiler k besitzt. Daher muß durch das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache von k und Ö, nämlich kö', teilbar 
sein; d. h. es ist J^kd'. Der Fall, wo «r^ — r^^.! und /. einen von 
k bezw. 1 verschiedenen größten <j:t^ineinschaftlichen Teiler bepit7.pn, 
läßt sich auf die vorangehenden Fälle zurückfShren, soll hier aber ua- 
erörtert bleiben. Wir gelangen somit zu dem Ergebnisse: 

„W&m k = dk', ä =■ dd' gesäet wird, wo Ö den gu u modtdo k 




(22) 



Digitized by Google 



über die Algorithmen von der Form kV, — Sorr -|- r «ita.. 17 

gdtmgm Exponenten und d den größten getneinscfurftUehm Teiler wm 
h und d bedeutet, eo ist die Periode d des Algorithmus 

(bejswi der Großen r-, n-) für dm FaU, daß «O"'*";^! durch k teilbar 
ist fr- prim zu I: vorausgesäetj, gleich d; falls dagegm «'"^ — »'1+1 relaUv 
prim SU h ist, gleich kd'J* 

0. Es seien r^^, r,j, r,, vier willkürlich gewählte positive ganze 
Zahlen < A (die Null eingescMossen). Wir bilden mit ihrer Hilfe ein 
System Ton Kesten r^^^: 

'"ii *'si *'si • • • 

^ggj ''it 'ii 's» • • ■ 

•li *« • • ' 

ftr welche d«r Algorithmus besteht: 

(24) ««r^^ - + r^^,^^ - kn,^. <*5ra^<*) 
Nach 1. kann man dann setzen: 

Svbstitiiieit man in Oleiehung (24) für moheinander die Werte (i, 
|i + 1, 1» + 2f multiplisiert danach die entstehenden (Hnehnngen mit 
besw. a\ 1 und addiert, so folgt, wenn gleiehfleitig r^4*»ra^ 

und — «'V;;i — 2«'r;+i,i + r;+t,i eingeführt wird: 

(25) 2« Je;.,+, + = Ä:(«'«a,„ -.2«'a,,^.^, + a,,,^,). 

Werden uun die Qidßen — r^i und r«^ » r^« so gewählt, daß die 

Gleichungen 

(20) Bit -= kd;,i, E;,i — kai,t 

bestehen, so ist, wie sich aus (25) durch Anwendung der Tollstftndigen 
Induktion leicht ergibt, allgemein: 

(27) «' V;, - 2«'r;+,.a + ri+xi - *<a, 

wo die Qrößen al,i gewisse (positive oder ncguüve) ganze Zahlen be- 
deuten, für welche man nach 1« schreiben darf: 

Die Verallgemeinerung des Beweisverfahrens (vergl. 2) liefert den Satz: 
,Jn einem System von Größen r^^ (0 ^ r^^^ < A-; l, (i =- 1, . . .) 
seien dieser Größen r^^ (X, it ^ 1, ,.,v) hdubig gegeben, und es 
gdte der Algorithmus 
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für ade potUkm ganUMm Werts von l md f». Bestdd aladaim der JIgo- 
rUhnm 

a'**ili — (;)«''" + (;)«'' "*r"+2.a ± r«+'.i = ^%i> 

wo r'. i^rift ist, für k = 1, 2, . . . v, aber für <uJ> Werte van /* (was 
bei der gemachteti Voraussetzung stets in eindeiUiff^' Weise ß» ermöglichm 
ist), so gilt er Überhaupt für alle positiveti gattjien Werte von X und fiJ* 
Durch die vier willkürlich gewählten Reste r,,, r,,, r,2, r„, sowie 
durch die Größen /.-, u und «' sind alle übrigen Reste des Systems (23)^ 
sofern ffir sie die Bezieh im gen (24") und (21) titelten sollen, eindeutig 
bestiiimit. Wir wollten uun unter dieser Voraussetzung yAmilchst eine 
ßezieliung jibleiteii, die r^^, m iudependeiiter Form aus Jonen Urüöen be- 
rechnen lehrt. Zu diesem Zwecke schreibea wir Gleichung (20) in 
der Form: 

(28) r, = «^-Vx -{X- l)«^-«(«r, - r,) + hA^-^ 

[Ai-i - (A - 2)a^-»ai + (X- 3)«^-*a, + • • • + öa-tJ- 

Auf Qleichnng (24) angewendet, liefert (28) zunächst 

fi^ — — (A — l)u^-\arif, — r^f) + A\4i^i,^. 

Indem man hierin noeh für ri^^r/,i, rt^^r'^^t die ihnen TermSge 
der Oleicfanng . 

r'„i =- «'•"- Vii — (/i — l)«'"-'(«rü - ru) + A-4^-i,i 
zukommenden Werte setst, eihSlt miin die gewünschte Beiiehnng 

(20) r,^ «. «*-««'i"-»[««V„ - (A - !)«'(«; H - h,) - (/* - u - »it) 

+ (A -!)(/* - l)(«a'*ii - «i„ - «V„ + r„)j + A\B^^, 

wo 

Bi,, = a*-M;_,.; - (A - i)«'-«(«/i;;_,,, - + 

Wenu mau symbolisch rj^^ = 'a-^^ setzt, eo läfit eich Gleichung (2Ö) 
in der Form schreiben: 

(m)rj,^^e^-*a'f^-*\ur^-{X-\)(ar^-r;j\W 

Von besonderem luteresse i»t der Fall, in welchem rj, = 0, = 0, 
fj, = O; hier ist 

(31) r,,. ^ (A - 1)(^ - 1)«^- V- V„(modA). 

6. Die Keste r^^^ kommen in einer Keilie von Verbindungen vor, 
die für unsere weitevm Entwicklungen von Bedeutung sind. Im folgen- 
den soll dah«* einiger derselben Erwähnung geschehen. 

Es mög^e zunächst <ler Ausdruck ttu'rj^^ — ur — u'rj^ ^ ^" ^2 + ^ + 1 
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befaraohtet werden. Mit HUIb der syntboliMlieii Kongroeni (30) ergibt 
nich Ifiic bt wr Beohniuiff: 



l = a^- - ^ (aa'r„ — arj, — « + r„; (mod k). 
Sebst man abkünend 

80 kann (52) auch in folgender Form gesehrieben werden: 

(33) ««Vi^ - «r2,^+t - «Vi+i,^ + »1+1,^+1 - «i^ + 

Dabei bedeuten die (irößen s^^ {^i^^- Zeitschr. t". Math, und l'hjs., 
Hd. 37, S. 333 Gleich. 10) die Reste des im Zahlensysteme [u, a ) dar- 
gestellten Bruches s^^jhj wahrend die r^^ gewisse noch näher zu be- 
stimmende (positive oder negative) ganze Zahlen yorstelleu« Analog 
hat man 

(34) ««V^i — c'r^,i+i — a»>-f-i,i + + = -Vi + hü'f^i, 

wo die die Reete des im Systeme {n% a) daigeetellten Braches 
^i) mnd. Da die Unken Seiten der Gleichnngen (33) und (34) 
identisch sind, so folgt ohne weiteres: 

(35) Si,, ^sjti, Vi^^ v'fii, 

Falls »0 ist, sind Mmtliche Sif^ s^i » U; aus Gleichung |^33) er- 
gibt sich sodann: 

,,B7'»m der ÄKsdntcJi a«')-^^ — ar^^ — «Vj^ -f r,, durch k teilbar 
Sil fji'll t in rTh'ielfCs für dm ÄKsdruck «^^V^^ — ar^^^ ^, — aVi^j^^-j-r^j^j^^^j, 
und zum für aÜe ymsitivni f/finzfu WWffi rrttt l tfttd /i." 

Um über die Natur der Grrißen u^^ einen vorläufigen Aufschluß 
zu erhalten, schreiben wir Gleichung (33) in der Form 

(36) «'(«^M - ^i+hf) - («''2./«+t - " ^it* + 
Nach 1. kann man dann setzen: 

(37) «ri^ — r^+i^^ — kh^^ — 1»^^ »5«a^ <*); 

dadurch nimmt (36) die Gestalt an: 

(38) hvi^ « k{ahi^ - hji^^^t) - {am^^ - «a^^^i +8^^), 
Man darf also 

(3Ö) a'm,^ - »/^^^ ^1 + 5^,, = kf^^ 
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schreiben ; zugleich ist ersichtlich, daß bei .v, ^ > 0 nicht schon « ' »1;^ - »«^ ^ i 
d«a Teiler k besitasen kann. Aus (39) folgt^ wenn gLeichieitig sj^i 
8^^ gesetst wird: 

(«'■«•ii« — 2«'wi,^+i + «i^^+f) + («'s,.'; — »;+i,a) = *(«YaM — A^+i)- 

V Der Ausdruck u's'f,) — + ist, der Bodeiitung der Größen s^i zufolge^ 

durch }: teilbar. T)aher muß auch « Scf't«^ ,, + ?r?; ,^ den 

Teiler k enthalten. Es darf somit wiederum nach 1. geschrieben 
werden: 

Dorch Vergleicbnng »|^bt sich aas (89) und (40) sofort: 

(41) fx^ — g^ii, n'^k ^ Sif, =^ a^x. 
Unter diesen Umständen folgt ans (38): 

(42) Vift — Khif, — — jT/ti« 
lu ähnlicher Weise erhält man: 

(43) i^i - «Aia - A;,a+i - gif,. {•.<*;a<< »«♦a^l«) 

Wir gelang«! somit sni dem folgenden Resultate: 

„Es seien a, 1% sowie vter wHÜMieh gewähUe Beste f,|, r^^f 

^eselfff (0 ^ S|| < £). Bildet man älsdam (was immer in eindeuHgfr 
Weise gescMien kam) «m Sgstem van Besten rtf, * r^i, fSr die 
Ä^ariUimm hestdien: 

wofo/ die r^^^ der Ikditiffttnp 0 ^ < A- gmiUjcny währnid die a^^ und 
gewisse (positive oder negative) gange Zahlen bedeuten^ so darf man 

=" Sa,, + *(«'/<;,. — hx,f,+i - g'f,x) = sl.x + A(aÄ;a — hl.,x+\ — gx^) 
säsen. Mierin sind die sif, hesw, s^i die Beste des Brmhes ^ » in 

den 2!ahkns!fslemen (a, «') bezw. a); die hif,, g^f,, h^i, g^jt sind 
noA näher su hespreÄende Qröfien, wMe den Bedingungen 

0^hx^£a, 0£gx„£a, O^Kx£a\ 0^g;x£a' 
Genüge leisten, und für wdche der Algorithmus besteht: 
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Die arithmeÜBChe Bedeutung der Aa^, gif,, A^i, g^i soll in einem 
beeonderen Aufr»iae aoseiiiaiideigeaetst werden. 

Als «weiter Anadmek ni «^r^^^+f — 2««V,^|,^^j + «'*fa^|.^ (der 
qnadratiscben Form entsprechend) erwihni Setzt man in Gleichnng (24) 
|i + 2 für fft, in (33) A + 1, M + 1 Stelle von I, f» und in (27) 
A + 2 anstatt A, mnltipliziert sodann die drei entstehenden Qleichnngeu 
mit beaw. 1^—2, 1 nnd addiert, so erhilt man: 

(44) «*ri,^+8 - 2«a'ri + ,.^4-i + a''r^+j,^. — -25^+,,^ + » 

Bei i>\i =0 ist auch Si+i.ju+i 0. Also: 

^{/n^ den frühere» Vmmt»^twngm hai ma» für oBe posiHvm 
ffonäm Werte wh X, fi: 

Ist insbesondere aaV,^ — ffr|, — rg| durch k te^csr, 90 gilt em 

GleicJies mich für a*ri,,,^.a - 2aaVi+,,„ + , + «'"ri^.,,^." 
Zum Schlüsse betrachten wir noch den Ausdruck 

— 2««'ri4.i,^+i + n-f i,^i+t. 
Aus (24) und (27) ergeben sich die i'olgenden Gleichungen: 

«"n^ — 2Äri+i,^ + ra+t,^ haift 
«'V^a+i — 2«'r^+i,a+i + r^+%a+i— Äa^a+i 
«^ra,„^s — 2ara4.i,|,+« + ra+f,^+t — ftaa,^^«. 

Multipliziert niiiu dieselben Uti lleihe nach mit besw. 2«, 1 uud 
addiert die enktehenden Gleichungen, so folgt: 

(46) («»«'Va^ — 2««'ra+i,^+i + ra+t,^+i) + («'ra.^+i — 2««Va+i,^+i 
+ «'■fi+j,^) — l;(«'*aa^ + 2fta;.a^.i + aa.^+t). 

Bei Berücksichtigung von (^44) können "wir also sagen: 

„Wenn die früheren Voraiissdzunfjm gemacht werden, so besteh I fiiy 
alle positiven ganzen Werte von A, f» die Gleichung (45), der man atidi 
die Form geben kann: 

(46) «*a''r;^ — 2«a'r44.t,^^.i4-ra+i,^+j — 2*a+i,#i+i 
+ *(a''aa^ + 2«a;.a+i - o;.a+t + 2i?a+i,,i+i). 

/si intibeetmdere ^lt«r^^ — ar^ — (('r^^ + r,, cAirdk Jb teUbcurf so giU ein 
Glekhes für «•«'Va^— 2««'ra+i,^+i + ra+i,^+j. 
Barmstadty Jannar 1903. 
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Über senäre Raamkollineationen. 

Von Rudolf Kbaüse in Strafibmg l E. 

Der folgende Aufsatz ist ein Ansnig aus der Inaug.- Dissertation 
„Uber seuär zyklische KoUineationen im Räume" (Straßburg (Eis.) 1903), 
anf die wir zur näheren Begründung der angeführten Sätze verweisen. 

Eine senUr zyklische Ratimkollineation (p ist eine Transformation, 
deren sechsmalige Anwondnn^ auf dir» IdputitiU führt; dieses Vorhalten 
findet seineu Ausdruck in der aymboliselien (ileichuug q'' = 1. Kine 
solche Kolliiieiitiou (p ordnet die Elemente eines räumlichen Systems, 
inshe«ondere dessen Punkte, i. a. zu Gruppen zu je sechs, zu „Zykeln" 
an, die wieder in Teilt^ruppen zerfallen, welche einfacheren zyklisclieu 
Kollineutioneu , und zwar involutorischen und teniären, angehören, wie 
die Uniformunf^; der (ileichuug 1 in (9-)' ^ 1 und {q>^}- ^ 1 zeigt. 

Wir köimen schon aus der Betrachtung der verschiedenen Lagebeziehungen, 
welche die Punkte eines Zykels aufweisen ktinneu, einen Schiub auf 
die Anzahl und die charakt^ristisclien Merkmale der möglichen senären 
KoUineationen ziehen. Es lassen sich hinsichtlich der relativen Lage 
der Punkte eines Zykels folgende fünf Fälle unterscheiden, die wir in 
der Keilienfolge anführen, in welcher der allgemeinere Fall dem speziellem 
vorangeht. 

1. Allgemeinster FaU: Die Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 bilden ein wind- 
schiefes SediBeck und zwar in der Weise, daß keine yier Eckpunkte 
in einer Ebene liegen. Die Hauptdiagonalen sind an einander wind* 
Bcliief. 

2. Die S Hanptdiagonalen gehen durch einen Punkt, je zwei Paare 
gegenflb«rliegender Eckpunkte fallen also in eine Ebene. 

3. Das Seehzeek 123456 ist ein ebmea. 

4. Die 6 Eckpunkte li^i;en zu je dreien anf zwei windzchielEni 
Geraden g, g^^ und zwar die Punkte 1, 3, 5 auf die- Punkte 2, 4, 6 
auf 

5. Die 6 Punkte liegen sämtlich anf ein und derselben Geraden. 
Das Sechseck degeneriert 

Es eigeben sich also 5 rerschiedene Arten senarer KoUineationen, 

für die ein Existeuzbeweis noch zu führen ist Um fllr die ree- 
schiedeuen KoUineationen mne kurze Bezeichnung zu haben, versehen 
wir das Zeichen (p mit einem Index, der anf die ZugdkÖrigkeit zu der 
betreffenden Klasse hinweisi 
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Wir unterscheiden demgemäß folgende 5 Arien: 

1. winrlscliiffe 1. Art (p^, 

2. >vinf]«<'h'>fe 2. Art qi^f 
B. plauaro (p^, 

4. windschiefe 3. Art oder halhrff sriiarh . Diese Art /.» rfallt, wie 
pjfh später ergibt, in zwei T'ntenirteu: die h\ perbolische halbgescliarte 
KolüneatioD cf^ und die eUiptiäche halbgescharte if^\ 

5. gescharte tp^ 

Wir führen zum Nachweise der Existenz dieser Arten die senären 
Kolliiieatiouen auf einfachere zyklische Koiliueationen zurück, nämlich 
nuf temare und involutorische. Auch dieser Weg fühii uns zu den 
erwaiiiit. n verschiedenen Arten senärer KoUineationon. 

Ist iiuiiilich (f eine seniir zyklische Kollinoation, also qp*™l, su 
ist ^ = ^ ' = q&' qp' 9;' • (f ^-^ hierin ist (/: * eine temfir zyklische Kolli 
neation und tp^ eine mit dieser vertauschbare Involution. Es läßt sich 
also eine senäre KoUineation aus zwei vertanschbareQ Verwandtschaften, 
einer InTolutioii und emer temSren Kollineationy snsammauetBen. 

Wir gehingen also m den venoluedeneifi Artoii8eiiSi«rXoI]ineationen, 
indon vir alle möglichen Arten ieroirer KoUineationen mit allen Arten 
Ton InTolntioiien komponieren; zn beachten ist dabei die EinBcfaiinkimgy 
dafi die zn komponierenden Verwandteehaften Tertansdibar sein mfisien. 

Im Batme laaaen eich zwei Arten temSrer KoUineationen nnter- 
aeheiden, die planara nnd die geacharte.^) Fenier existieren 2 Arten 
▼on Inrolntionen, namlioh die perapektiTe nnd die gescharte. 

Die wlndaeliicife aenära Kollineatloii ip^ 1. Art 

Aus einer planaren ternären KoUineation ^ und einer mit ihr ver- 
tHuschbareii gescharteu Involution «, welche die Doppelgeraden u und 
V von if» zu Doppelstrahlen hat, resultiert eine wiiidöchiefe senUro KoUi- 
neation qpj 1. Art. Sind ^j, y^, [/^ irgend drei zu « und v wiml: 1 liiefe 
Strahlen eines Tripels von t, so ist die Involution, welche die StraiiK u 
der durch ^j, g^, und u bestimmten und auch v enthaltenden linearen 
Koi^pnienz zu Doppelstrahlen hat, mit ^ vertauschbar. Die Geraden a 
nnd f> sind die einzigen Doppelelemente der KoUineation und zwar 
werden die Punkte Ton u und die Ebenen von v durch ^, inTolntoriacli 
gepaart; ibre Inrolutionen sind elliptiscb. Die Punkte Ton v und die 
Ebmen von u sind eenar ayUisch gruppiert 

Alle tibiigen Pnnktaykel bilden je ein windscbiefea Secbaeck, von 

1) YgL Reje, Geometrie der Lage* S. Aufl. Leipzig Abi IL Yor- 

tngXI. 
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welchem keine vier Eckpunkt** in oine Ebene fallen. Ihre Haupt- 
diagonalen, welche Doppelstrahlen der luvohition m Bind, worden durch 
g-, temnr zyklisch gnippiert; die mif ihnen liegenden Gegenpunkte der 
für invarianten Sechsecke siud Paare zugeordneter Punkte der ellip- 
tischen gescharten Involution w. 

Jede windschiefe Beuiire KoUineation l. Art kann in jede andere 
derselben Art, insbesondere auch in die ,,rot«tori8che" kollinear 
transformiert werden. Diese resultiert aus einer rotatorischen ternarcn 
planaren Küllineatiuii ic^j welche mit einer Drehung des Raumes um 
eine Achse u' durch 120° gleichbedeutend ist, und einer mit ver- 
tsiuchbaren gescharten lüTolution a>, welche die Doppdstrahlen u und 
9* fon it^ zn DoppebtnUflD haL Durdi Drehmig um u' Sniect ridi 
dw EoUinefttiou moKi 

Ffir die windsdiieü» eenüre KoUinefttion ^ sind einfach unendlich 
Tiele Flächen 2. Grades inTariaat. Sie bilden sowohl einm ^-Bflsebel 
als eine <^'-Sdiar. Sie sind aassohliefiUch Regelflftehen; aaf jeder Ton 
ihnen sind die Strahlen dw einen Schar durch za Tripeln anr 
geordnet^ wahrend die Geraden der andern Sduur sa Zykeln Ton je 
seehs Strahlen gruppiert sind. Die Geraden u und v sind reaiproke 
Polaren beaflglich dieser Fliehen, diese haben oo* gemeinsame Pol- 
ietraeder. 

FOr ^ sind oo* knbisehe Raomlnirren invariant, nnd swar geht 
durch jeden weder auf u nodt auf v gelegenen Punkt eine einzige toh 
ihnen. Auf jeder in tp^ sich selbst entsprechenden Regelfläche 2. Ord- 
nung liegen oo* dieser kubischen Raumkurven. Diese sind Nullkurren 
eines für invarianten linearen Strahlenkomplexes; sie haben die Ge- 
raden der einen Regelschar, die temar zyklisch gruppiert sindi zu ge- 
meinsamen Sehnen. Diese sind zugleich gemeinsame Achsen von oo' 
inTarianten kubischen Ebenenhüscheln, deren Ansehmiegungskurven auf 
einer andern invarianten Regelfläche 2. Grades liegen. Die Gerade u 
ist eine nneigentliche Sehne aller invarianten und die Gerade v eine 
tmeigentliche Achse der kubischen Ebenaibüschel, welche diesen Baum- 
kurven 3. Ordnung sich anschmiegen. 

Die windschiefe senäre KoUineation g?, 2. Art. 

AuB einer planaren temären KoUineation xi-, welche die Punkte 
einer Geraden u zu Doppelpunkten und die Ebenen einer Geraden v 
zu Doppel» lit nen hat, und einer Perspektiven Involution ra, deren In- 
volutionszentnnn ^1 auf u liegt und l- r» n Involutionsebene a duf Ii v 
geht, resultiert eine seuüre wiudschiete küilmeation (f^ /.weiter Art. 
Diese läßt die Punkte A und a - u (= JS), die Geraden u und ferner 



Digitized by Google 




■jrv>ytRSiTY 

OF 



Über «enftre R»ttmkoUiBe»iionea. 26 

die Ebdnaa « und Av (— ß) ungehindert Andere reelle Doppelelemenfce 
kommen in qp, nicht vor. Die Punkte Ton m und die Ebenen von v 
werden durch (f^ iiivolutorisch gepaart, und zwar sind ihre Involutionen 
hyperbolische mit den Doppelpunkten ,4 und Ii hezw. den Dojipel- 
ebenen n und /l Die Punkt« und Strahlen der El)ene «, mwlo die 
Ehf^nen uiiil Strahlen des Punktes A sind temär zyklisch }i;ruppiertj 
übtTtiies bilden die Punkte von v und die Ebenen von ff für (f^ in- 
variante Tripel. Die Ebene ß ist danrptrf" Trä'^friri eines st-när zyk- 
lischen ieldes, und der Punkt ß ist Mittelpunkt pincs senilr zyklibciien 
BUndels. Alle fibrigen Punktzykel bilden räumliche Sechsecke, deren 
Hauptdiagonalen sämtlich durch den Doppelpunkt A gehen. Die Gegen- 
kantüü eines jeden der Sechsecke schneiden sich in '6 Punkten der 
Doppelebene «, die ein Punkttripel von 9, bilden. 

Aus einer rotatorischen temaren planaren KoUiiieation i/^ und einer 
Perspektiven Involution oj, deren Zentruni auf der Rotationsachse «' 
von i'^ liegt und deren Involutionsebene zu u' normal i;>t, resultiert 
eine rotatorische senäre Kollineation. Diese nimmt eine besonders an- 
adianti^ F<Hnn an, wenn dst Zentrum von & auf 1»' in unendliche 
Ferne HIdct Dieae rottttoriBche eenare Kollineation beseiehnen wir mit 

Sie remitiert abo «w einnr Drelumg des Baumee mn eine Adiae u\ 
wenn der Drehungewinkel 120** betregt, und einer Spiegelung an einer 
TO « ' normalen Ebene In dieae rotatorieche eeniie Kollineation 
kann die allgemeine ^ dnrdi Kollmeation verwandelt werden. 

Fttr 9>| sind die FBeben eines JP*-Bflndele invariant. Dieser ist 
ein spendier; seine Fliehen berflbzen sieh in den imaginiren Doppel- 
punkten rtm 9, Er enth&lt unter anderem die Ebenenpaaie der In- 
volution V, sowie Bwei BOsehel honaenfarischer Kegel 2. Ordnung mit 
den Mittelpunkten Ä nnd B, Die Strahlen der Kegel Ä werden temSr, 
die der Kegel B senir lyUisch durch ^ gruppiert. Durch jeden weder 
«nf u noch auf « gelegenoä Ponkt P des Baumes geht ein aus in- 
varianten Fttehen besteh end er P^Bflsehel, dessen Grundkurve ans swei 
Kegelschnitten t^teht, die in dem durch P bestimmt«! Ebenenpaar 
der Involution v liegen. Dmr i^-Bttschel enthält 00^ Begelflächen 
2. Ordnung; durch tp^ werden die beiden Regelscharen einer solchen 
Begeifliehe in einander ül)erge^lhrt. Die Fläche euthält die Kanten 
von 00* auf ihr liegenden Ponktzykeln. — Für alle invarianten Flächen 
2. Ordnung sind u und v reziproke Polaren, und zwar ist A Pol von « 
und 3 Pol von ß. Die Flächen haben 00* gemeinsame Poltetraeder; 
von diesen fallen stets zwei Eckpunkte nach A und B, während die 
Übrigen Eckpunkte eine elliptische Involution auf v bilden. 

Die beiden DoppelebeDsai a und ß entboten je einen Büschel in- 
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variaTit*?!- Kegelschnitte; diese berühren sich in den iiiiacfinären Doppel- 
puukten von v. Die in jeder der beiden P'benen lietjenden invarianten 
Kegelschnitte hal>eu genä' i iisanip Poldieiecke; von di^en fallt ein 
Eckpunkt in den Dopjielpunkl der Ebene; die übrigen Eckpunkte ge- 
hören der erwähnten eiliptischen Involution an. 

Für die rotatorische Kollineation ist jede Rotationslliicbe 2. Ord- 
nung invariant, welche u' tmt Rotationsachse und a' zur Svuinietrie- 
Ebene hat. Jedes fC reispaar, das durch Rotation eines Punktes P und 
seines Spie^'elliildes i*' bezgl. u' um u' beschrieben wird, ist für (>, 
Mivririant. Es entsprechen somit alle konzentrischen Kreise, die in a' 
iie<^en nnd ihren Mittelpunkt auf n' haben, sieb selbst. 

Invariante, irreduzible kubische Raumkurven und bicpiadratische 

1. Art kommen in der seniireu Kollineation <jPj nicht vor. Jede sich 
selbst entsprechende Raumkurve 4. Ordnung zerfällt in zwei Kegel- 
schnitte, die in einem Ebenenpaar der luTolution v liegen. Jeder 
Punkt des Raames bestimmt ein solches Kegelschnitl^aar; es gibt 
deren oo*. 

Die planare eenire Kolllneatioii 9»,. 

Ans der planeren temären Eollinefttion ^ nnd der gescherten In- 
Tolntion e>, weldie die Doppelgemden u nnd v TOn ^ zu InTolntions^ 
acbsen hat, resaltiert eine planare eenSre Kollineation fy Dteee lifit 
die beiden Geraden u nnd v, eowie jeden Punkt ron u nnd jede Ebene 
Ton V ungeandert Die Ptankte Ton 1; nnd die Ebenen Ton M werden 
dnrch (f^ zu Tripeln gruppiert Auf der Geraden v liegen keine reellen 
Doppelpunkte. Die Ebenen des Bfiseheb 9 enthalten een&r sykliaehe 
Felder der Kollineation gp,; jeder Pnnktaykel liegt mit v in einer solchen 
Doppelebene. Die allgemeine Kollineation 91^ kann in die totatorische 
^ koUinear traneformiert werden; diese ist gleichbedeutend mit einer 
Drehong des Rnumes um eine Achse u durch 60^. 

Fttr die planare senare Kollineation 7, ist jede Fliehe 2. Ordnung 
invarianty welche einen Punkfajkel enthalt und u und v 2u reaiproken 
Polaren hat Die filr 9, inTarianten Fliehen 2. Ordnung hilden ein 
epeaielles J^-Gebüsoh; eie berühren sieh in den imagtnirai Doppel- 
pnnkten Ton v. Durch ^ werden die Strahlen einer jeden Regelsehar 
einer invarianten Regelfliehe 2. Ordnung senir zyklisch gruppiert 
Durch jeden Punkt gAmi 00* inranante Regelflächen 2. Ordnung. 
Jeder Punkt von ti ist Mittelpunkt von 00* für qpj inTuianten Kegeln 

2. Ordnung. Diese bilden einen Bflschei; ihre Strahlen werden durch 
9, senar zyklisch gruppiert. 

In jeder Ebene durch v liegen 00* Kegelschnitte, die in tp^ sich 
selbst entsprechen; sie bilden sowohl einen BOschel als eine Schar und 
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haben s^enieuisauie Pf'l'ln i» cke. Ein Eckpunkt diV.ser PoUlreiecke 
fällt mit dem auf u liegeiuieu J )oppelpuiikt der Ebeue zusammen, die 
übrigen Eckpunkte ))ilden Pnnktepaare der elliptisch^ri Involution auf 
welche die imagmären Doppelpunkte von v zu l>rdnuiigsj)unkten 
hat Die Kegelschnitte berühren sich in diesen imaginären Punkten. 

Die luJbgeMharten sen&ron Kollineatioiieii. 

Eme allgemeine halbgescharte seiiärc KoUineation läßt sich auf 
folgende Weise herstellen. Sei eine involutorische Regelschar gcgebüu, 
von welcher p, und q, zwei Strahlenpaäre und a^^ a^, o, drei be- 
liebige Leitotrahlen seien. Dann irt durch die Besiehiing a^o^a^pp^q 
A %^s^iPil>^i eüio bnlbgescharte KoUinetttiaii bestimmi Die Doppel- 
Btnhlen der i&TolatoriBcbeii Regelsdhar Bind Doppelgeraden derselben. 
Je nachdem diese reell oder imaginär sind, isi die halbgescharte KoUi- 
neation hjperholisch oder elliptisch. 

a) Die hyperboUflohe halhgwoharta senire Eollineatioik ^4. 

Eine solehe resultiert aus einer temären geseharten KoUineation 
und der geseharten Inrolution 0», welche irgend zwei Doppelstrahlen 
g und h Ton i> m Achsen hat Diese sind die einzigen Doppelelemente 
▼on ^4 und Trager TOn Punkt- und Ebenentripeln. Durch 9^ werden 
die Strehlen einer beetinimten linearen Kongruenz nämlich die Doppel- 
Strahlen Ton it\ inTolntorisch gepaart Ein beliebiger Punktzykel 
123456 ist in der Weise auf ein Strehlenpaar an, von F verteilt^ 
daß die Punkte 1, 3, 5 nnf a, die übrigen drei 2, 4, 0 auf liegen. 

Einen Sonderfall dieser halbgescharten KoUineation bildet die 
rotatorische q^. Diese resultiert aus eino: rotatorischen temären ge- 
scharten KoUineation und einer Spiegelung an deren Rotationsachse f. 
Die Doppelelemente von sind r und die Gerade, welche in den zu 
r normalen Ebenen unendlich fem liegt Die allgemeine KoUineation 
9>4 kann in die rotatorische kollinear verwandelt werden. 

Die aUgemeine senäre KoUineation qp^ läßt 2 Büschel von Flächen 
2. Ordnung, die ziij^leich als Scharen aufeufassen sind, ungeändert. 
Die Flächen des einen Büschels dundidrinp^en sich in den Doppclgeraden 
ij und h. Anf jedor von ihnen sind die (ieraden der Schar, welciie 7 
und h enthält, durch qp^ involutorisch gepaart; die Strahlen der Leitschar 
^in l remär zyklisch gruppiert; sie sind die Hauptdiagonalen der auf 
der ht' «j;» legeuen Punktzvkfd Die Flächen des zweiten i^-Büscliels 
halun // und h zu reziproken i'iiiaren. Die Erzeugenden der einen 
Sciiar auf jeder dieser Flä(dien werden durch (p^ involutorisch gepaart; 
ihre Involution ist eUiptisch. Dagegen sind die Strahlen der Leitschar 



Digitized by Google 



28 



zu Zykeln von je sechs Strahlen gruppiert. Die i'lächeu dieses 2***- 
Büschels haben oo^ gemeinsame Poltetraeder, deren Eckpunkte auf </ 
und h liegen. 

Durch einen Punkt P geht je eine Fläche der beiden i '-Bflschel; 
diese beiden Flächen schneiden sich in dem Gegengeradenpaare, das 
durch F bestimmt ist. Jede Fläche des einen 7''''-Bü8chelB schneidet 
jede Fläche des andern Büschels in einem solchen Paar von Geraden. 

In der rotatorischen balbgescharten Kollineation tp^ existieren 
ebenfalls 2 Bflnshel invarianter Ragelflikchen 2. Ordnung. Dmr eise 
bestellt «ui BotaÜcaiBflSeken mit der gemeinsamen Rotationsaeliie r, 
der andere aus gleiehseitigen Paraboloiden, die sich in r durchdringen. 

b) Die slliiktlwho ludbgescliarte KolUoMtioii q>\. 

Ans einer geseliartm tonaren Kollineation nnd einer eUiptischen 
gescharten BiTolntion welche die Doppelstrahlen von if' involntorisdi 
paart, resultiert eine elliptische hslbgescharte sen&re Kollineation 9^ 
Diese bat swei reelle Doppdgeraden g* und A'; reelle Doppelpunkte 
nnd Doppelebenen sind in *p[ nicht vorhanden. Die Doppelgeradeii g' 
und h* sind TtSger senftrer Punkt- und BbeneneykeL 

Eine elliptische hslhgeseharte rotatorische Kdlineation 9^ w- 
halten wir auf folgende Weise. Wir gruppieren die eine R^lschar 
eines Botationshjperboloides JP temär zyklisch, indem wir sie um die 
Rotationsachse / sukzessive um 120^^ und 240^ drehen. Die andere 
Regdschar machen wir zu einer involutorischen, indem v, \r ihre Strahlen 
an / spiegeln. Ist Of, ein Strahlentripel der ersten Keis^elsehar 
und sind p, Pi und q, g| zwei Strahlenpaare der involutorischeu Leitschar, 
so ist die Kollineation OiO^ü^Piq A (h^^hPtPQi elliptische halb- 
gescharte rotatorische. 

Die elliptische halbgescharte senäre Kollineation tp^ lafit zwei 
Büschel von Regelflächen 2. Ordnung, die zugleich <P*- Scharen sind, 
ungeändert. Andere reelle Dnppelflächen 2. Grades treten nicht auf. 
Die Flächen de^ einen 7' "^-1 Bichels haben dii- ])op]>pVreraden fj' und // 
gemein. Auf jeder dieser Kegelflächen sind die strahlen der Schar, 
'R-elcher fj' nnd //' angehören, durch <p\ involutorisch gepaart; die Leit- 
pohar ist daQ-e<TPn durch qr', senär /yklisch auf sich bezogen. Die Flächen 
des andern / ■^-Büschels liai)en keine reellen Punkte gemein. Die Geraden 
g' und h' sind bezüglich ihrer reziproke Polaren und die Gegeupunkte der 
auf ihnen liegenden Zykel Paare kunjngierter l\mkte. Die Flächen 
haben oo' gemeinsame Poltetraeder. Die Strahlen der einen Regelschar 
von einer dieser Flächen werden durch ^p^ involutoriach gepaart, die 
der Leitschar temär zyklisch gruppiert 
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Die geseliarte senin KoUlneatioit ^5. 

Auy einor ternärfii gescharten Kollineation und der «jf'^rlinrten 
Involution w, 1* t( 11 Doppel strahlen mit dt-neu von ^' KUHammeni'allen, 
resultiert eine gesciiurte senäre Kollineation <p-. Diese enthält 00* 
Doppelgeraden, und zwar bilden diese eine lineaje Kongruenz, deren 
Leitgeraden konjugiert- in)af;inär«' Gerade 2. Art sind. Andere reelle 
Doppelelemente kommen in qc,, iiicJit vor. Jeder Punktzykel von 95 
besteht aus Ü Punkten, die allemal aul" einer Doppeigeraden liegen. 

Sei JP ein geradliniges Hyperboloid. Wir beziehen die eine 
ßegekchar senar zyklisch auf sich selbst, etwa dadurch, daß wir die 
Punkte «UM KegelschnitlMi k\ den eine beliebige Sdmittebene mit 

gemein bat, seuSr sjkliseh grappieren. Dies geschieht am ein> 
fiidisten dadurch, daft wir anf einen Kreis, welchem regoMire Secha* 
ecke eingeechrieben sind, projektiT beziehen. Si|id Cia^a^a^a^a^ sechs 
Strahlen eines solchen Zjkels nnd sind p, r dm beliebige Strahlen der 
Leitadiar, so ist durch ^'ßvoj^waga^a^a^a^a^a^qr /\ (t^a3a^ar,a^aj)qr 
die tenSre geschalte Kollineation ^ bestimmt. 

Ist JR* ein Botationshyperboloid^ so kdnnen wir die Strahlen der 
einen Begdsehar senSr zyklisch gruppieren, indem wir die Regelfl&che 
durch eine zur Botationsachse r normale Ebene in einem Kreise 
schneiden und diesem regolftre Sechsecke einschreiben. Dann sind die 
Ptokte des Kreises und damit auch die durch sie gehenden Strahlen 
der einen Regelschar senär zyklisch gruppiert. Ist a\a^a^a^it^a^ ein 
solcher Strahlenzykel und sind p, q, r drei Loitstrahlen der Schar, so 
ist die Kollineation aiafet^a^af^a^pf/r A f'»^<l^4oi^a^a^p'q'f^ eine aoiire 
gescharte imd zwar dne rotatorische q^. 

Jede für <p^ invariante Fläche 2. Ordnung ist eine Regelfläche. 
Eine solche ist bestimmt durch irgend drei Doppelgeraden. Die Strahlen 
ihrer piTipn Begelsehar sind Doppelstrahlen von ^»5; die Strahlen der 
andern Sihar werden durch 97^ senär zyklisch gruppiert, Überhaupt 
bleibt durch jede Begelfiache erhalten, welche eine Schar yon 
Doppelstrahlen enthält. 
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F. OoMis Tbixusa: 



Sur quelques inUgrales döflmes; 

Par R G0ME8 Tbixbiba i Porto. 

1« L'integrale 

J*coH(x — a — ih)dsCf 

oü b r<?presente une quantite different<> de zero, a une grandi' impor- 
tancp dans la tht'orie de riutegration des ibiictionB (Mreuiaires, oomme 
on peut le voir eii lisaut les belles pages queHermite a coiisacrees a cette 
(loctrine dans son Cimrs cTAtmlyse de fEcole Polytechnique. Dans cet 
importAnt ouyrage Teminent geometre donue la formale 

(1) JeoiHx - a - ib)dx « 2(d)i«, 

oü (b) repr^sente une quantite ^;ale i Tiuiit^ eo Talenr abioliie et du 
signe de (. II obtient eette valeur au moyen d*nne m^ode trts ^Ugante: 
N0U8 aTons donn^ une autre d^momtratioii de ce Hsultat, en noua 
fondant sur un th^ortoie de Gauehy, trte eonnu, daoB les JVbuveBe» 
jMnäks de MaßiemaHgM9 (2* sine, t VU, p. 22iJ). 

DanB la präsente Note nous aOons d'abord noue oocuper une autre 
fois de cette fonnule, pour en donner une nouvelle d^nonetration, 
fond^ 8ur l'^galit^ 

— iimI 

OÜ F(x) represente une fonctioii eutiere de degre m; f(x) une autre de 
degr^ inferieur ä w — 1; + »^i, Oj + '&f, • a„, -r Hj„ les racines de 
F(x)^Of que noue supposona tontes in^^es et imaginaires; A^j .1^, 
.... les BTiTTiÄrateurs dee fraetionfi simples dans lesquelles on peut 

Uecouipüser ; et (b^) une quajititö egale ä l'unite et du signe de 6,. 

On demontre facUement cette egalite en gai^raUsant l'analyse em- 
plojee par Herrn ite (1. c, p. 289) pour T^tablir dana le cae paxtienlier 
oü et F(x)-.(«^ö,-f6|)(a:-a,-fft,). 

On a, en effet, 



Fix) ^ ^ X — tfr. » 
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et 

et par cona^ueiit 



f' 



+ ,2^I.[arc.g''-^«.-.retg''-'-] 
Mftie, en Tertu d'iin tli^or^me bien oomm, on a 



n — i/i 

^A. - 0. 



Done 



l«=ail 

En poaaiit maint^iant dans eette formule « » — oo, ß » oo^ on 
tronve imm^iatement la formnle (2), qn'on voulait demontier. 

Cela pofl^f ncus alloni dMuire de r^;alit4 qu'on vieni d'diablir, 



Veg^ (1) 

Ifons «Tons d'abord 



90 tu 

cot^^x a ih)Uj. J eot^(a + »•*)- coli« 

ei, par eone^nent, en poeaat eot^x^t, 
a — » 
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N0118 »Tons auflsi 

<ooti(a4-»&)4't ^. 

oü 

^-1, ^ ^.--i» 

et 

«, + ibi - cot J(a + ifc), Ol + t'B^ ^ «\ a, + — 1. 

En appliquant la formule {2) iiom tiouvoiiä douc 

—0» 

et par eoos^iieiit 

cot|(a; — tt — 16)^« — — 2i«(6j. 



Poar d^termmer (j^i), remwrqnons qn'on a 

«1. Li/ , •j\ «■in«— 

(e **+ *j Bin« i a + (e * *— «♦ *j coi« |a 

et par oons^ueiit 



_6 /, 
e - c 



On voit donc que bi est positif quand 6 < 0 et n^gatif qtumd 
2> > 0, et qu'ou peut, par cons^queut, ecrire {b^) « — (b), et easuite 



cot|(a: — a ~ t6)(ia; 2 »«(6). 



2. Ou pput trouver au moyen d'une aoaijse sembiable la valeur 
de rint^prale ^ 



NoQB avonsy en effet, 

« = 1 
n = 7/1 
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et par cons^qaent, eu ayant d'abord ^ard ft Tidontite ^ il, 0 et 
0n ponnt «nniifte «t » 0 et — oo, 

Sa appliqusnt nuuntensiit eetfte fornmle 4 la fonetioii 
on trouTe 

f <€o*^»4. -6)4-1 _ „ i ^ . , 

+ «[i«(*i) + arctgy, 

et par cona^ueut 

(I - cot \{a + + 1] * -ioooa-f. r=*)« 

-*[!«(»)- «ctg li^. 



0 

Dono 



jr 

cot i(* - a - «) 4« - log -^--.^_+_^.- 

+ <[»(6)-2arctg',tf'°:]. 
Porto, 4 mara 1904. 



Zur Emfiüiriuig in die aormalen Koorduiatdii. 

Von Jan ds Vribs in Utrecht 

1, Euie Ebene b werde, in t»*/,ag auf ain orthogonales üaum- 
koordinatttiBystem, durch die üleichung dargestellt: 

(') f+T + v-i- 

Eine G«nde ^ in € iat alfdaim durch Hinranalime der homogenen 
Gleichnng bestimmt: 

(2) p«+Cy + Ä'-o. 
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Jim ra Tun»: 



Werden mm die Koordinaten Xf y, $ durch Größen ersetzt, wolche 
der Ebene £ angehören, so hat man ein Koordinatensystem in der 
Ebene, welches zanächst ffir jede Gerade eine homogme lineare iGQeiehiuig 
liefert 

Am einfiAchsten erreicht man dies durch Einführung der Abstände 
ß, Y eines in £ belegenen Punktes von den Seiten a, h, c des Dreiecks, 
dessen Eckpunkte Ay B, C auf OX, OY, OZ li^en. Bezeichnet man 
die Höhen dieses Dreiecks mit h^, h^, h^, so ist niunlich 

(3) xzw^pth^f yiß^9iKf 

In den Küoiiiiiiateu y wird die Gerade g daher dargestellt 

durch die Gleichung 

oder «aoh dardi 

(4) Ppaa + Qqhß 4- Brey - 0. 

Umgekehrt bestimmt jede homogene lineare Gleichung in a, ß, y 
eine in £ liegende Gerade. Aus 

£. + 3L + ±~l 
P t r 

ergibt flidi, da6 jswischen ß, y ^ Bedingnngegleiehmig obwaltet: 

Die unendlich ferne Gerade der Ebene s wird durch die Ebene 

q r 

bestimmt. Demnach ist ihre Gleichnng in normalen Koordinaten 
(6) au + hß-^ey^O, 

2, Weil eine Kurve n'*"" Uribiung larj^estellt wird durcli die 
Gleichung (1) in Verbindung mit der homogenen üleichuag der Kegel- 
fläche, welche sie auü dem Null])uukie projiziert, ist ihre Gleichung in 
normalen Koordinaten a, ß, y ebenfalls homogen. 

Ein Kreis in £ läßt sich zunächst durch die Kugel 

«■+ y*4- ^+ + + - 0, 

sodann dnrch die EegelflSche 
dantellen. 
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Infolge der Besithüngen 

(8) X : pau — y : qb(i — g : rcy 

erliili min lomit die KreiflgleklHmg in der Form 

(9) i>»a«««+ 2'6»/J«+r«cV'+ (p^a« + qmhß + r»iey)(aa4-6ß+<Jy)— 0. 

Den Umkreis des Dreiecks ABC erhalt man, wenn man /, ii 
beuehongsweiM dureh — j», —q^ — r eraetst; num findet dum 

(10) 0a^ + a/lf + »^«1-0. 

Die (Heichuug eines beliebigen Kreisea läßt sich mit Hilfe der 
Gleiciiuiig (^10) und derjenigen der unendlich fernen Geraden in der Form 

(11) caß + a/Jy + byu + (a« + + cy) (a'« + 67» + c'y) - 0 
darstellen, wo dann 

die Potenzgersde der beulen Kreise ist. 

Die Umformung der Gleichung (9) in diese Gestalt ergibt sich 
aof lolgeude Weise. Man hat zunächst 

{an + 6^ + cy) {(p + t^paa + (j + m)qh^ + (r + »)rcy} 
— (!»•+ ^ahaß — (if+r^hcßy — (r*+ |i*)tfay« — 0. 

Weil aber 

j,t+gi_c«, g*+r*-a*, r*+j9*-6* 

ist, ergibt ridl 

(12) CS*»«) + Ijpaa-abe^eaß'-O. 

3. Es soll noch gezeigt werden, wie sich eine Formel für die 
Gntfemung d i^weier Punkte herleiten läßt Mit Hilfe der Be- 
ziehungen (3) ezliilt man 

iP- (« - «7+ (y - yy + (0 - »y 

Der Kfine ludber iierde l, i], t, geeehrieben nstett 

l^-f i-n' 

Ane 

ergibt iieh 
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Demnach ist 

+ U8W. 

und 

Enetst man 4- 9' durch ww., eo wird 

Schließlich erhült mun die Formel 
(18) 

oder, weui <^ den Inhalt des Dreiecks ABC Torstellty 

(14) d> ^^^c(,a-«')(ß-n. 

Utraeht, dm 18. Oktober 190B. 



Über die wlchttgston Buiehiiiigeii swischen elektriBehm 

und optischen Konstanten, luabesoudere iibex' den von 
Hagen und £.ub6iifi nachgewiesenen Zusammenhang des 
Reflexioiisyemtfgeiis mit dem elektrischen Leitvermdgen. 

Von VV. Westphal in Marburg. 

EifdeUmg, — Die drei wichtigsten der in der obigen Oberschrift 
genannten Beziehungen sind die folgenden: 1> Die Beaehnng der beiden 
elektrischen Mafieinheiten zur Lieh^eschwindigkeii 2. Die Benehnng, 
dafi der Bveohnngsindex gLeich der Qnadratwonel ans d» Dielektriaitftts- 
konstante ist. 8. Die kürzlich von Hagen und Bubens gefiindene 
Beaefamig des Reflezions- nnd BmissionsTermögenii der IfetaDe an ihrer 
elektrischen Leitfähigkeit. 

Die schon lange bekannte Tatsache, dafi der elektrom^oetisch 
iui C-G-S-Syetem gemessene Wert einer Ladünrr, multipliziert mit der 
(ieschwindigkeit von 3()0000 kni pro Sekunde, also multipliaiert mit 
der Lichtgeschwindigkeit, gleich ist dem elektrostatisch gemessenen 
Wert dieser Ladnx^ fand zuerst ihre Erklärung durch die von Maxwell 
anfgestellte Theorie der elektromagnetischen Erscheinungen. Hieraus 
folgt nämlich, daß jene Geschwindigkeit, die gleich dem VerfiäUtiis der 
}>c'ulen Maßnnhrifm ist, die Fortpflanzungsgeschwindigkeit elektro> 
magnetischer Kräfte im Weitenraam, d. h. im freien Äther angibt^ 
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Andrerseits machte Maxwell die Annahme, daß das Licht in derartigen 
Wellen bestehe: die elektromagnetische Lichttheorie. DaraiiB ergab 
sich dann die Erklärung dafür, daß jenes Verhältnis gerade gleich ist 

der Lichtgeschwindigkeit. Daß es überhaupt einer Geschwindip^kf it gleich 
ist, läßt sich einfach erkenn«^n: ?iehy; F. Richarz, Nenere Fortschritte 
auf dem Gebiete der Elektrizität, 2. Aufl. 1^02 bei B. G. Teubner. 
Seite 22—29. 

Als eine wcitore unmittelbaro F<ilirernng aus den Maxweilschen 
Gleichungen ergai) sich für Dielektrika die wichtige Beziehung zwischen 
den ßreehHtifßeTponenten und den Diekkfn:itäi$konstanten, die für das 
Gebiet ihrer theoretisch postulierten Gültigkeit bei einer lieihe von 
Körpern experimentell bestätigt worden ist Auf ihre Ableitung wird 
nachher eingegangen werden. 

Was dagegen die optischen Eigenschaften der Metalle betrifft, so 
haben diese sich lange Zeit nicht mit den Folgerungen aus der Theorie 
in Einklang bringen lassen. Nur ganz im allgemeinen fand man, duß, 
wü die Theorie verlangte, die besten Leiter (Metalle) auch am un- 
durcUSssigsien für Liehtidiwingungen wamo. Der Gnmd der quanti- 
iatiTen Abweichungen, die man fimd, liegt in dem ümstande, daß im 
Gebiete kflnerer WeDen die molekoluen EigeuBchwingungen der Metalle 
einem überwiagenden Einfluß auf die opitsehen Parameteor anattben, der 
Ton der gewöbnlioben Theorie nioht berfieksiohtigt wird. Fttr Ifingere 
Wellen fallt dieee Stdrung weg, und es ist Hagen und Rabens ge- 
lungen, eine Beziehni^ swiaoben dem LeitrennogeD und dem Beflezions- 
TermOgen auf experimentellem Wege anfimfindeni deren Heileitung aue 
den MazweUsehen Gleiobungen Drude, Cohn, Pianok gegeben 
haben. Nach dieeen kommt fDr daa optiaehe Verboten des Metalls 
bei großen WellenlSngen, also langsamen Soibwingimgen, allein seine 
Leitfabigkeit flr stationiie galTaniselie Ströme in Betraebt 

Sind nSmlicli (E,, G,, die Komponenten der elektrischen Ejraft, 
^« damit Terbnndenen magnetischen Kraft, bezogen auf 

ein kartesischee System, desMm positive a;- Achse nach rechts, dessen 
positive j/-Achse nach hinten und dessen positive «-Achse nach oben 
gerichtet ist, so bestehen zwischen deren Ableitungen nach der Zeit 
und den Koordinatoi die Mazwellschen Gleichungen: 



(1) 









c dt ~ 












c et 


dx 










Tf ~ 
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W. Wanraurs 




Hierm ist e die Liehtgeechwind^kdi im Yakonmi D die Dideklri- 
sitStskonetaiite, X die Leiiflliigkeü in elektrofftatiBehem Maß und |k 
die mifporatifehe Penneabflit&t. 

1. Elekfrisdie Wellen in NichtUitem. — Für den freien Äther, 
sowie für Dielektrika ist A =^ 0 zu setzen, imd es läßt sich zeigen, 
daß hierfür die MaxTvellscken Gleichungen durch eine transrenale 
Schwingungshewegung erfüllt werden, Torausgesetzt, daß in dem be- 
trachteten Raum keine elektrischen Ladungen Torhanden sind. Znerafe 
Boll letztere Bedingung formnlieEt werden. Düfeientiert man die 
Oleichnngen (2) bes. nach jf, » nnd «ddiert, so findel man^ wenn 
A « 0 und D bmstant ist: 



Es bat dann dieser Ansdnu^ der nur nocb Funktion der Koordinaten 
ist^ die Bedentnng der mit 4« mnltipliiierten ElektrisitStsdiebtigkei^ 
die in Nicbtleitem sieb aeitlieb. nicbt Sndsm kann. Fflr einen Spesial- 
lall sieht man dies sogleieb ein; wenn namlieb (S^, an dem 

elektrostatischen Potential F gehören, so wird (4): 

wo 9 die Dichte der ElektriiiiSt ist Da aber s positiT nnd negatiT 
sein kann, bat man nach der Annahme aweiar entgegeog e s etit s i 
Elektrizitftten (dnalistisdie Theorie) dem s die Bedentang der Differena 
beider beigdegt 

Fflr P * 1, also Ar Luft, tesnltiert aus (4a) die gewdbnlidie 
Laplaoesehe DÜfersntialgleiohnng vwisobsn dem Potential nnd der 
Dichtigkeit der Elektriiitit. Ist D > 1, so muß c gvOßer ssin bei 
demselben F. Hieraus folgt also die Definition Ton 2> s]s das Ver- 
biltnis der EapaaitBten eines Kondensators bei einem dielektiisclisn 
Zwisebeomedinm nnd bei Loft (D 1). 




und daher: 
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Sind dAh«r keine Ladongea Torhanden, «o maft stets sein: 

Differenziert man dir erste der Gleichungen (2) für A — 0 nach 80 
findet man bei Yertauschung der DÜferentiationen: 

Setzt man die bezügücben Werte aus (Ij em, so ergibt «ich: 

i> a»«, _ c r a /ae, a(SA a /ae, a«,\-| 

fi I By' ' a«* aya« d^dx] 
Bei Berfiekfichtignng von (5), und wenn wie fiblich geielst wird: 

a'e. a»«. a»«, ^ 

findefc man: 



oder für — m » o*: 



• 

Analogo Gleiehnngen bestehen ftr ond Sie sleOen 1»eliebige 
tnnsrecHde wie longitadinale Wellenbewegni^en dar. DaB sie aber 
unter der Annabine (6) nnr transreraale Wellen ergeben, lesoltieri ans 
folgendem. • 

Es SH nur die Komponente in der Biditag der d^-Aehse toi>- 
banden, d. b. » 0, C^« — 0, dann folgt ans (5): 

ae 

-^-0 oder 

und ans (6): 

(ea) _i=.a«(^ + ^} 

Nimmt man hier (^^ als nnr von y und t abhängig an, so findet 
msB sn asiner Bestinunnng die BiffiBrentialglsiehimg: 
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W. WniraAi.: 



deren allgemeine Lösung iat: 

wo /"i und /"j willkürliche Ftinktionen sind. 

Betrachtet man analog den Fall, daß nur ¥on 8 und ^ abhängig 
ist, so findet man als Lösung: 

(9) €.-Ä(* + aO + ft(»-«0. 

Im allgemeinen Falle, wie er der Gleichung (6a) entspricht, koexistieren 
die durch (8) und k'J ) gegehenen Lösungen. Deren Bedeutung läßt 
sich jetzt ohne weiteres einsehen, nämlich, daS sich, wenn nur G^- 
Kräfte vorhanden sind, diese in der y- oder der ^-iüchtung, also in emer 
zur X-Achse senkrechten Richtung mit der Creschwindigkeit a fort- 
pflansen, alao eine foansrersale Welle vorliegt. Ganz das Analoge gilt, 
wenn nur 9y oder nur (S^-Erifle Toriwaden sind. Die allgemeinste 
mSi^idie Bewegung setet eioh ans allan diem FSQen, deren jeder eine 
TranererBalwelle bedeutet, zusammen. 
Be war: 

^ ist mm der Bredrangsexponent n für das beiraditele Medimn 

und fi «=- 1 + 4;rx ist für Dielektrika, da ihre Magnetisierbarkeit x 
gleich 0 iBt, ^ 1 zu setzen, so daß sich ergibt: 

(10) n-]/S, 
d. 1l: 

„Für Dielektrika ist der Brechungsexponent ^ lange WeUen 
^eich der Quadratwurzel aus der Dielektrizitätskonstante." 

Eine elementare Veranschaulichung dieser Beziehung findet man 

in den ohen erwähnten „Neueren Fortschritten" Seite 101. 

2. Elektrische Wellen in Metallen — Für die meisten Metalle ist 
die Größe ft in den Gleichungen (1) nahezu = 1 zu setzen, weil ihre 
Magnetisierbarkeit x = 0 ist. Ausnahme hiervon machen nur Fe. <'o, 
Ni. Aus der experimentell bestätigten Gültigkeit der jetzt abzuleitt niim 
Beziehung auch für diese Metalie folgt, daß ihr Magnetismus ao sclmellen 
Schwilijzuiigen wie denen der Lichtweüen nicht folgen kann, wf.shalb 
auch für sie in dem betrachteten Wellenbereich |u ^ 1 gesetzt werden kann. 

Für den Fall einer ebenen, in der Richtung der 2;-Achse fort- 
schreitenden transversalen Welle müssen die Komponenten @, und 

0 sein, und die Komponenten 6^ und (5\ resp. und 
dürfen nur noch von der x-Koordinate abhängen, eben weil eine be> 
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liebige Ebene x = Eoiuit WeUenfläcbe, d. h. Fläche mit Pankien 
gleicdber SehwingongsphiM lein lolL Aue (1) und (2) findet man 
demnach t 

^ ' 'c dt ~ dx ' cTT" dx ' 



c 



Ist ferner die Wolle geradlinig polarisiert, d. k schwingt die elektrische 
Kraft stets parallel zu einer beetimmten Richtung, senkrecht zur rt-Achse, 
welche Schwingiugsrichtung man mit der Achse zusammen fallen 
lassen kann, so fallt die Schwingungsriphtimg der marpietischen Kraft 
mit der ^- Achse rnsammen, sodaß also zu setzieil ifit ©, — 0, 0} 
and man findet die E pdg j^i<*.hnn g«n ; 

^13, c^^, -9^ 

Düfiannziat man die erste Gleiehimg nach die zweite nach t und 
■ahinhier^ so ergibt sich: 

(14) D._^«^^_4*A^'. 

Diese Differentialgleichung stellt eine beim Fortschreiten gloichmäßig 
gedämpfte Welle dar. Für A » 0 resultiert die gewöhnliche Wellen- 

d $ 

^eidrang; das mit mnltiplizieite Gllied entspricht der Dftmpftmg. 
Die Konstsnte D lint Ar Leiter zimftohst keine bestimmte physikalische 
Bedentmogy indes werden die folgenden Betraehtangen zn einer solchen 
fiahren. Die DüEerentinIgleichiing (14) ist linear nnd homogen nnd 
läßt sieh daher mit Hilfe einer Exponentialfbnktion, deren Exponent 
eine lineare Funktion der nnsbhSngigem Yariablen ist, integrieren. 
Man setze demnach; 

(15) e,-ile"+J»% 

wo durch (14) eine Beziehung zwischen u imd /j gegeben ist. Da 
man es hei einem andauernden W^elleuzug für einen b^timmten Punkt 
mit einer zeitlich rein periodischen Schwingung zu tnn hat, mnß Uf 
dunit diee wirklich der Fall ist» rein imaginir sein, da eine Sxponential- 
fiaktion die Pnriode 2xi hat imd die Zeit natOrlich immer reiU ist 
Setzt man daher: 

(16) , • ■ 



Digitized by Google 



42 W. 

80 ist T die Scliwingnnjysdauer, uiid ß vermöge (14) als P'imktion der- 
selben bestimmt. Dabei wird durch diese Wakl von « die Allgemein- 
heit der Lösung durchaus nicht beeinträchtigt, da r noch ebenso will- 
kürlich ist wie a, nur dab diese Konstante die bestimmte physikalische 
Bedeutung der Schwinguugsdauer besitzt. Ferner gibt man noch ß 
zur Vereinfachung späterer Rechnungen die Form: 

(17) D — 

Hier ist p aus t und den Übrigen bekannten GhröBen durch (14) be- 
etlinittt und swar folgendennafien. Es ist: 

(18) — ^c««^"-^"")/* 

In (14) eingesetat) findet man: 

- D (2 ä/t)' = c» (2pä/ct)« - 8«*X>/t 

oder 

(19) -D-i»«+2A».»-0. 

Wie hieraas ersichtlich, wird p* und p komplex, und man setzt daher: 

(20) p^n + i'Vf 
wodurch (19) Qbeigelit in: 

oder wenn das Reelle vom ImaginSven getrennt wird: 

(21) -2)-jt'+ v«=0, «v-A.f. 

Diea smd also jetzt awei Glttchungen, die x and v durch t, D und X 
aasdrilehen. 

Gleiehang(18) schreibt sich bei Berttcktichtigung von (20) folgeadfli<- 
mafien: 

— Ütf»«/«-(''-"' + '»'>*/e) 

— ^r- 1««»/« . [OOS 2x (</t — !>«/«*) + f sin 2« — vxftx)}. 
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Setzt man in fl4) ein, so sieht man leicht, daß sowohl der reelle 
wie der imaginäre Teil fSa sich eine Lösung dusteUen mufi. Betrachtet 
man demnach: 

(22) - Äer*"' • sin Ii« (i/x — vxjct), 

so stellt dies eine getlLmipfte fortschreitende Sinuswelle dar, denn 
durch die Gleichung y = f{x — at) wird bekanntlich eine in der Rich- 
tung der X-Achse fortschreitende Wellenbewegung dargestellt, die mit 
der Geschwindigkeit a sich fortpflanzt. Die durch (22) dargestellte 

Wellenbewegung schreitet daher mit einer Geschwindigkeit ~ 
fort Es ist demnach: 

und ist analog dem Bredrangsindex. 

Glesdiiuig (22) atimmt überein mit der in BoUzmanns VorleBiingen 
Aber Maxwelleche Theorie, Bd. II, 1893, S. 33. 

Ist die WellenUtoge der Schwingang^hewegang im Yakuomy d. h.: 

c • T — 

and daher: 

- Atr*"" • sin 2« {tjt - vxß,), 

so ist die verhältnismäßige Amplitudenabuahnie, wenn din Bewegung 
um emt A'akiuiin Wellenlänge in dem Metall weiter j^eht, gleich e""**" 
und dalier die relative Abnahme der Intensität gleich c^***. Hieraus 
geht herror, daB x die Bedeutung des sog. Extinktionsindex in der 
Optik hal: Je größer x ist, umso schneller nimmt die Amplitude ab, 
mnto tttrker ist die Sehwingung gedSmpft. 

Aus (21) fuigt: 

(23) i) = v*-iLf\ 

D ist somit phvsi kaiisch völlin; bestiTnmt. Für Dielektrika ist 
A — 0, also D = v^. U hat dann die Bedeutung der sog. Dielektrizitäts- 
konstante im früheren bmne. Für Metalle kann (28) als Definitions- 
gleichucf? der r)ieU'ktrizitätskonstante im erweiterten Sinne gelten. 

Unter der Annahme, daß D endlich ist, und daß man es mit 
langen Wellen, also groüem x zu tun hat, findet man aus (23) für v. 
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WO indes nur das obere Zeiohen geltoi kann. Unter YernacliiBSsigiuig 
Ton ^ gegen l*x* und y gegen It ergibt sich demnach: 

f V - 

(24) also naeh (21) ancfa: 

3. Reflexion von Wellen. — Bei gcwühiiiicher Reflexion, die nnr 
an clor Ohcrfläche einer spiegelnden Fläche stattfindet, gilt bei senk- 
rechter Iflzidenz die Freanelsche Gleiohimg: 

wo H das Reflexiniisrermögen, d. h. das Verhältnis der Inteiisitüteü der 
Strahlen riner Lichtquelle direkt nach und vor der Reflexion für die 
ans Viikuum grenzende Oberfläche, und v den Brechungsexponenten 

bedeutet 

Voraussetzung dabei ist, daß ilie Reflexion eben uur an der Olter- 
jläche stattfindet, nicht aus dem Innern heraus, daß also im luuern 
keine Störung der Wellen durch Absorption stattfindet. In diesem 
Falle kSmieiL PhasenSndenmgen dea einfiülenden Liektea, wenn fiber- 
haupt, so nur alt FluMMmunkehri also um n stattfinden. Also kann 
geradlinig polarisiotes Lieki immer nnr wieder als geradlinig polaris 
siertes reflektierl» werden, und es kann hierbei nicht elliptisch polaris 
siertea Licht neu auftreten, wenn es nicht schon Torhand«n war. 

Untersucht man aber geradlinig schwingend einfallendes Licht 
nach Total« oder Metallrefleiioni so findet man im allgem e ine n , daß 
das reflektierte Lioiht elliptisch polarisiert ist Die elliptiaehe Polarisation 
zeigt, daß das reflektierte Licht nicht nur aus den an der Sußeraten 
OberflSche reflditierten Lichtstrahlen besteht, sondern auch einen Teil 
der eingedrungwen Strahlen, die sp&ter erst r^ektiert wurden, enthalt 
Die eindringende Schwingongsbewegung nimmt in Form einer Exponential- 
funktion hinsichtlich ihrer Amplitude ab. Dies ist die Folge der Störung^ 
die die Lichtbewegung erleidet Diese selbe Störung gibt auch zu 
Reflexion aus dem lonem heraus Anlaß, und der reflektierte Strahl ist 
daher zum TeU ans Schwingungen, die von der Oberfläche, mm Teil 
ans solchen, die von Punkten innerhalb der Schicht ausgehen, zusammen- 
gesetzt Die Tiefe des EindringMis der Komponenten des einfallenden 
Lichts in der EinfaUsebene und senkrecht dazu ist im allgemeinni 
verschieden. Diese werden daher auch rerschiedene Phasenänderong 
erhalten, und indem sich diese beiden aufeinander senkrechten Kompo- 
nenten zusammensetzen, wird das Auftreten des elliptisoh polarisierten 
Lichtes bei MetaUreflexion erklärbar. 
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Diese aus dem Innern herauskommenden Wellen hei der Metall- 
reflexion beeinflussen nun auch die Intensität der Reflexion. Die Theoriß 
lelirt; daß das KeilexionsTeniiöge& bei Metallspiegeki darch die Formel 
dargestellt wird: 

W Ä - "07+ 1)' 

wo X den Bxtioktionsindex hedeutet Was ihre Ableitung betrifft, so 
▼ergleiche man Drude in Winckelmanns jOandboch der Physik U, 1 
Optik Seite 810 und Seite 824. 

Es ist hiabei zn beaehten, daft ia der dort abgeleiteten Fonnel 
fOr das BeflezioiisTennögexi: 

n den BredumgBindex und x den Eztinktionamdex, bezogen auf eine 
Wellenlänge im Metall, bedeutet, d. h. es ist Ida die relatiTe 
Amplitndenahnalime ^e-*^", wenn die Bewegung um im Metall 
weiteigeiht. BeKeiehuet man daher für den Augenblidk das x in (25) 

mit x', so geht für n = v und x = (25) aus hervor. 

Für nicht absorbierende Mittel, also x = 0 rrsiiltiert die Fresnel- 
scbe Gleichung für Ann Reflexionsver^l("M_'•^^n. Die uilbige der AI>>^orption 
eiiigetr<4f^r!e Verstiirkung des retioktierieu Strahles hat zur Folge, daß 
in der obigen Formel 25) das (Quadrat des Kxtinktionskoeffizienten 
auftritt, welches, da es im Zähler zu einer kleineren Zfilil, im Nenner 
zu eifjpr größeren hinzutritt, den Wert des Bruches vergrößert. Aus 
(25 1 lolgt 7^ 1 für X = oo. Dies ist der Fall bei Metallen für so 
lange elektrische Wellen, bei denen auf eine ganze Wellenlänge nichts 
durcbdringt, wie z, B. bei Hertzschen Wellen; für sie findet vollständige 
Reflexion statt. Bei Berücksichtigung von (24) ergibt sich: 

Bei großem r kann man zunächst im Zül l i und N> jiDer die Eins gegen 
die andern Glieder vernachlässigen, und indem mau Zähler und Nenner 
durch 2 AT dividiert, erhält man: 

oder W€gen der Kleinheit von l/Vlt'. 

Vi» 
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Führt man statt X den speaafisohen Widerstand w *- l/A, für v die 
Sehwiogiingaiahl n — 1/v ein, so findet man: 

jR bezieht sieb in dieser Formel auf die reflektiert*^ Strahlungsintensität, 
wenn die einfallende 1 gesetzt wird. Nennt man ii\ die reflektierte, 
in Prozenten anstredrückt« Intensität, so ergibt sieb, da die einialieiide 
Strahiuiigüintenaität =100 und demnach lüü Ii — li^: 

100-iJi-200ywTi 
oder wenn für wieder ein neues R geschrieben wird: 

(100 -i2)]/Ä= 200 V« ■ 

oder auch: 

(100-JR)VI^-200. 

Dies ist das von Hagen nnd Rubens experimentell pfefundene Gesetz. 
Es besa<,'t, daß die niditrefleliiertcn Intensitätm 100 — die sog. 
Eindrinyimyakoelß^ieuien, im Gehide langer Wellev sich unufekehrt ver- 
)udten wie die Quackaiwureeln aus den Leitvermögen der hetreffmden 
Metalle. 

Es sollen schließlich noch die in der abgeleiteteten Beziehung 
vurkummenden Größen in den gebräuchlichen Maßeinheiten ausgedrückt 
werden. 

Es bedeutete A die Leitfähigkeit in absolutem elektrostatischem 
Maße. Es ist aho, da w ^IjXq, wo w der Widerstand, l die Länge, 
r/ der Quersehnitt eines Drahtes i.st, I A der Widerstand in elektrosta- 
stischem Maß eines Draiited von 1 cm Länge iui<\ 1 (|rni Quei schnitt 
Daher ist der Widerstand eines Drahtes von 1 ni Liinge und 1 quiai 
Querschnitt in elektrostatischem Maße elektrostatischen Wider- 

standseinheiten. Ist die Stromstarke J^, elektromagnetisch gemessen, 
Jg, ekktrostatiseh gemessen, so ist J^'^eJ^, wo e die Licht- 
geschwindigkeit ^ B • 10^ cm pro sec ist Femer ist nach dem 
Jon leschen Geeeti in jedem absoluten Haftsystem: Quadrat der Strom- 
stirke mal Widerstand W das ArbeitsSqniTalent der wihrend 1 Sekunde 
entwickelten Wannemenge, also: \V,^= J^- W„ und mithin: 

TF^-c». W,. 

ne s 

Man findet daher als Widerstand eines Drahtes Ton 1 m Lange nnd 

1 qmm Querschnitt '^- j^^- dektromagnetiBoheWiderBtandssinheitso. Mit 
1/x beaeichnen nun Hagen und Bubens den Widerstand in Ohm — A 
eines Drahtes Ton 1 m Lange und 1 qmm Querschnitt. Da das 
Zeichen « in der Torheigehenden Betraohtnng schon die Bedeutung 
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des Extinktionsiadex hat, soll der genannte Widerstand mit l/x be- 
zeichnet werden. Es ist demnach, da 1 i2 » 10^ elektromag. W.£^ 
dieser Widentand in letztereD — iO^/x, und man findet: 

e'lO« 10» , 1 10» 
— 2 — « — Oder "i" " Ii — • 

Weiter ist l/t^e, also Iff^c/l, wo c und die WeUenlinge I (im 
Yakanm, 8. S. 43) in denselben fÜnheiten aoasudrücken sind. Drückt' 
man / in — 10~* mm — 10"* em, e aber in cm taa, so folgt: 

1 c 



£■ ergibt sich daher: 

1 10» 



mid 

also (a. Tor. S.): 
oder: 



(100 -Ä) 1/30 vi;;^- 200, 

und Jf--^-.36A 

llagen und Rubens bestimmten direkt die Größen R resp. 100 — i? 
und % und damit C bei verschiedenen Wellenlängen. Und zwar wurde 
bei den ersten Versuchen jR bestimmt und in Prozenten der ein- 
fallenden Strahlung 1^)0) ausgedrückt. Bei den späteren Versuchen 
wurde die aus dem Kirch hu ifschen Gesotz folgende Überlegung be- 
nutzt, daß die Größe 100 — 1\ oder die absorbieiie Strahlung pro- 
portional ist der Emission. Die Emission des betrachteten Körpers 
wurde gemessen nnd mit der eines gleichtemperierteri absolut schvv^arzeu 
Körpers verglichen, die gleich 100 gesetrt vurde, woraus sich dann 
das VerhiUnis 100 — : 100 und damit 100 — Ü eigab. Aus C fanden 
sie dann nach K— C\ l^ im Mittel: 

für l^^ 4/t ä:-38,8 

12^ 384 
2^5i» 87^, 

also gute ÜhereinstimmuDg mit dem aus der Maxwellschen Theorie 
folgenden Werte. 

Physikalisches lustitui der Universität Marburg, im August 
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Loria, GiiiO. Spezielle algebraisohe und traneeendente ebene 
Kurven. Theorie und Geschichte. Dcutsclie Ausgabe von Fritz 
Schütte. Leipzig 1902, B. G. Teubuer. XXI u. 744 S. Mit 174 Fig. 
auf 17 TafeliL 

der AufiiteUimg der buntea Sdiar der mannigfaltigen, speziellen 
algebnusdieii und transzandenten Kvrrai baben fast alle Hathematiker, 

aagefangen von der griechischen Epoche bis auf unsere Tage, nu1|peazt>eit8t: 
die einen trieb der Wun'^di nach. Vermehrung der Zahl interessanter geo- 
metrischer Figuren, die anderen der Wunsch, analytische Formeln geometriscli 
interpretiert zu sehen; wieder andere beseelte die Uotfuung, gewisse, bis 
dahin nnbeswiiiigeiie geometriaclie Probleme iit lOeen; noch andere führten 
Anwendungen ans der Mechanik und Physik dazu." Beaenders seit dur«li 
die Einführung der analytischen Geometrie das Mittel an die ITand gegeben 
war, jeder Funktion von zwei Yariabeln eine ebene krumme Linie ent- 
sprechen zu lassen, welche die inüniiciiimalrechniwg weit vollst&ndiger unter- 
aueben lehrte, als es bisher mOglidi war, nahm die Zabl der bÄandeltan 
krummen Linien immer mehr xn. Haben auch manche von diesen nur vor- 
üLi rgeliend Beachtung gefunden, so gibt es doch überaus viele, die dauern- 
den Wert habei^, entweder weil sie sicli besonderer bemerkenswerter geo- 
metrischer Eigenschaften erfreuen, oder weil sie wichtigen Problemen anderer 
mathematisdier Wissenschaften ihre Entstehung verdiaikan. Dabei ist das 
Material überall aerstrent, weil „vielleicht in keinem Zweige der Ifothematik 
wichtige Forschungen über spezielle Kurven gänzlich fehlen". So füllt in 
der Tat das vorliegende Werk eine weaentlicbe Lücke ans, deren Vorhanden- 
sein allgemein anerkannt war. 

Wir haben in dem Boohe eine ToUstSndige Zusammenstellung aller 
deijenigen ebenen Enrren, die für die Wissensdhaft von ixigend weldwr 
Bedeutung sind, darunter alle, die einen besonderen Namen erhalten haben. 
Um alle knimmen Linien gleichm&ßig bebandeln zu können, ist die Form 
der analytischen Geometrie gewählt. Einmal ist ja eine sehr große Zahl 
der benannten Kurven mit Hilfe der analytischen Geometrie gefunden, dann 
ist auch nnr so eine knne Übwsiöht möglich. Wir finden bei den einsei» 
nen Kurven das Geschiclitlicbe ihrer ersten Herleitung angegeben, ihre Kon- 
struktion und Gestalt und die besonders charakteristisch nn Figenscbaften. 
Nur ganz kurz ist auf die (ierude und die Kegelschnitte eingegangen (Ö. 
1 — 13). Der zweite Abschnitt beschäftigt sich mit den krummen Linien 
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dritter OrdBUBg (B. 14 — 93), £• «te sdehe naifixfidi erst «rltaiiBt wwden 

konnten, als durch die Sü^Ümmg der analytischen Geometrie überbaupt 
eine Einteilung der Kurven nach Ordnungen möglich war. Da aber war 
auch nach sehr kurzer Zeit durch Newton eine volle Klassifikation derselben 
gegeben, und heute kann die Theorie dieser Kurven „als eine der vollendet- 
tton deir gaoMii Geometrie angeselien werden.** Nach einer allgememen 
Klassifikatiott werden zuerst die rationalen Kurven dritter Ordnuag behan- 
delt, sodann die zirkulären, worauf die besonders Ij^ morkensworten und zum 
Teil schon seit dem Altertum bekannten einer Betrachtung unterzogen wer- 
den. Von den Kurven vierter Orduung werden die verschiedenen Arten 
ibrer SinteOnng aa^esAhlt nnd einige linien olme Doppelpnnkte angegelien. 
Es folgen die rationalen Kurven im allgemeinen vaA ebenso die elliptischen 
und bizirkularen und darauf eine große Zahl von speziellen Kurven. Sind 
noch die Kurven vierter Ordnung, wenn ihre Theorie auch nicht völlig aus- 
gebildet ist, einer al^meiuen BehaAdlung f&hig, so ist dies bei den Kurven 
bSIiMnr Olrdnong nieht aMbr m5glu& Sehon unter den Enrrtta fbnfber 
Ordnung ist keine mehr, die einen besonderen Namen erhalten bat, und die- 
jenigen Kurven hSberer Ordnung, die einen solchen besitzen, sind entweder 
von bekannten Kurven niederer Ordnung ab geleitet oder durch bestimmte 
Bewegung entstanden ^^Gieitkurvenj. Die Ableitung der Kurven kann in 
der. Weise geschehen, daß wir den Ort gewisser mit einer Kurve verbun- 
dener Fonkto suchen (wie etwa die KrOnunungsniittolpunktsknrren), oder in- 
dem wir, sei es die Konstruktion (z. B. die allgemeinen Cissoiden und die 
Konchoiden mit beliebiger Basis), sei es die Gleichung der Kurve (die Para- 
beln und Hyperbeln höherer Ordnung und die Perlkurven) verallgenif uiL-ru. 
Dazu kommen die krummen Linien, die eine vurgeschriebene Gestalt haben, 
wie die Blattkurven, deren Qleicbung dann hinterher an bestinimra ist Kur- 
ven, die gewissen Aufgaben anderer Art ihre Entstehung verdanken, sind 
die Multiplikatrix- und die Sektrix- oder Teilungsturven. Den Kurven höherer 
Ordnung sind der 4. und T). Abschnitt gewidmet (Ö. 219 — 405). 

Den algebraischen Kurven, die man durch eine algebraische Gleichung 
xwiadhsn den kartensehen Koordinaten eines Punktes darstellen kann, stehen 
die transsendenten Kurven gegenüber. Bei ihnw seheint nmKdist eine 
Klassifikation ganz unmöglich. Zwar entstehen bei manchen algebndsohe 
Gleichungen, wenn man von den kartesischen Koordinaten zu polaren, bipo- 
laren oder natürlichen übergeht; doch ließ sich bisher eine Theorie darauf 
nicht aufbauen. Einen wichtigen Schritt vorwSrts macht der Verfasser, in- 
dem er den Begriff der panalgefaraisdien Kurven anftteiUi Panalgebraisdie 
KurvMi sind danach die transzendenten Kurven, bei denen die Berührungs- 
punkte der von einem beliebigen Punkte der Ebene gezogenen Tangenten auf 
einer algebraischen Kurve liegen. Sie sind insofern eine Verallgemeinerung 

der algebraischen Kurven, als der Neigungskoeffizient der Tangente 

die Wurzel einer algebraischen Gleichung ist, deren Koeffizienten ganze 
Polynome in x und y sind. Jede derartige Kurve ist die Integr&lkurve einer 
Differentialgleichung erster Ordnung von der Form: 
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wo die Polynome ohne gvmeiiiaame Faktoren sind, n wird dar Grad der 
paiutlgobraischen Kurve genannt, i', der höchste Grad der Polynorac Z'^^, ihr 
Bang. Die größte Zahl dor bekannten transzendente u Kurven gehört zu 
den panalgebraischen Kurveo. Von den transzendenten Kurven seien nur 
angegeben die YenehiedeiieD Spinleo, die CjUoideo, die Tralctrizkiirrea, die 
Kettwalimen, imler den abgeleiteten die Evoluten and BToWenten, die 
Parallelkurven, Badialen, Brennlinien und Fußpunktkurven. Den Beschluß 
des WprVps bildet ein gedrRn!?t<»r, inhaltreiclier ROckbliek Über die historische 
Entwickelung der Theorie der ebenen Kurven. 

Es ist nicht möglich, in einer kurzen Besprechung ein klares Bild von 
dem Oberaus reiehen Inhalt und der in bezng anf die Zahl der Kurven er- 
sehdpfenden Behandlung zu geben; sicher ist^ daß niemand, der sich eingehen- 
der mit der Kurventheorie beschäftigen will, das Werk unbeachtet lassen 
darf Eine wertvolle Er^'unzung sind die von dem Bearbeiter der deutscheu 
Auijgabe, Herrn Fritz Schütte, entworfeneu Zeichnungen, die uns auf 
17 Tafbin 174 Kur?en darstellen. 

Obemmts. H. WmaaoD, 



Moomk» Geüraotrieohe Anschauungslelire für Unter-Gymnaöion. 
Bearb. von Juli. Spielmailli. 1 Abt. (für die I. u. II. Klasse) 2G. Auü. 
"Wuin m. Frag 1901, E. Tetnpsky 76 8. 8*. geb. 1 K 90 h. 

— n. Abt (für die m. n. IT. Klasse) 91. Anfl. 1901. 86 S. gr. 8^. 
geb. 1 K 60 h. 

i^i^^tv« Ziehrbaoh der Oeometrie für die oberen Klassen der Real- 
schulen. Bearbeitet von Joh. Spielmann« 33. Aufl. 1901. VI u. 

J97 B. gr. 8*». geb. 3 K 8() h. 

All den Österreichi.schen höheren Schulen ist dem vorbereitenden geo- 
iiii ti lÄclien Unterrichte eine weit größere Zeit eingerSumt als bei uns; im 
2. ocmester der I. (untersten) Klaiiäe beginnt bereits der Unterricht in der 
geometrisehen Anschanungalebre und wtod durch die vier ersten Klassen 
durchgeführt. Mit dem Ober -Gymnasium bez. der Oberrealschule (Kl. V) 
setzt dann der eigeutliohe wissenschaftliche Unterricht ein, wieder mit den 
Elementen begumend. 

Demgemäß sind auch die vorliegenden Bücher eingerichtet. Die beiden 
ersten Tefle enthalten die Elemente in apaehaulioher Form. Sie genügen 
recht wohl der Forderang der Österreichischen „Instruktionen'*: JDas Lehrbuch 
soll im üntergymnasium mehr den Charakter eines Übungsbuches als eines 
Lehrbuches haben". Dabei ist aber auch die Ableitung der S&tze mit der 
nötigen Ausführlichkeit behandelt Der erste Teil enthält die Grundvor- 
stellnngen, von dem Wflrfel und dem Zylinder ausgehend, und die Planimetrie 
in den einselnen T^en: Gerade Linie, Kreislinie, Winkel, parsü^e Linien, 
Dreiecke, Kongruenz, liesondere Eigenschaften des Kreises, Vierecke und 
Vielecke, der zweite Teil die Fliichengleichheit, die Ausmessung der ebenen 
JFiguren und Ähnlichkeit und als letzten Abschnitt die Stereometrie, gerade 
LiniMi and Ebenen im Baume iind die Körper und ihre Ausmessung. 

Das Lehrbneh der Geometrie filr die oberen Klassen entspricht in der 
Behandlung des Stoffes den ausfUhrlidien unserer LehrhUoher und entfallt die 
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PlanmMiIri«, ebene Trigonoiiietrie, Sterometrie mit sphtriseher Trigonomerfarie 

und die analytische Geometrie der Geraden und der Kegelschnitte. Auch 
hier ist überall ein rri ^ps t bungsmaterial beigefügt, das dem Lehrer eine 
genüsrende Auswahl gestattf't nnrl ein besonderes Übungsbuch unnötig macht. 
Ein Anhang von 4 Seilen gibt euae gaiu i^urze Übersicht über die Geschichte 
der Geometrie. 

COrammta. H. Wuiabod. 

E« Cznber. WiiihTiwh<riiiH»h¥iiitMW«ihniiiig und Ihm Anwendiiiig auf 

Fehleraiuigleiohung, Statietik und IiebensveralidMnuic. XV u. 

594 8. Leipzig 1903, B. Q. Teabner. 

Das vorliegende Werk ist von den interessierten Kreisen mit großer 
Spannung envart<^t worden. Ein de\itsches Lehrbuch der WabrschoinHclikcits- 
rechnung, geeignet zur Einfährung in dxv&a mit dem praktischen Leben so 
▼ieUkch yerknfipfte Disziplin und ihre hauptsächlichsten Anwendungen, hat 
stete gefeUt Die Beaibeitungen firemdepreebliciher Werke, wie s. B. die 
▼Olli Csuber im Jahre 1879 besorgte Ausgabe der A. Meyerschen Vor- 
lesungen, mußten bei dem schnellen Fortschreiten der WahrsLheinllchkeits- 
theorie gerade innerhalb der beiden letzten Jahrzehnt« bald veralten. Wenn 
gleichwohl dem unzweifelhaft vorhandenen Bedürfhisse nicht schon seit 
langem abgeholfen worden ist, so durfte der Grand darin su finden sein, 
daß eine saehgemäße Behandlung des Gegenstandes, vor allem der Anwen- 
dungen auf Stati«!ttk und Versicherungswesen, einen in der Theorie wie in 
der Praxis gleich erfahrenen Autor erforderte. 

Der Verfasser des als neunter Band der Teubn ersehen Lehrbücher 
eraeliieneaen Werkes hat, wie es noeh seinen firflheren aahlreiehen Sehriften 
anf dem Gebiete der Wahncheinlidikeitslehre erwartet werden durfte, seine 
schwierige Aufgabe im allgemeinen Ix^edigend gelöst. Die Darstellung 
der eigentlichen Wahrscheinlichkeitstheorie sowie der Ausgleiebungsrechnung 
kann als meisterhaft bezeichnet werden. Dagegen wird, wie schon hier 
bemorkt sei, dar mit JLebensTersichenmgsrechnung" beM&ohneie Absohnitt 
nidit die volle Znstimmnng der Praktiker finden, denen der Veorfiuser 
flbrigens auch als Mathematiker einer Wiener Lebensvermehenrngs-GeseUsdiaft 
bekannt ist. 

Den „Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung'* ist der erst« Abschnitt 
des mit „Wahrscheinlicbkeitstheoriö" betitelten ersten Teiles gewidmet. 
Die SinUatang gibt eine übersidit Uber die bekanntlieh sehr strittigen 
Grundbegriffe und setzt die Beziehungen zur Logik und Erkenntnistheorie 
(hypothetisches und hypothetisch-disjunktive.s Urteil, Zufall, glf^icb mögliche 
Fälle) auseinander. Die hierbei gewonnene D«'finition der mathematischen 
Wahrscheialichkeit führt sodann zur direkten W uhrscheinlichkeitsbestimmung 
durch BUdnng imd ZKhlung der mSglichen und günstigen FUle, wobei die 
Formeln der Kombinatorik und namentlich die Stirlingsche N.'lherungs- 
formel wichtige Dienste leisten. Dieselbe Definition ermöglicht mit Hilfo 
der Sätze von der vollständigen und der zusammengesetzten Wahrscheinlicrhkeit 
eine indirekte Wahrscheinlicbkeitsbestimmung, und sie ist endlich auch 
salMsehilnkter Anwendung fUhig auf Fkobleme der ,^3eametrisehen Wahr- 
leheinBchkeit*', denen ktmtinmerUehe nnd daher mdht zShlbare ManniglU1%- 

4* 
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keiten mSglicher mid günstiger F&lle sugnude liegen. Der zweite Abschnitt 
handelt von den Wahrscheinlichkeiten, welche die Ergebniss.- wiederholter 
Beobachtungen betreffen, und imt demzufolge die Theoreme von Bern ou Iii 
und Poisson zum Gegenstande. Auf die Formulierung dieser Lehrsätze 
und des mu ilmeD folgmd«! ,,OeMts«s der groBen Zahlen** hat der Verfaner 
die größte Sorgfalt verwendet, wie er andererseits ihre Tragweite wiederholt 
und entschieden abgrenzt. Insbesondere nimmt er hei der Besprechung 
des letzterwähnten Gesetzes Stellung gegen die dem Praktiker oft begegnende 
Ansicht, als könne das Gesetz der groBen Zahlen zur Yorhersage über das 
kflnftige Geediebeti dienen; es sei viebnehr ein WafanehemlidikeilBeatii d«* 
wie jeder andere, gleichgültig ob es sich um eine einmalige oder eine 
wiederholte Realisierung liandelt, nur das Maß einer Erwartung bestimme, 
während über den Verlanf d-v \virklicbcn Oesch'-ht'ns kein Satz der Wahr- 
scheinlichkeitslehre eine Auskuiüt zu geben vermuge. In diesem Zusammen- 
hange bietet sich aack Gelegenheit, den von Lezis cmgeiuhrteu Begriff 
der Dispersion und ihre ünterscheidung in normale, untem<mnide und flber> 
normale zu entwickeln und an instruktiven Beispielen zu erläutern. 

Mit dem zweiten Abschnitte ist die Theorie der Wahrscheinlichkeit 
. „a priori^' abgeschlossen, und es folgt im dritten Abschnitte die Darstelluag 
der aposteriorischen Wahrscheinlichkeit, wobei die Wahrscheinlichkeit der 
möglichen Ursadben eines beobachteten Ereignisses und die Wahrsdieinliehkeit 
künftiger Ereignisse auf Qmnd TOn Beobaohtnngen streng auseinander xn 
halten sind. Das Theorem von Bajes, dessen Herleitung mit Hilfe des 
Uroeuschemas erfolgt, gestattet unter gewissen Voraussetzungen (Unver- 
änderlichkeit der bedingenden Umstände während der Beobachtungen and 
gleiche apriorisdie Wahrsoheinliobkeit der möglichen Hypothesen), aas dem 
Ergebnis einer ansgeddinteo Beobachtungsreihe einen SdiloB die un* 
bekannten Wahrscheinlichkeiten der beteiligten Ereignisse /.u sieben; die für 
die Praxis außerordentlich wichtige Ergilnzuug dieses Theorems bildet die 
TTmkehruniu,' des Ges<»tzes der großen Zahlen, nach welcher die Zahl der 
Beobachtuugeu stets so groß gewühlt werden kauu, daß mit einer der 
Einheit beliebig nahen Wahrseheinlichkeit erwartet werden dar£^ die unbekannte 
Wabisdieinliohkeit des beo1)achteten Ereignisses liege innerhalb beliebig eng 
festgesetTiter Orenzen. Die Bayessche Kegel bietet auch eine Handhabe 
zur Bestiminimg der aus Versuchen oder Beobachtungen für ein zufälliges 
Ereignis abgeleiteten Wahrscheinlichkeit, indem man nämlich dem Ereignis 
diiljenige Wahischeiwlichkeit auadireibt, wdche sieh ans der wahrsdieuLUcbsten 
Hypothese Uber das beobachtete Ereigtüs dafttr ergibt Die andere Methode 
zur Be<?tinunung jener „empirischen** Wahrscheinlichkeit, bei der man alle 
mit dem beobacliteten Ereignisse vereinbaren Hypothesen, jede entsprechend 
düui Grade ihrer eigenen Wahrscheinlichkeit, mitwirken läßt, hat eine geringe 
praktische Bedeutung. 

Li dem Tierten und lotsten Abschnitte des ersten Teiles, betitelt 
„Bewertung von Vor- und Nachteilen, welche an luftUige Ereignisse geknüpft 
sind", finden die Begriffe der mathematischen Erwartung, des matliematischen 
Kisikos und der moralischen Erwartung eine eingehende Behandlung. T>ie 
hierher gehörenden Probleme sind schon von den Klassikern der Wabrscheiu- 
liehkeitstiieoiie stodiert worden. Der Verfksaer TOrweadelt ni ihrer LOsung 
teilweise die sehr allgemeinen Sitae Tsehebyscheffs ttber die Iflittalwerte 
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dem ZuM unterworfener OrOBen (JonniAl de Liouvjlle, XII, 1667) — anck 
das Gemts der großen Zahlen ordnet sieh dioson Sätzen untor — und macht 
sodann ein? entsprechende Anwendung auf die Ri^ikntheorie. Mit dankens- 
werter Ausführlichkeit wird endlieh die Theorie der moralischen Erwartung 
entwickelt, zu der bekanntlich das berühmte Petersburger Problem den 
Anstoß gegeben hatw Ansgehfiind von der Bernoalliachen Hypothese („Der 
ans einem beBebig kleinen Vennögensznwacbs resultierende Vorteil, oder 
sein moralischer Wert, ist dem Zuwachs selbst direkt, dem vorhandenen 
Vermögen umgekehrt proportionar*), weist der Verfasser auf die weittragende 
Bedeutung dieser oft unterschätzten Theorie hin und schildert, inwiefern sie 
die Grundlage der modttnen WerÜehre (Begriff des „GimmntBeiDfl^') gtwarden 
irt nnd sich salbet der Anwendong auf psycbdogische und polittsche Fh>hleme 
fUug geseigt hat. 

Die im zweiten Teile des Werkes entwickelte Tlienrie der Aus- 
glächnngsrechnung gliedert sich in die einleitende Theorie der Beobachtungs- 
feUer und die eigentliche Lehre der Kombination TOn Beobachtungen. Das 
FeUergeoets wird einmal, in Anlehnung an den Gedankengang If. W. Crof- 
tcns, aus der Hypothese der „Elementarfebler", und an zweiter Stelle nach 
Gauß aus der des arithmetischen Mittels hergeleitet. Es folgt die Er- 
lilutemng des Pradstonsmaßes, des Fehl errtsi kos, des durchschnittlichen, 
mitiieren uud walirscheinlichen Fehlers und eine vergleicheude Betrachtung 
der Genauigkeitsmafie. Li der gleichen herkdmmlidien Weise findet die 
Kouibinatioustheorie und die Uethode der kleinsten Quadrate sachgemäße 
Erlfilir'iinfT. Ein näheres Eingehen auf die l^inzelheiten erscheint mit Rück- 
sicht auf das bekannte Buch des Verfassers (Theorie der Beobachtungsfehler, 
Leipzig 1891) unnötig; doch ist hier die Stelle, auf die geschickt aus- 
geiridilten nnd sorgfUtig durchgefOhrten zahlreichen Beispiele hinzuweiMo, 
▼on denen die Darstellung der bis hierher besprochenen Hieorien belebt wird. 

Mit dem dritten Teile, welcher der mathematischen Statistik gewidmet 
ist, betritt der Verfasser ein Gebiet, das einer zusammenhängenden Schildenuig 
bisher entbehrte. Von dieser Erwägung aus ist vor allem der erste, die 
menschlidien Massenersoheinongen vom Standpunkte der WahrsoheinlioSikeits- 
zMhnmig behandelnde Abaehnitt zu benrteilen. Die hier erörterten Fragmi 
haben teilweise wäum Laplace beschäftigt, wShrend rine befriedigende 
Lösung des Hauptproblems, nämlich der Aufßndung von Kriterien für die 
Stabilität statistischer Verh&ltniszablen und Mittelwerte, den schon erwähntea 
Lexisschen Untersachui^en vorbehalten blieb. Eine ausführliche Darstellung 
der Dispersioostheoiie nnd einiger daranf hezüglichorUntersachungsergebnisse 
finden somit hier einen passenden Anschluß an die grundlegenden Entwick- 
lungen über die Anwendbarkeit des Wahrscheiulichkeitsbegriffes in der 
Statistik. Von den Beispielen seien erwähnt das Geschlechtsverhältnis der 
Geborenen, — wobei sich die relative Häufigkeit der Knabengeburten in 
dem ton Lexis betrachteten BeobaditungsgeUete als eine typische Wahr- 
soheinlichkeitsgr5Be mit mäßig fibemonnaler Dispersion herausstellt, — 
und die Sterblichkeitsverbältnisse auf den verschiedenen Altersstufen, mit dem 
gleichen Ergebnis für die Sterblicbkeitsquotienten. Den Schluß des ersten 
Abschnittes bildet die Ausdehnung der Dispersionstheorie auf die sogenannten 
extenriTetn GvSfien, die dnicih benaamte ^hlea snm Anidrock koiUBeii, im 
Gflgenssta za den intensiTen statistiseheD GiOBen, welehe die Intenaitftt des 
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Auftretens, die Häufigkeit einer Encfaeinong kennMiebneiide BelatiTaalüen 

darstellen. 

Der weitere Inhalt des dritten Teiles ist den speziellett Problemen ge- 
widmet, die mit der StetUiehkeit «ud der Inyalidilftt svMismeiiliängen; im- 
beeondmre wird der SterbUdÜEeitemeseaBg und der formalen BevfllkerangtUieorie 
ein breiter Banui zugewiesen. Bei Besprccbimg der Sterblichkeitstafeln geht 

der Verfasser auf die Deut.sthp Tafel vom Jahre l^fi? sowie auf die von 
den meisten deutschen Lebensversicberungs-Gesellscbatten benutzte, aus Beob- 
achtungen an Verisicbeiten („ausgewählten Leben") gewonnene ,^terbetafel 
der 23 dentBchen GeeeUeebeftai** ausfttlirlieh «in. Hieran sohliefit ndi eine 
die neuesten Forschungen berficksicbtigende Darstellung der Lehre von der 
Ausgleichung der Sterbetafeln und endlich, iin Schlußparagraphon, die Cl)er- 
traguug gewisser Ergebnisse auf das verwandte Problem der Invalidität, 
wobei übrigens, was erwähnt werden rouB, das wichtige Moment der In- 
▼alidiUtsdaiier an keiser Stolle Erwtimiing gefunden hat 

Der vierte und letzte Teil, you den Anwendungen der Wahnchean- 
li irki itsrechnung der umfangreichste, ist mit „Lebensversicherungtrechnung** 
betitelt und zerfilllt in vier Abschnitte; Versicherungswerte, Prämien, Prämien- 
resen'on, das Risiko in der Lebensversicherung. Es ist schon im Eingange 
dieser Besprechung betont worden, daß der Fachmann der ganzen Anlage 
und drauufolge aiieli dtta meisten Ergebniaeen dieses Teilet kernen unbedington 
Beifall zollen kann. Was aber der Praktiker in der Lebensversichwung 
nicht gutzuheißen vermag, das hat ftlr sie nivh keine theoreti5chf> Befleiitnnn-. 
weil Theorie und Praxis der Lebensversicbeningswisscuschaft untrennbar sind. 
Der Verfasser geht von der Annahme aus, daü die Grundlage der Lebens* 
vendohenuig ebe aweifaohe sei: aus der ErfUumng abgeleitete statislilclM 
Datra, weldie den Verlauf der in Utrecht kommenden menschlichen Ibssen- 
erscheinung darsteiUen, und der Zinsfuß als der einfachste Ausdruck ftlr die 
i^tiirke der Verzinsung. Mit dieser Annahme folgt er der zwar hergebrachten 
und sogar von Staats wegen sanktionierten, nichtdestoweniger aber unwissen- 
schaitliohen und unpraktischen Methode der „Nettoprämien^*; die dritte 
Bedmungsgrundlage, der Yerwaltungskostensats, wird i^zlich außer Adit 
gelassen. Es ist hier nicht der Ort, über die Motive zu reden, die in den 
letzten Jahren rn eingehenden Kritiken jener dogmatischen Methode geführt 
haben. Allen Lesern des Czuberscben Werkes aber, flio in die wirklichen 
Verhällnisse der Lebenversichening einen Einblick gewinnen und sich die 
Grundsitae der pnktiselien LebensversicherungmaäMniatik aneignen wollen, 
sei das Studium der neuesten F^MUiteratur dringend anempfohlen. 

Abgesehen von dem grundsätzlichen Widerspruch zwischen den theoretischen 
Entwickelungen und den Erfahrungstatsachen krankt die Dar>tellung des vierten 
Teiles an einer oft ermüdenden Ureite. Dieselben einfachen Schlußfolgerungen 
werden immer aufs neue reproduziert, die elementaren Beredmungen von 
„Versicbernngswerten** und FMmien bis in die kleinsten numsrisohen Einiel« 
heiten wiederholt. Daß die ganze Betke der Beosfneie Ar Versichei'ungen 
mit "RftfkgewRhr der NettoprHraicn, weil praktisch bedeutungs1n'<, ohne Schaden 
hiitte weggelassen werden können, wird auch von Vertreten! d*^r Netto- 
prämienmethode zugegeben werden, und Ähnliches gilt für die irnt greiser 
Weitsdiweifigkeit behandelten Versioibenuigen veilmndsner Leben. Dagegen 
sind wichtige Fkagen, wie die Lebre von der Oewinnbeieiligungy 1lb«(li«qpt 



Digitized by Google 



55 



nicht erwähnt oder, wie die Theorie des Rückkaufs, nur kurz gestreift Die 
Definition der Prämienreserre und die daran sich knüpfenden mathematischen 
Entwickelungen sind ans danaelb«!! Orllnden abmleliiittn wie die TOiiier 
beliaiidtiten Tenkdienuigswarto und PrttiiiiMi. 

Ben Schloß der ,4jebensTersicherungsrechnung" bildet eine Darstellung 
des heutigen Stnndes der Eisikothforie. Über den Wert der hierher gehörenden 
CntersnchuxigeD iür die Praxis sind die Meinungen geteilt; man wird nicht 
zugeben können, daß „die ans den Tabellen gebildeten Yerhältniszahlen die 
Bedentimg tjpiiolier Wahr»cheiiiliehk«itggr5Ben mit normaler Dispersion, 
also denselben Charakter wie auf apriorischer Grundlage ermittelte Wahr- 
scheinlichkeiten" haben, und daß das versicherte Material völlig homogen 
demjenigen if?t, am dessen Beobachtung die Tabellen hervorgegangen sind. 
Die Eedeutung der Kisikotheorie liegt daher, wie der Verfasser sagt, neben 
dem Üheoretisdien Literesse, la dessen Befriedigung die üntersudrangen 
angestellt wurden, in gewissen allgemeinen Resultaten und Einblicken, von 
denen \'ie1]pi(*Vit eine spätere Zeit weitergehenden Gebrauch machen wird. 

Eine nützliche Zugabe bUden die sieben numexischen Tafeln des 



iüilMiges, TOB dmen die erste die Werte der Funktion 0(y) J^e~**dt 

enthältf wlhrend sich die slmütehen fihrigen auf die Lebens- vad In« 

Talidit^tsversichemng benehen. 

Mannheim. B. Ostsr. 

Adtl Emde. Die Axbeltn weise der Weohselstronimaeohiaen für Fhy- 
■ÜBer, ÜBMiilnmiiigeaiefim und Sfeodeiiteii d«r MiMrolMliiilk. 

Unter diesem Titel hat Emde eine in drei Teile lerfUlemde Arbeit 
erscheinen lassen, deren Überschriften 1) Physikalische GrandlageUf 2) Belbst' 
indnktion und Streuung, 3) Mechanische Wirkungen lauten. 

Im ersten Teil hat Verfasser verseucht eine für seine Zwecke bearbeitete 
gedrängte Behandlung der theoretischen Grundlagen der Elektrizitätslehre 
zu geben. Dies ist aber nach Ansicht des Referenten wenig geglückt Ks 
fidden soharfi» Üeflnitionen und eine logisohe konsequente DnrehitUirang der 
Gedanken. An die Spitze hätte zweckmäßig der Gaaßsche Satz gestellt 
werden sollen; dann wüi-den Satze wie „l^ie Kraft nimmt *offenhar' in der 
Richtung zu, nach der sich die Kraftlinien zusammendrängen'* nicht beweis- 
loä dastehen (S. l). An tnancheu Stellen ist es selbst dem Kundigen 
SMww SU verstehen} was gemeint ist» so s. B. anf 8. 5 di« Ausfittirnngen 
Uber magnetisierende Kraft und magnetische Feldstirke, die, soweit sidi 
verstehen läßt, auch sachlich anfechtbar sind. 

Teil 2 und 3, wo der Ingenieur zur Sprache komuii, haben eine zweck- 
mäßige Behandlung gefunden, die auch der Physiker mit Nutzen lesen wird. 

Gharlottenbnrg. BL Osuob. 



OlstiiT BMier. Yoilwiiiigeii ttlMr Alcabn, herausgegeben Tom UaChe- 
matisdien Verein Mflnehen. Leipag 1908, B. G. Tedbner. 8*. IV n. 3768. 

Das Bach enthält eine einfache und klare Einführung in die Begnffa 
der Algebra. Der Verfasser benutet stets die einfiMbstsn und fOr die sahlen- 
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m&fiige AnweDdong geeignetsten Wege. Viele Beispiele erl&ntern die Dar- 
■tolluDg, sodaß di« ftbstnkteii Bogriff» gleicik an kookreieo Dingen geftbt 
werden kOanMi. IM« Yorlemmgen sind iiir EinfUiniiig In die Algebm lelir 

geeignet. — Der erste Abschnitt enthält allgemeine SHgenschaften der 
algebraischen Gleichungen: Wurzelbeweis, Beziehungen zwischen Wnrzeln, 
Koeffizienten der Gleichung und Potenzsunimen, die Resultante und die 
Eluninfttioo. Der zweite Abschnitt behandelt die algebraische Auflösung 
der Gleiehmigett; «r bringt den Beweis der ümnt^Üohkeit, algebnisohe 
Gleichungen yon höherem als dem vierten Grade allgemein aufzulösen, die 
Galoissehc Metho'^f^ nnd die AbeLschen Gleichungen. Der dritte Abschnitt 
ist der nnmerischeii Aiitiösung gewidmet. Tn diesen drei Abschoitten siod 
Determinanten yermieden worden. Im vierten Absciimii bringt der Verfasser 
eine Theorie der DetenuinaiitoD nnd spricht mit ihrer HU^ einige Eigen« 
Schäften der Resultanten usw. in allgemeiner Weise aus. — Auf S. 3S7 
sffHt ,,adjnngierte oder reziprnke Form", wHhrmd doch im r\lUT-ni*"inen 
unter reziproker Fonn der l,)u()tient aus der a^jungierteu Form und der 
Determinante verstanden wirdl 

Dortmund. H. Kt^BNB. 



Ludwig Kiepert. Orondriß der Difierential- and IntegyalreohnTing. 
I. Teil: Differentialrechnung. Neunte voUständig umgearbeitete und ver- 
mehrte Auflage des gleiehnamigen Leitfadens tod H Stegemann. 
Hannover 1901, Heilwing. XVR xl 760 8. 

Als Sfegemann vor 40 Jahren sein Büchlein unter dem Titel „Gmndrifl^ 

herausgab, ahnte er nicht, daß unter den kundigen Hnnden 'seines Nachfolgers 
der Grundriß sich zu einem stattlichen Gebäude auswacbseu würde. Während 
die erste Auflage nur die Grundtatsachen der Infinitesimalrechnung enthielt, 
bringt die neue Auflage den ganzen Wissensstoff, den ein Tediniker von 
d«r Differentialrechnung und ihren Anwendungen höchstens braucht, in 
klarer und leichtfaßlicher Darstelbintr "Veu hinzugekommen sir.d Viel dieser 
Auflage vor allem die hyperbolischen Funktionen nebst einer Tafel un l die 
numerische Auflösung der Gleichungen. Beide haben eine gute Behandlung 
trfihbren. -~ Im Laufe der Zeit ist das Buch so gut durchgearbeitet worden, 
daß man kaum eine besserungsfähige Stelle findet loh habe nur an dem 
Worte ..Pernuitationsform" (S. 559) Anstoß genommen. Seit Kronecker ist 
für diesen BegriiF doch das einfache Wort „Permutation** gebrauchlich ge- 
worden. Der Zusatz ,,Fonn^' erscheint mir fiberflüssig. 

Dortmund. IL KOuME. 



G. Holzmüller. Methodieohee Lehrbuch der Blemeut&r-Mathematik. 
Dritter Teil. Zweite Auflage im Anschluß au die neuen preußischen 
Lehipllne mit besonderer Berttdaichtigung der Anwendungen bearbeitet 
Leipvig 1908, B. G. Teubner. 8^ XIV u. 870 B. 

Die erste Abteilung und der Anhang der ersten Auflage sind iinter 
Hinzunahme einiger Sätze aus der algebraischen und Htereometrischen Ab- 
teilung zu einer Abteilung „Geometrie" organisch verschuiolzen. Die Ein- 
leitung behandelt die Gaußische Gerade, das Malfattische Problem, den 
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Feuerbach sehen Kreis und die Konstruktion des 17-ecks. Es folgt eine 
Betrachtung der Kegelschnitte. Die Behandlang ist vorherrschend sjnthetist'b, 
4oeh konuDt amli die Analjsie m Umm Beeilt. Einige AnwMiduiigen 
4li»ar die quadistuciie BmteUnng der Ebene «nd Um ph jaOnliMhea Deatangeii 
ond nen zugefügt. Die Bterecnnetrische Abteilung ist Temehrt worden um 
eine ausführliche Besprechung der Mprkatorprojt>ktiAn und eine grOßere 
Auswahl von vermischten Aufgaben. Gleichfalls vermehrt um einige Formeln 
und Aufgaben ist die sphärische Tiigonometrie. Am wenigsten ist die vierte 
Abiteilung ^gebniteh« AogSjm mit Anwendnngen mf Geometrie mid 
MedMunk** getadert worden; dodi amd «ueh Ider einige An^^abeD lunm- 
gekominen. 

Dortmund. H. KijHNE. 

C. H, Möller und 0. Preslcr. Leitfaden der ProjektionBlelire. Ein 
Übungsbuch der konstruierenden ötereometrie. Ausgabe A. Vorzugs- 
weise für Bealgynmasien und Oberrealschulen. Ausgabe B. Für Gym- 
munen imd seehMtiifige Beelanslalteii. Leipsig und Berlin 1903, 
R G. Tenimer, geb. A 4.— B 3.—. 

hdkiig» der neueren Bee&nnnmgen in den Leihxplinen der prenfiiaclien 
lidheMn Lehriastalten bezüglich der Aufnahme der darstellenden Geometrie 

in den mathemRtischpn T^nterricht der Oberklassen Kind mehrere neue Lehr- 
bücher über diesen Gegenstand in den letzten Jahren veröflfentlicht worden. 
Auch der vorliegende Leitfaden will auf diesem Gebiete anregend und be- 
fruchtend wirken, will edir mit Beeht den bidierigen nnagedehnten rechne» 
fitchen Betrieb der Stereometrie zurückdrängen mgonsten der Konstruktion, 
und es kann daher das £r8oheinen des Buehes nnr mit Fronden begrllAt 
werden. 

Es bringt in zwei ungefähr gleich großen Teilen die schräge und die 
oenkredite PmUelprojektion mit Bcbattenkonstnilrtionett und ale SoUai die 

einfacheren Aufgaben der Zentralprojektion. Der Text iat durchdacht, ein- 
fiich und klar, die Zahl der durchgeführten Aufgaben sehr groß, die Figuren 
sind durchweg mnptprhaft ausgeführt Für den Lehrer, speziell für den dw 
Linearzeichnens, wird das Buch von hervorragendem Werte sein. 

Da angenblioUieh anf die schräge Parallelprojektion groflor Wert ge> 
legt wird, to kann iok es begrsifoi, obgleich ich selbst anf anderem Stand' 
punkte stehe, daß dei^elben ein ebenso großer, in der kleinen Ausgabe so- 
gar ein ETößerer Haum als der senkrechten Projektion gewährt wird. Trotz 
dieses Entgegenkommens möchte ich aber § 5 gestrichen haben; es sollen 
die dort gegebenen Figuren die einfachsten stereometrischen Sätze zur An- 
iduuiQBg bringen, so daB HodeUe nicht erforderiieh sind. Das gelingt in 
vielen Fällen z. B. Fig. 36 (kürzester Abstand sweier Windschiefen) dadurch, 
daß der R<"hf\ler unbewußt die Fig\ir als zentralperspektiviseb ap'/c^chvef nnf"- 
faßt, n^iiiilu'h 'rrundebene als ein nach hinten verbintertes Tiapez, 

wälireud nach der Absicht der Verfasser diese Ebene den i^uidruck eines 
Beehleclns hervorbringen soll; in anderen Flllen wird der 8oli4ler entsdüe- 
den die Figur ftlr falsch, z, B. in Fig. 40 die Strecke 3 C fttr größer als 
Btrecke 1,2 derselben Kante halten. Es finden sich freilich derartige Zeich- 
Aungea in. den meisten JLehrbücherD} daß die Yerfasaer sie. aber der Nachr 



Digitized by Google 



58 



Retentionn. 



ahinung wert halten, ist um so merkwürdiger, als sie selbst in einer An- 
merlrang die m«stecli«fte AwAhnuig und Plastik der Murhusdien Zeieh- 
nimgen rfllimeii, die sämtlich zentralperspektiTiscli g^ichnet sind. 

Gegen den verhftltnismltßip hreikn Raum, den die Anwendung der 
schiefen Parallelprojektion auf Kristallographie, Kartenzeichnungeu etc. ein- 
nimmt, würde nichts einzuwenden sein, wenn dabei die rein geometrischen 
Eigensoliaftsii und BezklmiigMi iwiMdiMi Oegsnataad imd Bild, insbaaoi^itte 
dis swisdien Kreis und Ellipse nidit etwas la kan bebandelt worden wftren. 
Über diesen Mangel könnte man hinwegsehen, wenn das Buch nur beim Unter- 
richte im Ijinearzeichnen gebraucht werden sollt? : aber nach einLi T]» n orkiinqr 
der Verfasser im Begleitworte soll es in erster Linie im mathematischen 
Unterrichte Verwendung finden. Wenn dies beabsichtigt ist, so dürfte es sich 
wohl «ttdi empfehlen, die Hauptbeweise des ersten Teiles über die Bedeu- 
tung der Verzerrungsgrößen ^ und 0 und dergl. sofort im Texte zu geben 
und nicht in oinem Anhangsparagraphen zusammenzustellen. <]pr nnr>h dazu 
in der Gymnasialausgabe völlip fehlt, sodaß vielleicht bei mauihera die 
irrige Vorstellung erweckt werden künnte, als ob die Beweise nur bei ge- 
nügender Zeit durchgenomnien werden sollte, was docb entschieden gegen 
2iel und Zweek des mathematischen Unterrichts verstoßen würde. 

Diese wenigfen Atisstellunt^en Tionncn den Wert des Buches, den ich 
nochmals ausdrücklich betonen möchte, in keiner Weise beeinträchtigen; sie 
sind in der Absicht geschehen, um einerseits das Buch noch zu verroll- 
koDunnm und um andererseits einer unawe<teftBigeD Benutsong desselben 
vorsnbei^en. 

Bsrlin* — P, SoBAFBsnnJv. 

W. Gerekeii. Omndsüge der darstellenden Geometrie. Xu. 121.8. 
77 fig. Leipzig 1903, Verlag der Dflrrschen Buchhandlung. 

Der vorliegende Omndrifi sucht diejenigen Methoden und Ao^aben 

der darstellenden Geometrie vorziifTibron. mit denen die Schüler der höheren 
preußisclien S('hulen nach den Bestimmungen der neuesten Lehrpläne bekannt 
zu machen sind. Über die Auswahl des Stoffes werden vorläufig noch die 
Meinungen vielfadi auseinaadergeben; Xeder Versooh, der praktisch dnroh- 
fEtbrbar ist wie der vorliegende, ist unter allen Ümstlnden dankbar zu 
begrüßen. 

Das Buch zerfrillt in 4 Teile: schräpe Parallelprojektion, orthogonale 
Projektion, Perspektive und Schattenlehre. Im allgemeinen bin ich mit der 
Auswahl und Verarbeitung des Stoffes Nnverstanden; besonders sjmpathtscli 
ist mir die Au&ahme der beiden letsten Teile; bei der orUiogonalen Projektion 
möchte ich gern die T?'^m:t7ung von Hilfsprojektionsebenen berücksichtigt 
haben und würde lieber, wenn der Umfang des Buches dann zu groß werden 
würde, dafür den ganzen ersten Teil über die schräge Paralleiprojektion 
opfern; denn die Benuteung dieser Projektionsart bei den folgenden Teüen 
ist nur eine scheinbare. Beispielsweise bei der Au^abe^ den Neigungswinkel 
einer Ebene gegen die Projektionsebenen zu bestimmen (§ 17), heißt es: 
„Wir lösen die Aufgabe zuerst in schräger Projektion.** Tatsächlich wird 
diese Aufgabe in schräger Projektion aber gar nicht gelöst; sie dürfte auch 
fIBbr den Sehllkr obne Zobilftnabaw dar orthogonalen Projektion nicht zu 
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lösen 8«in. Demnach kann der obige Satz nur den Sinn haben, daB der 
Schüler an einer sweckmäßigeu Figur seine rftumlichen VonteUiingen klärt, 
und Itttna dOrft» eine Figur in Zentralprojektion einer psraUelperspektiTiselMii 

vorzuziehen sein Selbstverständlich bahe ich gegen die Beibehaltung des eisten 
Teils, der auch verliUltnismäßig knapp bchandt-lt ist, nichts einzuwenden; 
ich wollte nur hervorheben, daß er für die folgenden Teile nicht nötig ist. 

Die Figuren äiud sehr sorgfältig gezeichnet; der Text ist klar uud 
Terttindlieh gcadmeben; auf etwas besseren Ausdruck kOnnte wobl an einigen 
Stellen geachtet werden, ^fin Umkehrung des Satzes lautet wie?" und 
ähnliche Wendungen kann man heim mimdliclien Vortrag wobl gelten lasSMi; 
sie sollten aber vor der Drucklegung abgeändert werden. 

Berlin. P. Scuafukitlin, 



£11 gen Jahnkc. Haobnif auf Verdinand Oaapwj. Leipzig 1903, 

B. G. Teubuer. 

Der von Freundeshand geschriebene und in der Cberschrift näher be- 
zeichnete Nachruf kann warm empfohlen werden. Es zeigt uns das Bild 
fsnes strebenden, hoebbegabteii Mannes, der nicht ohne eigene Schuld her* 
SusgedTftngt aus den gewöbnlii^en Bahnen eines Lehrers und Forschers 
auch unter den schwierigsten SnBeren Verhältnissen die Begeisterung für 
seine Wissenschaft niemals verloren , vielmehr in dei"selben immer neuen 
Trost und neue Lebeusfreudigkeit gefunden hat. Daun aber verdienen die 
wiasenschafitlicben Arbeiten Gasparjs ein reges Interesse unserer matlienia' 
tisdien Kreise. Sie wurzeln in den G raßm an n sehen Anschauungen. Oas- 
pary hat frühzeitig von der Tragweite und Fruchtbarkeit des Graßmann- 
schen Kalküls eine klare Vorstollung besessen und es als seine Treben saufgabe 
betrachtet, für die Verbreitung Graßmann scher Ideen und für ihre Anwendung 
auf eine Beihe sciieiabar weit anaeinanderliegender GeUete m wbluiL DaB 
vnd wia ihm das gelangen ist, findet sich in der genanntem Brosohlbre in 
llbenichtlicher Weise dai^gesteUt, und es kazm f&gU<^ davon abgesehen wer- 
den, hierauf näher einzugehen. Nur so viel sei bemerkt, daß die Arbeiten 
Casparjs sich durch große Einfachheit und Eleganz der Darstellung, sowie 
durch eine wahre Kunst des Zusammenfassens und reiche Literaturnachweise 
ansaeichnmi, daß sie ferner Eigebnisse gezeitigt haben, die ihrem Verfasser 
einen ehrenvollen Plata in unsere Wissenschaft zu sidiem geeignet sind. 

Möchte die Broschflr>' von Herrn Jahnke daiQ beitrsgeii, die Über^ 
seugune Hiervon in weitere Kreise zu tragen. 

Dresden. H. Krause. 



Güssfeldt. Grundzüge der a8tronomi8ch.-geograpM9ohen Orte- 
bestixnmuug auf Forsohuugareisen und der Entwicklung der 
liioaefBr maMgßhtnAtiu. maChematUeh-gaometrisohen Begriffe* 
Bcanaschweig, View^ und Sohn. geh. 10 JC gab. 12 1^ 877 S. 

Der Yer&sser hat sich nach dem beigegebenen YOTWort zur Aufgabe 

gestellt, die Möglichkeit zur Lieferung guter Beobachtungen auch den 

Forschungsreisenden zu geben, welche sich nicht bef?onders daffVr auf einer 
Sternwarte vorbereiten konnten. Die moderne Entwicklung unserer Ver- 
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htltmmn bat g«rmd« die AnnU di«Mr FondrangardMiideii in mtbekaimtNii 
Llndeni stark vermehrt, und so ist das Buch b^timmt, eine ftlhlbare Lfieke 
auszufüllen. Daß es auch hiei'7u imstande sein wird, erscheint mir durch 
dip weise Beschränkung der bebandelten Methoden, wie anderseits eine 
kntiscbe Abwägung ihres Wertes and nicht zum mindesten durch die bis 
in» ejaidiie gehende Anweisung fOr die AssteUiuig ein8chlSgig«rBeoba43litungen 
gewihrleiatel Den Mathematiker werden satllzlieh diirjäugen Abeehnitte 
des Buches heiondeva mtenarieren, welche die ntafhematischen Lt^n eat- 
wifkf>!n oder ihre Anwendung zeigen. Sie nehmen in der Tat einen so 
bedeutenden Kaum ein, daB man dem grotiten Teil des Buches einen rein 
mathematischen Charakter zuschreiben muß. Von dem Leser verlangt der 
Yerfiuser, daB er den Unterricht einer höheren Sdnile genossen hat Fitr 
ihn will er in den einleitenden Abschnitten die Grundlagen der Analjsis 
so dargelegt haben, daß ein normaler Intellekt sie verstehen muß. Ich 
muß dem zustimmen. Zuerst wird der Zablenbegritf entwickelt; allmählich 
aufsteigend wird das gesamte Gebiet der reellen Zahlen erschöpft. Dabei 
verflUbrt der VerfiuBSer min m. IS. nidit methodisdi genug. Seinem eigenen 
Urteil gemäß, „Die reine Mathematik beniht auf der Grundlage der von 
ihr geschaffenen Zahl und der mit letzterer ausfahrbaren Operationen", hatte 
er, wie die Algebm das auch sonst tut, lediglich die Ausführbarkeit dieser 
Operationen maßgebend sein lassen müssen. Dagegen führt er gleich den 
Begnff ^^Mhtung** ein, wmOtig, wie er sagt, aber anaehanlicdier. Wenn 
«her das einmal mit Bllokiicht auf den Leserkreis gesehah, dann hitte diese 
Ifethode auch weiter hei der Einführung der gebrochenen Zahl benützt 
werden sollen; sie wäre doch hei crehoriger Betonung des BegriftV ,,J^trc<'ke" 
ebenso nützlich gewesen und hatte die Anschaulichkeit sicher gestützt Die 
imaginären Zahlen sind gewissermaßen nur als Anhang aufgefaßt, für den 
EnÄweek des Boches wohl mit Beeht; für den TeUswedc dag^n, Ton 
einttn höheren Standpunkte aus die niedere Analysis zu flbersehen, muß 
man das bedauern. Dieser höhere Standpunkt kommt sehr schön in den 
Sätzen zum Ausdruck, welche die Mathematik als Kulturfaktor würdigen 
und dann durch Schafiung des Begriffs „Größenklassen" das große Gebiet 
ihrer Anwendbarkeit seigen. 

Der algebraischen Einleitung folgt £e geometrische. Hier schlägt der 
Verfasser den umgekehrten Weg ein wie vorhin, inrlf^m er vom Allgemeinen 
z'iiii Besonderen fortschreitet. Ich halte diese Anordnung nicht für glücklich, 
zumal auch die Bezeichnung den meisten Lesern, für die das Buch bestimmt 
ist» nnbehannt sein wird, btereasant geBchxieben aber ist das Kapitel; ge- 
schiekt eingefllhrt ist überall die Engel; mwailen di^ngt sie neh sogar elwas 
sehr auf. Dies gilt vornehmUch Ton der Einflihnmg des Koordinatenbegrilb; 
so geht der Verfasser bei Erläuterung des rechtwinkligen K^oordinatensystems 
für Ebene und Kaum auf die vorher behandelten sphärischen Koordinaten- 
systeme zurück. Sehr anerkennenswert ist die Uare Einführung der drei 
Bogeneinheiten. Die Überleitung zur Trigonometrie gesdiieht leicht und 
zweckentsprechend. Die Entwickelung der notwendigen tngonometri8<dieil 
Formeln für die Ebene folgt in bekannter Weise, zunächst mit der er- 
forderlichen Rflcksicht auf die bisherige Bezeichnungsart. Aber warum lia ht 
jetzt schon die Lehre von der sphärischen Trigonometrie angeschlossen ist^ 
eisdieint nur nioht recht verstlndlich. Ibra .^tere Entwidkelung geht 
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durchaus auf die Ausdrucks- und BphanH!unn'«wpicfi dieses Abschnittes 
zwriick. Sie rerlangt von den andern ihr vorangestellten Abschnitten aa 
und lur sich gar uichts his zur Einführung den astronomischeu Dreiecks. 
Dum aber isl die Sntwiciceliiiig benito abgesohlosieii, und diese letilen 
Teile h&tten sidi natnrgem&B dem Abschnitt III angliedern lassen. Der 
II. Abschnitt enthält zum Schluß norh r-hw Betrachtung der Ellipse lose 
angefügt, eine Ent^vickelung ihrer Gleichung und anschließend auch die 
Gleichung des Kreises und der Geraden. Dabei vermisse ich sehr eine 
Definitioii der Ellipse, die der YerbMwr nur dweh Zeiduniitg ilorer einiehieii 
Punkte entstehen läßt. 

Im m. Abschnitt werden die tatsächlichen Grundlagen der astronomisch- 
geographischen Ortsbestimmung als Resultate von Astronomie und Geodäsie 
mitgeteilt. Dadurch werden die einzelnen Koordinatensjsteme erläutert, wie 
andi äire Benehungen m «nandar. inAl&di wird MdM» hier wd die epSier 
in verwertenden YerldltiiieM anfinerkeam gemaehtf wie dam s. B. die 
Fundamentalgleichung der geogiraphischen Längenbestimmung sich von selbst 
erciht, E<s fol^ eine schSne und klare Abhandlung' über Zeit und Zeit- 
messung; sie eignet sich m. E. auch mit eiuiger Abänderung für die Be- 
handlung dieses Themas auf unsem höheren Schulen. 

Nnn «Ett IcMunt der Yerfaeser vor Behandliuig der apliirieehem Trigooo- 
inetrie. Von einem sphärisehen Omnddreieck aiUigehend wendet der Verfasnr 
die trigonometrischen Funktionen auf die zugeordnete kJ^rperliche Ecke an; 
die Gültigkeit der entwickelten Formeln wird allmählich auf alle sphärischen 
Dreiecke ausgedehnt, worauf dann erst der Begriif der zyklischen Vertauschung 
bei der Büdung der Formeln zur Anwendung kommt Hieraaf wird ans 
dem allgemeinen Dreieck das rechtwinklige ala Spesialfall erhalten und die 
Napiersche Regel entwickelt. Spätere Umformungen Hefern die bekannten 
Gaußsohen Gleichungen und Napierschen Analogien, deren Bedeiitunc: für 
die praktische Berechnoug betont wird. Ich möchte doch glaubeui daß gerade 
auch dem Leeerkrös, fOr den das Buch geschrieben ist, der umgekehrte 
Weg erwSneelifcsr Min mlißte. 

T>rr VI. Abschnitt behandelt das TJmTersalinstnuuent und besonders 
seint I \ lilt^rtheorie. Zugleich wird die ParallnTe, deren Bpfrriff schon früher 
entwickelt wurde, herangezogen und berücksichtigt. Dann erst wird es 
möglich, auf die Messungsmethoden selbst einzugehen. Gerade hier zeigt 
Aer Yerfiuaer, daS er die Praxis kennt, indem er für die Beobaelitung ans- 
führliche Verhaltungsmaßregeln gibt. Drei Anljgaben werdm in diesem Ab- 
schnitt behandelt: Die Bestimmung der Zeit aus Zenitdistanzen bei bekannter 
Polhöhe, die Restimniung der geogTaphIs(;hen Breite bei bekannter Zeit und 
endlich die Bestimmung beider zugleich. Dabei nimmt der Verfasser Ge- 
legenheit, den Wert eines Beobacktnngssaties fOr die Kompensierang «n- 
rermeidlicher Fehler zu betonen* Desgleichen finden Strahlenbreebnng 
und Parallaxe ihre Berücksichtigung. Ausführlich wird auch die Verbesserung 
der abgelesenen Resultate behandelt für den Fall, daß die Sonne der Be- 
ohachtungsg^nstand war. Auch die Bedeutung des Sextanten ündet hier 
gelegenflieh eine kniae WUrdigong, TieUeioht eine an kmne. 

Nnn wird anseUiefiend in einem besonderen Absofanitt die Frage be- 
handelt, wie die Wirkung eines Fehlers in den Stücken des astronomischen 
Dreiecks für die Berechnung von Zeit, PoUidhe nnd Azimut am kleinsten 
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gMUItet wc-rdf'a möge. Dieser Abschnitt ist m. E. verfehlt Es bitton 
hesser die Resultate auch oinfach als Rosultate der höheren Mathcmatilf 
ansegelten wenlen sollen. Ihre Begrünüuug kann doch nur scheinbar ge- 
lingen. Denn dazu bedarf es des Begriffs ,^ifferential^ und des „Tajlorschen 
8«ties*^ Die Diffiarenttationeii können ja doeh nicht durohgefllhrt werdeOf 
oder 69 Ulitte eine EntwiokeluBg der Differentialrechnung vorausgeschickt 
werden müssen. Und wenn der Verlassor das für seinen Leserkreis für 
nötig und möglich gehalten hätte, so hätte er diesen Abschnitt mit dem 
elften zusammen behandeln sollen; dort wird schließlich doch zugestanden, 
dafi es sich am Aufgaben handelt^ die den Babmen des Buoliee flbeiaeliieiten. 
üm 10 leltsamer muten uns dieee Abeehnitte an, ale sie getrennt sind dondk 
eine Besprechung des nautis(»ben Jafarbudies nnd eine Anweisung zum Ge- 
brauch fünfstelliger Logarithmen. 

Im X. Abschnitt tindeu sich in dankenswerter Weise einige Beispiele 
für die numeriüche Berechnung durchgeführt. 

Zum SehloB kommt der Yerfaner anf die allgemeine Gieidiung der 
Langenbeetimmung zurück imd gibt die wichtigsten Methoden an, die für 
Forschungsrei.sende in Betracht zu ziehen seien. Daß er dabei die klassische 
Methode der Monddistan/en streicht, ist wohl berechtigt. Besonders empfiehlt 
er diejenige der Zeitübertragung, die in den meisten Fällen möglich und 
dann mit den geringsten Aafixrdsfangen verknApIt sein wird. 

Mi^e das Budi im Kreise der Leser, für die es bestimmt ist, die ihm 
gebührende Verbreitung finden; mOge i > ht viele von ibnen, der Absidit 
des Verfassers ent^rechend, in weiteren Studien anregen. 

Fr. B&adhbumo. 



Fitting. „Tiaa B^eleprongpioblom in nmuK Behandlung.'* Leipsig^ 

G. Fock, O. m. b. H. 

Mit Benutzung eines auf jedes Hundreise-Problem anwendbaren rriuzipes 
wird gezeigt, wie man zu allen Bdsselspningen des 36-feldrigen quadratischen 
BrettM imd des Schacbbrettee gelangen kann, wobei eine geeignete Notation 
snr FiDwung der Simelergdmisse gewonnen wird. ~ Die Felder des 
enteren Brettes werden mit Ausnahrae des inneren Quadrates zu 4 in aiaii 
gesehlossptu n HeihoTi aneinander geordnet, dif tu klarerer Veranschauliohung 
auch als nebeneinander liegende Kreise und weiterliin in Tafelchenform dar- 
gestellt werden; hierauf wird gezeigt, wo man diese Reihen zu unt«rbrecben 
hat, um die fehlenden Felder nnd Springerzüge so cinsiisobalteny daß sie 
sich zu geschloeeenen Hösselsprilngen des Brettes zusammenfügen. Diese 
werden sämtlich auf'ge.stellt, und 1O208 Einzelfillle gefunden. — In analoger 
Weise werden auch die 48 Kaudfelder des Schachhretteis in 4 geschlossene 
Reihen gebracht Vereinigt mau nun die 16 Felder des iuuereu Quadrates 
in beliebiger Weise dvreb Springerzüge sn 2 Us 16 „Ketten" (der Begriff 
der Kette wird ancb auf «nxelne Felder «asgedebnt), so wird die Auf- 
suchung der passsnden Stellen für die Einschiebung dieser Ketten zwischen 
die Felder jener geschlossenen Reihen durch Rundreisen auf einfacheren 
Figuren bewirkt. Diese Figuren brauchen nur aus einer Tabelle ergänzt 
resp. erweitert zu werden, luu auch s>ämtliche gescblos^eue Rösselspiiinge 
in findeot welche neben den Ketten nodi bis dahin onberfleknehtigte 
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Springerzügo zwifldittii den Bandfeldern aufwetBMl. Da die Methode neben 
den Kiisselsprüngon auch alle Anordnungen dpr Felder in 7\vüi oder mehr 
geschlossene Reihen liefert, so muö, wenn nur <]iö Aufbttllung dir ersteren 
beabsichtigt wird, jeder Einzelfall der Prüfung durch ein einfaches Kriterium 
nntenogea werden. Das Ganse irird an einer Reibe von Beispielen entr 
wii^ett, nnd an diesen daigetan, wie das Veifabreo sich im einzelnen 
gestaltet; dabei tritt auch von neuem zu Tage, wie unabsehbar groß die 
Anzahl aller Rti^solsprün'p' »uf dem Schachbrett si'in muß. Schließlich 
werden noch die gesciiiosseueo iiösselsprünge, bei welchen nicht alle Felder 
des inneren Quadrates benüurt werden sollen, in Kflr£e gestreift. — Der 
leiste Abschnitt endlidi banddt von dar Ableitung der nngescblosRenen 
RAsselsprünge aus den bis dahin allein betraebteten gesebloasenen , wobei 
sich zeigt, daß durch Verwondung des frilhoren, nur passend modiHzierten 
Verfahren«; im Rahmen einer beliihig h'rausgegriffeneD kleinereu Gruppe 
auch diese vollzählig gefunden werden können. 

M.-Gbidbaeb. Fxttino. 

A« Borsch und L. KrQger. Lotabweiohnngen. Heft II. Geodätische 
Linien südlich der Europäischen Lflngengradniessung in 52 Grad Breite. 
Veröffentlichung des Künigl. Preußischen Geodätischen Institutes. Neue 
Folge No. 10. Mit 3 litliographierten Tafeln. 204 8. Berlin 1902, 
P. Stan]d«wies. 

Im Jahre 1896 hat F. R. Helmert der in Lausanne abgebaltenen 
Konferenz der Permanenten Kommission der Internationalen Erdmessung den 
Plan zur Berechn\mg eines y.usammenhängenden Lotubweichungssystems in 
Zentraleuropa vorgelegt. Dieses System soll gewissermußea ein Ketz erster 
Ordnung von a8trononiis(dk>geodfttisdien Punkten bilden, an das sfrilter das 
Beiailstndiuni der Erdgestalt in kleineren Gebieten angeschlossen werden 
kann. Das vorliegende Heft verwirklicht einen Teil des Helmertschen Planes, 
der die geodätischen Linien südlieli dor Europäischen Längengradmessung 
in 52® Breite umfaßt Der Inhalt des VS erkes gliedert sich in drei Abschnitte, 
von denen der erste die geod&tisohen Linien in der Nähe von Bonn südlich 
der genannten Oradmessnng bebandelt. Der zweite beziebt sieh auf die 
geodätischen Linien in der Nähe des Pariser Parallels weHtUch von StraBburg 
und der dritte auf die, welche in der Nähe des Meridians von Wien und 
ebenfalls südlich von der genannten Gradmessung liegen. 

Jeder Abschmti bringt ^unaciist die Ergebnisse der astrononüi>cheu 
Bestimmungen und dann die berecbneten geodtttiscben Linien und relativen 
Lotabweichungen; im dritten Abschnitt geht noch ein Kapitel voran, das 
die Anschlüsse von vier der benutzten astronomischen Stationen an die 
Hauptdreiecke enthält. Die Anlage nnd Ansfnbning der Rechnungen basiert 
auf den von Helmert io „Lo tab weich imgen. Heft I. Berlin lts86'' entwickelten 
Methoden; die benutsten Formeln sind auf Seite 27 und 28 kurz zusammen- 
gestdlt. Als Grundlage fllr die Bedinungen sind die Besselscben Slemente 
des Erdellipsoids gewählt 

Auf eine definitive Ausgleichung des ganzen Netzes ist vorläufig nooh 
rerxichtet worden , da die notwendigen astronomisch - geoiliitischen Be- 
stiiumuugen noch nicht überaU vorhanden und zum Teil noch zu unsicher sind. 

Poppelsdorf bei Bonn. Ph, FürtwXnolbb. 
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Bernhard Biemamui gesammelte mathematisohe Werke. Nachträge, 
herausgegeben von IL Mother und W. Wirttllger. Leipzig 1902, 
B. G. Teubner. 8*. 116 8. 

Das Heft enth&lt Auszüge aus drei inatbetnatischen Vorlosiingen 
Biemanns, von denen Nadndirifteii nur Verfllgung standen (Allgemeiite 
Theorie der Integrale algebraischer Differentialien , Integrale einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung in einem Verzweigungspunkt, Hy]ier 
geometrische Keihe), femer einzelne mathematische Noten aus dem Nachlaß 
und endlich „Berichte'^ — Die auf S. 113 unter der Überschrift „Persönliches^ 
gegebenen Mittdlnngen und das Veraeidinis der von Biemann angekündigten 
Vorlfiffongen mag liier beeonders herroiig^ben werden. 

Leipiiff. H. LmsiiAiiii. 



F. Enriques, Vorlesungen über projektive Geometrie. Autorisierte 
deutsche Ausgabe von H. Fleischer. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 
8» 374 8. 

In dem vorausgeschickten Einführungswort betont Herr Klpin, dnß 
ein derartig systematisch aufbauendes, zugleich durchsichtig daigebteiites 
und ToUetXndigea Lelirbncb projektiver Geometrie in DeuteeUand fehlt und 
daher gewiß zahlreidie Frewide finden wird. In der Tat gehen die deutschen 
Lehrbücher entweder fast ganz abstrakt vor, mit beinahe vollstUndiger Ver- 
schmilbung der Metrik, oder aber sie sind aus der Steiuerschen Schule er- 
wachsen und lassen, reich an einer Fülle von geometrischen Einzelheiten, 
alle Prinsipienfragen mdir oder mindw aufier aolit. 

Der YerfiMier hftlt die goldene SfiUeUferaße mnt Die BrOrtenmg der 
Prinsipien fragen macht er durch psychologische Momente lebendig — wir 
erwSbnen die Durchführung des ünterschiodes zwischen visuellen und metri- 
Miben (tastbaren) Eigenschaften in der Einleitung, die mehrfach verwendet 
wird, z. B. S. 191 bei Erörterung der Formen der Kegelschnitte, die feine 
Analjse des Stetigkeitsbegriflii 8. 69 und den darauf rieh einbanden Beweis 
des Fundamentalsatzes, daß eine projektive Zuordnung Ton eilutiifigen Ge- 
bilden durch drei Paare entsprechender Elemente gegeben ist 

hü übrigen werden nicht nur die metrischen S&tze projektiv ab- 
geleitet, sondern auch allen projektiven Beziehungen metrische Eigenschaften 
abgewonnen — eine gelegentlidi in anderen Werken ▼emachHerigte Seite 
der projektiven Geometrie. Als ein Beispiel dieser innigen Durchdringung 
TOn metrischer tmd projektiver Geometrie — sie ist auf S. 169 in klnrer 
Form ausgesprochen — hätte etwa noch der elegant" Beweis des Herrn 
Tresse (B. S. M. F. 28, 190U, Ö. 131—136) aufgenommen zu werden ver- 
dient, daA die Kollineationen der Kegelschnitte wieder KegelMänitte rind« 
ein Beweis, der von der Steiuerschen Erzeugung der Kflgelsohnitte dnrcli 
projektive Strahlbüschel nicht Gebrauch macht. 

Hervorgehoben sei noch besonders die historische Notiz S. 857 — 367 
über die Fundamentalbegriffe, die übersichtliche Einteilung und di» sehr 
YoDitSndige Saebregiat««. 

Leipzig. H. Iduiunr. 
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Y. un^ K. Komm ereil, Allgemeine Thoorie der Raumkurven und 
Flächen. I u. II. 8">. 144 S. u. 212 Ö. Sammlung Schubert XXIX 
u. XLIV. Leipzig 1903, Göschen. Ladenpreis 4,80 JC. u. 6,80 Ji. 

Die beiden Btndciheii stdlan eine wertvolle Beretdiening der Sammlang 
SehnlMrt d«r; sie Indngen »vf kleinem Beimi eine DanteUmig, die, mit den 
Elementen beginnend, bis sa den modenslien Untennebnngen Aber Stnhlen- 
Sjsteme fortschreitet. 

Zur Orientiernng sei eine kurze Inhaitsaugabe vorausgeschickt, wobei 
besonders herrorsohebende Entwicklungen auBdrücklich erwähnt werden. 

Baad I: Erster Abaebnitt: Baninkiirven (Bjrtbnmnng, Tornon usw. 
ab^vickelbttr» Fl&chen, ^lininmlknrren, 21 Aufgaben). — Zweiter Abaebnitt: 
Untersuchung einer Fläche in der Form F{xyz) ==» 0 (Krümmung, Tndikatrix 
usw., s])hanscbe Abbildung, konfokaie Fl&chen zweiten Grades, geodätische 
Linien j 41 Aufgaben). 

Bend II: IMer Absdhnitt: Untersnokungea TOttFUchen in derPnrameter* 
form (Fundamentalformeln, die charakterististdien Kurven auf den Flächen, 
THffcrentialparameter; 61 Aufgaben). — Zweiter Abschnitt: Spezielle Flächen, 
Strahlensysteme (TF- Flächen, Minimaltiüohen, Flächen konstauten Krümmungs- 
mafies, Begelfl&chen, dreifach orthogonale Flächensjsteme, Strahlensysterae) 
38 Aufgaben). 

Wir betonen außer der reii^hen Aufgabensaaunlung noch einen andern 
Umstand, der die Brauchbarkeit der Bändchen erhöht: das Bestreben, in 
einem so leicht zu wildem Formel wüst verführenden Gebiet möglichst weit 
mit geometrischen Betrachtungen vorzudringen. Genannt sei als Beleg 
biexjllr die An&tellung der naMrlichen Gldchungen einer Kunre (I, S. 29), 
die Betnebtung Aber dra AnIbAu nnd die Grandeigenschslten der abwickel- 
baren Flächen (I, S. 37 — 43), der — in dieser Weise schon von Leibnis 
anpehahntA — Naf'hwpis, daß die SchmiegungseT>en<^n dpr kürzesten Linien 
die Flächennormale enthalten (I, S. 113), die geometrische Analyb« der 
Verbiegung des Kateaoldes (11, S. 76), endlich der Einblick in die nicht- 
enUadisohe Geometrie (n, S. 140). 

Aber auch jene Art geometrischer Betrachtungsweise, die eine ErrungMi- 
pchaft französischer Mathematiker ist, und die eine Seite von Lies Forschungs- 
nchtung darstellte, finden wir hier vertreten (wohl mit nach dem Vorgang 
von Scheffers). Wir meinen — mit Klein zu reden — das freie 
rücksiebtslose Operieren mit imaginftren Gebilden. Wir finden eine Behandlung 
der IGnimalkuTen und die von GanS heirQhrende, von Lie ausgasTOoehene 
Verwertung dieses Begriffs für die konforme Abbildung (II, S. 45). iJbrigens 
hätte auch der von Lie gegebene Zusammenhang zwischen Minimalfläohen 
und Minimalkurven leicht in Band 2, § 24 Platz finden können. 

Der Nimen TOn Lie ist saltsamerwaise bd der Besprechung der 
Ifinimalknrywi nidit genannt, wie denn vielleicht aiM^ an anderm Stellen 
die Literaturnachweise etwas ungleichmäßig gehandhabt sind. So sei, was 
den Inhalt der Anmerkung TT, S, 160 angeht, anf Lobatsc^iefskijs Abhandlung 
vom Jahre 1830 (Übersetzung von F. Engel, Lei{»üg 1898 S. 22) ver- 
wiesen. 

Noch einmal sei sc h lieiBicfa die reiefae An^bensamralnng hervorgehoben, 
die außer Übongsbeiqiiekn anch wiiUidi neue im Text nicht dargesteUte 

8&tze bringt. 

AmUt An MMkcutik nA P^yaik. ÜLBaUu^ IX. 5 
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Sie alleuL wfirde woU genügen, den beiden BBnddhen omen gi-Oßeroi 
Leierkmi tu Tenchaffen, als man nach dem Preis vieUeiGht beftfehten moA. 

Leipdg. ^ H. LnaiifAmi. 



Fisehery Dar Oanc des Hensoliaii. V. Teil: IK« Knematik des Bein- ' 
schivingens. YL Teil: Über den Einfluß der flebwere nnd der Muskeln 

auf dif' PoTiwinsiiiin-sbewepnnp des Beins. (Des XXVIII. Bandes dtr 
Abhan llutigcn der mathein. -pbys. Klasse der kgl. Sftchs. Ges. der Wiss. 
No. V u. VIL) Leipzig 1904, B. G. Teubner. 100 u. 88 8. 
5 n. 4 Ur. 

Diese Abhandlungen bilden die Fortsetsung einer Beihe aadereri 
duieh welc-lie der Yerfaaser die mecbasischen Grundlagen einer Theorie des 
menschlieliou Ganpcs gewonnen hat. In den vorliegenden gelangt derselbe 
zu einer Differentialgleichung für die Bewegung jedes der drei Abschnitt« 
des Beines von der Form: das Trägheitsmoment jedes Abschnittes multi- 
pliziert mit seiner Winkelbeschleumgung ist gleich der Summe der DrehiuigS' 
momente, welche die Sohwerhzaftf die EffekUvkrlfte nnd die innera^ 
d. h. in der Hauptsache die Muskelkr&fto auf das Glied ausüben. Von 
den einzelnen hier vorkommenden Größen bie auf die letzten gelingt es, 
durch die Beobachtungen eine zahlenmäßige Darstelluntr 7a\ erhalten. Die 
Methode dieser sowie die itir die Berechnung dui TrägheiLämoment« und 
der Drehungsmomente der Schwerkraft nötigen praktischen Fandamente 
Bttner Theorie hat der Verfasser in den vongen Abhandlungen besprochen 
und auch in dem in dieser Zeitsclirift (III. Reihe 7 (1 u. 2) S. 110 flF.) 
abgedruckten interessanten Vortrage dargestellt. Indem er die in den 
Bewegungsphotogrammen gelieferten Daten für die Orte der Schwerpunkte 
und die Bachfcnngen der eoaselBm Glieder nicht bloft fftr die einiehien 
Momente der Bewagimg tabnlierty sondexn noch graphisch darstellt, gelingt 
es ihm immer auf graphischem Wege die Beträge für die linearen Geschwindig- 
keitfn und Beschleunigungen der Schworpunkte und finrh für die Winkel- 
ge.M liwiTidigkeiten und -beschlennigiingen der einzelnen Glieder des Rpirifs 
zu erlangen, so daÜ in jenen Gleichungen ak uulteknnnt nur die zuletzt 
genannten Drehongsmomente der inneren ErAfte üVnig bleiben nnd nan< 
mehr bestimmt werden können. Bekanntlich hatten die Gebrüder Weber 
die Ansicht ausgesprochen, daß diese sieh auf Null reduzieren und die 
Bewegung des Beines eine reine Schwinguugsbewegung unter dem Einflüsse 
der Schwerkraft sei. Das Bestiltat des Verfassers ist von dieser An- 
sidit das Imntrlre GegenteiL Der Antei], welchen die Muskelkrftfte an der 
Bewegnng des Gehens haben, ist mehrmals grSBer eis deijeidge der Schwer» 
kraft, und so ist hiermit die Frage dahin entschieden, daß der Gang in 
der Hauptsache durch Mn.skelk'tntraktion zustande kommt. Die Einwendungen, 
die man dem Vert'a'S'ier gegen die Grundlage dieses Ergebnisses niaehen 
küunte, worden von ilim selbst bereits widerlegt. Man kunnte vor allem 
anf die geringe Ansahl der Beobachtongen hinweisen, anf welehe die Ari>eit 
sich stützt. Aber die Übereinstimmung /.wisehMi diesen allerdings gering« 
7.&hligen Messungen ist eine so ausgezeichnete, daß man die Richtigkeit 
des Resultates kaum bezweifeln kann. Auch hat der Verfasser — zum 
Überfluß möchte man meinen — durch Beobachtungen von etwa 100 ver- 



Digitized by Google 



Rezenüouen. ß7 

MshMdenen LidiTidneii den praktiscliMi Beweis erbraehi, d&B bei der gewölm- 

liehen Gangart die Grandgrößen, nämlich die Schrittlängen, die Anzahl der 
Schritte in der Minute, die Geschwindigkeit, sowmt dieselbe ohne chrono- 
photographische Aufnahnifn festzustellen sind, im wesentlichen übereinstimmen. 

Nebenbei ergibt die Untersuchung auch die Größen des kinetischen 
DmclBeB im Hilft', Knie* und Fofigeleiür. Nachdem der VerfMSttr noeh dar- 
auf hingewiesen hat, daß die Elastizität der B&nder mir von ganz yer> 
schwiTirlrnrlfni Einflüsse auf den Gang sein kann, daß vielmehr die inneren 
Kriltte wirklich im wesentlichen Muskelkräfte sein müssen, beginnt er die 
Frage, welche Muskeln in den einzelnen Momenten eines Schrittes kontrahiert 
sein und so «nf den Gang einwirken k&inani einer Disknsiimi an naftsniehen; 
indessen stakt er seihet diesen Teil der üntersncltnng als nodi niobt ab- 
geschlossen an. 

Die Abhandlungen zeigen, was gesf»hickte Ausnutzung der experimen- 
tellen Hilfsmittel mit einem erstaunlichen Fleiße bei der Bearbeitung der 
gewonnenen Messongsergebnisse für die Entscheidung wichtiger theoretischer 
T^ragen sa losten imstande sind. 

Oharlottenbnig. H. Samtbb. 

Dacqa6. Wie man in Jena natnrwiasensohaflliolk beweist. Stattgart, 

Max Kielmann 1904. 28 S. Preis 60 Pf- 

Vor 120 Jahren zeigte Kant in der Kritik der reinen Vernunft, daß 
alle kosmologisohen oder physikoteleologischen Beweise für die Existenz über- 
natttriiober ErSfte irrig sind, da sieb aus der großen Bnhe von Ursachen, 
die wir kennen, nicbt anf eine erste Ursache, noch «oxk aus der schein- 

baren Zweckmäßigkeit uns bekannter Dinge auf diejenige des Weltganzen 
schließen lasse. Neuerdings aber tritt versteckt oder offen wieder das Be- 
strebeu hervor, in der Form der Lebenäkralt oder kosmischer Intelligenzen 
xweckhestimmende Faktoren einzufUhren, die, wenn sie auch innerhalb der 
gegebenen Natuigesetie wirken sollen, doch Aber den natflrlichen Srtften 
stehend, deren Spiel als „Dominanten** beherrschen. Solche Ideen bat 
z. B. Rfiinke an verschiedenen Stellen ausgeführt. Diese Gedanken werden 
von Vertretern der Hiickelscheu Schule scharf angegriffen während dessen 
ebenso unbeweisbare Hypothese über die erste Entstehung des Lebens durch 
Vneugung energisch yerteidigt wird. Dw Verfasser wendet 8i<^ gegen die 
Begvflndnng dieser durch Heinrich Schmidt. Uns will es scheinen, da& 
es keinen Zweck hat, die noch nicht ausgefüllte Lücke in der kosmogonischeu 
Theorie zum wilden Tummelplatz unbeweisbarer Hypothesen m machen, 
sondern daß man lieber immer wieder versuchen soll, ob sich nicht durch 
das EqHNriment Fortsduitte in diesem dnolden Gebiete machen lassen. Der 
geringste eq>erimeiitale Fortsehritt ist für die Frage, ob das Leben ewig 
oder durch Urzeugung entstanden ist, triehtiger als alle Hypothesen. 

Gharlottenburg. H. SAMmu 

Mahler, Fbysikalisohe Formelsammlung. Zweite verbesserte Auflage. 
Leiprig 1903, G. J. Gflschen. 190 8. Preis geb. 0.80 «4f. 
DaB dieaes Bftohlda in herrorragender Wwse branchbar ist, zeigt der. 
Umstand, dafi nach knner Zeit eone neue Auflage daron notwendig wurde. 
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Es eigaet sidi nicht allein mm Kachschlagen der widitigataii Fonnelii dar 
Physik, sondern gibt auch kurze Ableitungen derselben, soweit solche mit 
Hilfe der elementaren ^ffitberaatik durchführbar sind, und auch eine 
Anzahl von wichtigen Geüaukenreihen, die nicht gerade in einer Formel 
ihr XndiiAl haben, m i. B. diejenigen, w«loh6 ^ Gfleehwindigkeit das 
Lichtes finden gelehrt haben. FOr die neue Auflage nnd eise AniaU ge- 
sdiiiM g«wihlter B«aq»iele f&r Schwerpunkts- und TrSghdtBUiomentbe- 
stimmungen hinzugekommen, sowio die Gesetze der Drehbewegung mit Aii- 
weudungen aui' das phytuäche Pendel, die Euttitehuug des Ilegeubugens , die 
Berechnung der Feldst&rke eines Stabmagnetes und eines magnetischen Blatte 

Etwas weiter bitte vielleicht hieranf und anf die elMrisehe Indnktiott 
nocfa eingegangen worden können, um wenigsteui die Fundamente der Be- 
rechnung von stromliefenidea Maschinen vor AT^zf^^u 7U fahren. Aber auch 
trotz dieser Lücke, die bei der dritten Auflage vielleicht xa stopfen W&re, 
erscheint daä Buch in hohem Gradt^ tiaptühienswert. 

Charlottenburg. H. SAxnn. 

Jochmann. Gnmdrlß der ExperimentalpbyBik und Elemente der 
Chemie sowie der Astronomie und mathematisohen Geographie. 
Herausgegeben von Hermes und Spieß. 15. vollständig neabearbeitete 
Anfkga. Berlin 1908, Winckelmann und BtSunb, XZ n. 8. 
Preis geb. 5,60Uk. 
Seitdem fElr die Bearbeitong d«r 14. Anflige dieses Lehrbuches der an 
zweiter St^^lle pfnauute Herausgeber gewonnen war, hat da.sselbo in ?Avei 
Hinsichten bedeutende Abänderungen ert'ahi'eu. Einmal ist den modernen 
Tatsachen und Begriffen, insbesondere in der Klektrizitätslehre, ohne die ein 
Andringender ünteniciht kaum mdir dMikbar erschontf insbesondese dem 
Potentialbegriff der Zugang eröffnet wordon, und seine Einführung durch 
das Experiment entspricht durchaus den Anforderungen, die der Unterricht 
stellt. Andererseits ist au vielen Stellen Ti^ben die deduktive Behandlung des 
Gesetzes, die dasselbe mathematisch aus PramjLSüeu ableitet, auch die mdoktive 
Ableitung dmoh das Experiment getreten, ein Weg, der dem Wesen des 
Phjsikunterrichtes mehr angepafit erscheint. Dies konnte geschehen, ohne 
daß df^r Umfaug des BucboH wesentlich vermehrt wurde, da viele von den 
das Buch unnötig belastenden Nebensachen mit Recht weggelassen wurden. 
Auch bei der neuen Auflage ist das Bestreben sehr anzuerkennen, dem 
Sehtller das Vewtindnis auch schwierigerer Oesetie an vermitteln. So finden 
wir eine eingehende Darstellnng des 3. Hauptsataea der meohaiusdien 
Wärmetheorie. Dem Verleger gebührt Dank für die Vermehrung der Ab- 
bildungen, von denen die Spektrentafel und die Tafel zur Erlftutemng des 
Dreifarbendruckes hervorgehoben seien. 

Gharlottenbuig. H. Samter. 

Abnluuily ftaoneil d'expörienoes älömentairea de phyalque. Premiere 
partie. Paris 1904, Gauthier -Till ars. XII u. 247 S. Preis ungebd. 
8,75 fr , gebunden 5 fr. Seconde partie XII u. 454 S. Preis ungebd. 
6,25 fr., gebd. 7,öÜ fr. 

In der fransftsisahen Literatur gab es bisher kein Werk, welches die 
im Xlementar-Unterricht der Fhjsik aOtigen Bqwrimente fllr den Oe» 
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brauch des Lehrers 2tisamro^>n(TpfHßf hsttp. Wnhrenrl der deutsche Physik- 
lehrer I&ngst in Fricks Physikalischer Technik, in Weinholds Vorschule 
QXkd ftlr einen weitergehenden Unterricht in den Demonstrationen desselben 
Anton die fftr die Vorbereitmig auf die Venuche nötigen Anleitimgen hatte, 
ist das vorliegende Buch orsi auf Anreguufr des Vowtandes der französischen 
phvsilcaHschpii Cesellschaft entstandon, und tvtkv veranlaßt durch die Ein- 
führung eines Praktikntn«; in den Schulen. Der Herausgeber bat dazu die 
Mitarbeit einer großen Ao^ahl von Physikern herangezogen, die durch Be- 
sdhnilmng von Versnehen und dnroh bibüograpbische Hinweise ein sehr 
nfltdiehes Werk zusammengetragen haben. Unter denselben bemerken wir 
von Deutscheu Bebn (Frankfurt), Fischer (München), Loospr f Essen) und 
V. öttingen (Leii)/ig). Unter den Quellen ist von den oben genannten 
deutschen Büchern nur das letzte benutzt , außerdem sind die Bücher für 
das physikalisclie Praktibim Ton EoldnHiseli nnd Wiedemann und Ebert 
berangMogen. IKe leieheo SehStze von SchnlTersuchen, die im Mflller- 
Pouillet und besonders in der Zeitschrift von Poske sich finden, sind aber 
nicht herausgeholt worden. Trotzdom wird die Sammlung, die uns vorliegt 
and die im ersten Bande Mechanik und Wärmelehre betxifft, wohl für die 
ineisten Lehrer genügendes Mateiial enthalten. Wir teimiftten i, B. V«r- 
sndie ftber das Sieden bei Überdruck (anfier dem Fapinscben Topf) und 
über Geisererscheinungen. Ein Teil der angeführten Versuche geht in seinen 
Urqu*>llen. die nicbt ariireführt sind, sehr weit zurück: i^^t Versuch 72 auf 
Galilei zurückzuführen (Discorsi 3. Tag). Fftr deu Lehrer ist es eine 
große £rleichterang, daß die Dimensionen der Apparate Überall genau an- 
gegeben nnd. Sebr reich nnd dem Befefenten znm Teil nen ist das Material 
über Oberflächenspannung, sowie ül^^r die Qntttdtatsachen der technisch so 
wichtigen Festigkeitslehre. Den Experimenten voran geschickt ist ein Kapitel 
über Aibeiten in der Werkstatt mit Metall, Holz und Glas sowie eine 
große Anzahl von chemischen Rezepten, die der Physiklehrer brauchen 
kann. 

Audi die im 2. Kapitsl (Geometrie und Mechanik) vorangestellten An* 

Weisungen f&r die Messung der Langen von geraden und krummen Linien, 
der Dicken, OberflSchen und Volumina enthält manche.«: Neue, und die dazu 
gehörige Einleitung über zutlllige und systematische Fehler sowie über das 
Gesets der grofien Zablen wird demjenigen LdKrexn, die Schfllerttbungen ver^ 
anstalten, manchen nfltdiehm Wii^ geben. Den SchlnB bildet eine Reibe 
von nomerischen Tabellen, der für denselben Zweck sehr brauchbar sich 
erweisen werden, dir fr» ilich in ungefähr demselben Umfange auch Kohlrauschs 
praktischer Physik beigegeben sind. Auch dem deutschen Lehrer ist das 
Kompendium sehr zu empfehlen. 

Seit AbseUnfi des Beriebtes bat der Eeferent eine Ansabl -?on Yer- 
socbeo nach Angaben des Bndhes ansgefBbrt und hei Scbflierübungen er- 
probt und zum größten Teile für recht gut b^'funden. Ein großer Vorzug 
ist es, daß dieselben ^^hr geringe Mittel erfordern und daher auch für 
Schulen mit kleinem Ltai sehr geeignet sind. 

Der soeben ersehienene 2. Teil teilt die Yorsflge des ersten und aeigt, 
wie sich schon die neuesten Forschungsergebnisse im Unterrichte, ancb 
demjenigen im Laboratorium nutzliar machen lassen Daß die Strfime hoher 
Wediselzikbl and starker Frequenz, daß die Telegraphie ohne Draht be- 
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rilcksichti^d biud, wird nicht wunder nehmen, aber es fehlen auch die 
singende Bogenlampe oioltt, noch die Joairierung der Iaü 

Charlottenbiürg. H. 8amtbr. 



Biudor. Beiträge siir Bntwicklungsgesohichte des ohemisohen 
JJikt&ai6bU «L deutMbwfc Mltteleolialen. 1903. 34 S. Preifl 80 Vt 

Cfflntbart. IM« A«l|;alMii d«B nBtoxkoiidlMliQn Unteizlähta vom 
Staadyiuikte Herbarts. 1904. Villa. 67 S. 1,50 Mk. (Aus „Samm- 
lung naturwissenschaftlich-pftdagogiscber Ablundlniigen**. Leipsig und 

Berlin, B. G. Teubner.) 

,Jn dieser Sammluug sollen AbbaDdlungeo erscheinen, die in einer 
Zeitäcbiift sich auf mehrere Nummern zersplittern würden und docb zu 
kurz triben, um ein Bndi sa fBUen.'* Von den one vorliegenden gihi die 
erste ein in vielen Punkten, auch für Kidit-Chemiker, sehr interessantes 
Bild der Entwicklung des cbpHiiscbt^n Untenicbt in Deutschland, wobei 
entpf^PTi dtn ttblicben Darstellungen auch die auüerproußischen Länder 
gebührend berücksichtigt werden. Der etwus kur^e Abschnitt über die 
Geschichte der Lehrbfleher kOnnte mm Nntcen der Lehrer, fllr die ja das 
Werkchen hanptiSoUieh besümmi ist, bei einer splteren Amfkge vidleicht 
erweitert werden. 

Theoretischo Betrachtungen über dif Praxis de.s Untenithtes, wie sie 
die zweite Abhandlung enthält, sind a priori nicht denkbar ; sie schöpfen 
ans der didsldäsdMa Er&hnuig, ans der sie iaduktir entwiekelt sind, m 
die (3e<nnetrie ans der Anschauung, und snoben doch den AnBcbeln aa 
erwecken, als ob sie aus einer Anzahl von Axiomen heraus das Bild eines 
allein weise machenden ünterrirbtes deduzieren könnten. Für die RiebtiL'- 
keit der Schlußfolgerungen müssen die praktischen Anwendungen der Theorie 
maßgebend sein. Wir zweifeln s. B., ob die über die Stellung des Experi- 
mentes im Untwricbte gunachten SchlUsse die allgemwne Anerkennung der 
Lehrer finden werden, und glauben auch nicht, daß die Herbartschen, für 
den Anfftnger wohl brauchbaren Priniipien mit Notwendigkeit su diesen 
Folgerungen führen. 

Gbariottenburg. H. Sajcteb. 

Bosenberg, Lehrbuch der Physik für die oberen Klaseen der Mittel« 
wtHkxHem und T wwa ndter Lahzanatalteii. Wien und Leipzig 1904, 
Alfred Holder. Vm n. 488 8. Preis gebnnden 6.30 X 

Diese« Buch hat alle Vonllge eines guten Lehrbuches: Es sondert das 

Wiclitigo aus und läßt die sonst noch vielfach in Lehrbüchern zu findenden, 
für den Unterricht ganz nutzlosen Stoffe beiseite, ohne irgendwo die Tat- 
sachen vermissen zu lassen, die für (fte Praxis von Belang sind. Es trennt 
durch veridikdentn Ihnek den Lernstoff ?oa den bei der Durchnahme des- 
selben helfenden Betraehtnngen, Ton den Anwendungen und den mit SoigfUt 
ausgewählten Rechenaufgaben, die zumeist — wie die Denkaufgaben nur 
«schnell wirkende Prüfsteine für das Verständnis sind und nur selten eine 
längere Ausarbeitung erfordern. Es zeichnet sich aus durch klare Sprache, 
Sorgfialt und Anschaulichkeit im Ausdruck, wie in den beigefügten, vielfach 
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{ür «las Buch besonders hergestellten Zeiebnuugeu. Es ist ausführlich genug, 
«in ftoeh ämn Lehrer eine Stoffauwahl mOglieh sn maehen, und bringt 
s. B. eine klare, gewlB nicht zu kurze Auseinandersetzung der Polarisations- 
ersfclieinupgrn rips Lichtes, wählt fBr die Phänomene des magnftischcn Feldes 
und natürlich auch der stromliefemden Maschinen darchans die Btt rächt ung 
der Kraftlinien, die obgleich so grob sinnlich, das Verständnis der Erscheinungen 
wie ktin aodem Mittel za fftrdem geeignet sind. Ein den Grondlelireii 
der Astronomie gewidmeter Ähschnitt fällt ebenfalls vorteilhaft auf durch 
Anschaulichkeit der Sprache und der Zeichnungen, bedarf aber freilich ftlr 
die Prima unserer Schulen einer Ergänzung unter Zubilfonahme der sphärischen 
Trigonometrie. Der Zusatzabsehnitt über Chemie wird für Gjrmnasien durchaus 
genügen. Es MHtm nidtt dne Reilie bbtoriediher Noiiian, wie wir «ie sor 
Belebung dee Unterließ für sebr angebradit halten. Dieselben sind fireilidi 
nicht gleicbm&Big durd^eaibeitel. 60 fehlt Heron gaas; während von 
Hughes erwähnt wird, wieviol t^r wohltätigen Stiftungen vermacht hat, wird 
das, was Siemeuä den Interessen der Technik und Wissenschaft geopfert hat, 
nicht erwähnt; und wenn wir Lavoisiers trauriges Schicksal erfahren, so 
blttoi wir den Anspruch, aodi von Galileis Oesehick etwas ni ▼emehmen. 

Jedenfalls bietet das schön ausgestattete Buch für den billigen Preis 
80 viele«! Gute, daß wir seine Einführung anch in norddentschen Schulen 
durchaas empfehlen können. 

Charlottenburg. H. Samtbr. 

Maurice Godefti>y^ Theorie ölömentaire des a^ee. Paiis, 1903. 
Gaathier- Villars. 

Kadi Einf&limng der Lrationalialilen (unter Anlehnung an Dedekind) 
wird eine Reihe Ton Sfttzen über Grenswerte bewiesen, wie rie sieh in 

Ganchys klassischem „Goars d'analjse algebrique" finden. Mit M^ray 
nennt der Yeifasser eine rJrOßc, die eine Funktion des pan/zahligen, positiven 
Index n ist, Variaute. Die Formulierung der einzelnen Theoreme wird 
darch Benutzung dieses sehr zweckmäßigen Terminus wesenüieh Tereinfacht. 
Den 8ehlu£ des 1. Kapitels balden einige Sfttse Aber sieiäge Funktionen; 
auch werden die Begriffe „Derivierte** nnd „Differential^ erkl&rt 

Das 2. Kapitel behandelt die unendlichen Reihen mit konstanten 
Gliedern. Es wird (für Reihen mit positiven Gliedern) da« Kiimmersche 
Konvergenzkriterium abgeleitet, aus dem durch Spezialisierung die Regeln 
▼on d'Alembertnnd von Baabe hervorgehen, für die ttbrigeofl noch besondere 
Beweise erbracht werden. Die Ganehysohe Begd, weldie sich auf die 

Betrachtung vom ySjj* gründet, wird mit dar d'Alembertschen verglidien. 

Eine too E. Cahen herrührende Verfeinerung der Raa besehen Regel 
erwf»ist sich als nüt/lich hei der Ableitung des von Ouuß in seiner Arbeit 
über die hv pergeometrische Reihe angegebenen Konvergenzkritehums. Nach 
Erledigung der alternierenden Reihen wendet sich die Darstellung den 
absolnt kooTexgenten BeifaMi so. Es wird die UnseratOrbarkeit ihrer Kon- 
vergenz und die ünTerllnderlichkeit ihrer Summe bei Ümiangierungen der 
Glieder bewiesen und gezeigt, daß man bei den semikonvergenten Reihen 
durch geeitmete üinrangierungen der ( Jlieder nicht nur den Wert der Summe 
beliebig andern, sondern auch die Konvergenz aufheben kann. Da man 
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ferner bei jeder konvprpenten Reih»' benachbaiie Glif^ripr in eines zusammen- 
fassen darf, ohne daü die Summe sich ändert^ so veriialten sich die absolut 
konvergenten Reihen lonsiclitUch üurer Summe dnicbiras wie Aggregate «iner 
endlichen Anzahl von Gliedern. Eine Ergänzung hierzu liefert die Betrach» 
tung der Doppelreihen, indem sie zeigt, daß man bei der Gmppierung der 
Glieder einor absolut konvergenten Reihe auch unendlich viele zu einer 
Gruppe vereinigen darf. Gerade darin liegt ein mächtiges analytisches 
Hilfsmittel. Als Beispiel wird die Clausen sehe Transformation bdliandelt 
und cur Summiemng der Laroberteehen Beihe henaM. Zum Bohlnß wird 
die Hnltiplikation zweier konvergonter Reihen, Ton denen die eine abmlai 
konvergiert, nach Mertens auseinandergesetzt. 

Im 'A. Kapitel beschäftigt sicli der Verfasser mit Reihen, deren Glieder 
Funktionen einer Veränderlichen sind. Hier steht natürlich der Begriff der 
gleiebnUlBigen Konvergenz im Vordergrund. Als BeiBpiel Ar unglncb« 
mlßige KonTergens wird die von P. du Bois-Bejmond in seinem nAn- 
irittfliMrognunm" Angegebene Reihe 

bennkt. ffie konwgieri, wenn a>0 ist, in dem Iniimll (0, a), aber nieht 
gldchmKBig. Ea i^rd der 8ats bewieeen, daß die Summe einer gluoh- 
mSfiig konTeigenten Reihe von stetigen Funktionen wiederum stetig ist) nnd 
unter Berufung auf das Cantoreohe Beiqnel 

(» + 1 

^ Li + ••■»» i-h(ii+i)«*«J 

^ hervorgehoben . daß auch eine ungleichmäBig konvergent« Reihe Ktetiger 
Funktionen eine stetige Summe haben kann. Den meisten Raum nehmen 
in diesem Kapitel, wie es auch sein mu6, die PotenveOien ein. Den Kern- 
punkt bOdet Mer das Abelsohe Theorenn daS eine fttr « » konveigente 

Potenzreihe für \x] < \xfi absolut konTergiert und in dem Intervall (0, 4^) 
gleichmäßig konvergent ist. Es wird die Beziehung zwi«;rhpn L r Pot^nz- 
reihe und den durch gliedweise Differentiation entstehenden K Vitien er- 
örteii, und eine Anwendung auf die Integration der Differentialgleichung 
ff" + fix) y -\- g {x) y — 0 gemaoht für den Fall, daB' f und g dmeh 
Potenzreihen darstellbar sind. Dann folgen Betrachtungen über die Bino« 
mialreihe, die Kugelfunktionen, die hjpergeometrische Reihe, die Taj-lorsche 
und Maclaurinsche Formel, die Entwicklung des Quotienten zweier 
Potenzreihen. 

Bis Uerher reicht der aligemeine Teil dii Buchet. Die drei loteten 
Eapitd Ueten spedelle üntenudrangen Uber die EiponenttaUbnktion, die 

Kreisfunktionen und die Gammafnnktion. 

Die Exponentialfunktion wird zunächst als die Summe der bekannten 
Potenzreihe definiert, daraus die Funktionalgleichung f (t y) ^ f (x) f 
gewonnen und diese nach dem Muster von Cauchy diskutiert, woraus sich 
dann die Bwechtigung zur Benutzung des Symbols ^ ergibi Der Leser 
erfthrt in diesem Kapitel, was B esselsehe Funktionen, Bernou llische 
Zahlen und Polynome sind. Er findet hier sogar den 80h(taien TOn Qordan 
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und HuiwHz ''im Arr^f'hluß an Hilbert) entwickelten Beweis für die 
Transzendenz von e. cos x und sin x werden rein analytisch durch die 
zugehörigen Potenzreihen definiert, woraus sich dann die Formeln für 
OM (« + y), Bill (a; + y) ergeben. Die evster» liefert fttr y — — « die 
Bdatioii tö^ » + nn' « — 1. Die Zahl ff/8 wird eütg^Bhrt als di« eimige 

Wnnel der Glttohiuig eol * 0 in dem Intervall (0, 3^ woraus sin 1 

folgt Knmnehr IftBt sioh mit Hilfe der Additionsüieoreme die Perio&dttt 
der beiden Funktionen nachweisen, und « gewinnt die nene Bedeutung, der 

halben Periode gleich zu sein. Faßt man cos x und sin x- als rechtwinklige 
Koordinaten auf, so ergibt sich die geometrische Bedeutung von x, cos ac, 
sin X, die in der Trigonometrie den Ausgangüpankt bildet Insbesondere 
zeigt sich, da0 3« der Umfeog des Einheitdaviaei ist Die unendUdien 
Brodnkte fikr 9MX nnd eins dllifen untllrliali in diesem Kapitel nicht 
fehlen, und ee werden <\\r danut wnammenhingendem Poteosreilien für 

log logoos«^ kg « cot tan flj nsw. mit liier Sorgfeit nbgeleiteti 

ebenso die Partialhrnehiexlegungen fttr cot tan x, see nnd ooseo Über 
trigonometrisdie Beihen wird andi einiges gesagt, und spesielle Beihen dieser 

Art werden behandelt» s.B. die wichtige BeOie i«r log (l 3« eos 4^ + x*)^. 
EndUeh wird die beriUimte Weierstra Asche Beihe 

f (jr) ■= cos Äa; 4- cos mtx -f r* cos a*nx + * • * * (0 < r < 1), 

wo a eine ungerade ganze Zahl und größer als 1/r ist, untpr<;nrht und mit 
voller Strenge bewiesen, daß die stetige Funktion f{x) unter der Bedingung 

or ^ 1 + ^ nicht differeniierbar ist Das Kapitel sohliefit mit el^^anten 

EntwiöUnngen über die inTersen Knisfiinktionen nnd die hyperbolischen 

Funktionen. 

Der Abschnitt über die Gammafuuklion ist dem Verfasser glänzend 
gelungen. Da er eine Monographie über diese Funktion geschrieben hatte 
(La fonctioD gamma; tiiiorie, bistoire, bibliographie. Paris, 1901. Gauthier- 
Villar X so befead er sich hier in seinem Elemeiit loh will auf die 
Binzelb- ilpn dieses Kapitals nicht eingehen. 

Das Buch enthnlt :im Schlüsse jedes Abschnitts Übungen und zahl- 
reiche literarische Xachweiae, die mit großer Sorgfalt zusammengetragen 
sind. Wir kSnnen, besonders im Interesse der Stn&wndoi, dem Yerfesser 
ftr sein gevistenbaft und gründlich abgafeBtes Werk nur dankbar ssin. 

Gxeifewald. G. Kowauwbkl 



A. FoilSt. Le9onB äl^montaixeB bux la th,öorie des fonctioDa analytiquee. 
Firniß Partie (Cfaap. I a V.) Paris 1902, Oauthier-ViUBrs. 8*. 880 8. 

Das Werk, von dem der vorliegende erste Teil leider noch kein Register 
enibilt, soll «ne eiemaniare Eanldtong in die modenie Theorie der ana- 
lytischen Funktionen geben. Zugleich ist es ein trefflicher Wegweiser fttr 

den, der sich über die neuesten Errungenschaften dieses Gpbjpts orientieren 
will, die sich an die Namen Borel, Hadamard, Hilbert, Mittag -Lefiler, 

* 
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Poinc&re, Pringsheim u. &. knflpfen. Aus der Doppelnatnr ergeben sich 
miBclie Wider^rlldi«, odnr e« fdgt doch mm gnrit» DiilMnBOiiie. 

Elementare Teile, wie die bekiumte konfOfme AbbUdnng durdi die linear 

gel)rocheno Funktion sind breit bebandelt, w&brend scbwierigwre Auseinander- 
setzungen, z. B die Cantorsche Mengenlehre in der Einleitung (S. 12 — 28), 
Hilberts EntwickcluDg einer Funktion nach Polynomen (S. 323), Mittag- 
LeffloM DarsteUmig einer Funktion im ^temfömigen Gebiet" (S. 324) knn 
wledigt werden. 

Di« dmtth die Absicht, weite Ausblicke zu geben, geforderte Anordnong 
bringt es an<h mit sich, (!nB wir einer Erörterung des Begriffs „Integral" 
erst später begegnen, im varien Kapitel (S. 253 — 270). Schon vorher 
aber ist die gliedweise vorgenommeDe Integration uneadlicber Reihen (8. 12ö), 
die Smnittstioii diveigeater Reihen nach Berel mit Hilfe tob Exponential» 
integralen (S. 162) — die Theorie der Exponentialfunktion folgt dieser 
Anwendung (S. 169 — 177) — das Eiilorschc Integral zweiter Gattung 
(S. 189 — 192), der Vergkich der Konvergenz von Doppelreihen (8. 205) 
und mehrfachen Reihen ( B. 209) mit Doppelintegraien imd mehrfachen Inte- 
gralen mehr oder weniger anaftthrlidi bMprodieQ. 

Die Behandlung der elementareren Teile, z. B. der Biemaonschen FlSchen 
bei algebraischen Funktionen (S. 100 — 112), der Konvergenz, der Potenz- 
reihen mit Angabe des Konvergenxkreisee (Oauchj-Hadainardscher Sati 
8. 136) ist sorgfältig und elegant. 

Beaondne Brwtimungen verdient das Kapitel V: Die analytische For(- 
aetsuBg nach Wderatraß^ wo wir eine Überncht der neuesten ArbdtMi fünden, 
80 o. a. ein Eing^en auf die Frage , wann der EonTergenzkreia «igleidi 
die natürliche Orenze ist TS. 307). 

Dem Zweck des Buches entsprechend, zeichnen sich die Literatur- 
aiigabeu durch große Vollständigkeit aus, und der Verfasser weiß von jeder 
aitterten Abhandlung kuns das Weeentliehe henrorauheben. 

So ist denn iwm Arten von Lesern gedient: Dem AnfSugür, der die 
Grundlagen erlernen will , «^ich aber nirl t riurcli die vielen Hinweise auf 
schwierigere GeViipte verwirren lassen dail, ml dum Fortgeschrittenen! dem 
das Buch viel Nachschlagen und Suchen ersparen wird. 

Greifswald. G. Kowalewski. 



Ernesto Fascnl, I gpruppi continui di traeform&Bioni (parte generale 
deUa teoria). MUano, 1903. Ulrico Hoepll 

Das BikUeln gibt unter Benntsimg der großen Werlte von Li«- 
Engel und Lie-8 cheffers eine kone Einfthmng in die Liesohe Gmppen- 
iheorie and ist aus Vorlesungen entstanden, däe d«r Verfluaeir an der 

Universität Parin gehalten hat. 

Der erste Abschnitt behandelt im wesentlichen die drei Fundamenlal- 
8&tze der Theorie der endlichen kontinuierlichen Transfonn&tionsgruppen. 
Dann folgt die Lehre Ton den Livarianfen, inTaiianten Gleiohnngssystemen, 

sowie den invarianten vollständigen Systemen und invarianten Scharen in- 

fnitesinialer Tnmstbrmationen, die bei einer Grappc auftreten können. Hier 
werden ancb in [?t=fdingungen fHr die Ahnlif^hkfit zweier nriipppn entwickelt, 
für den Fall, daü diese durch ihre iuiiiulesuualeü iransiormatiöuün gegeben 
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sind. Im <lritt«n Abschnitt kommeo einige Fiageu zur Sprache, die sich 
Mif die ZiuannaMisetinag der Gtuppflii beiidiML Im ▼iertea worden gewisse 
Gruppen betrachtet, zu deiMD eine yorgelegte Giappe Veranlassung gibt 
(z. B. die adjunpierte Gmppe, die Paramotergrupppn, die reziproke einer 
einfach transitiven Gruppe). Den Schluß bildet die wichtige Theorie der 
Erweiterung einer Gruppe, wozu die Theorie der Difterentialinvarianten und 
iiiTWÜuiteii Systeme Ton BiHsmtialgleichQngen gehOri 

Der Verfasser hat mit groBem Gesehiok das Wichtigste aumewfthlt 
und in gefälliger Perm dargestellt. Die BerührungstransformatiODen hat 
er ganz bei^eitp gelassen, was durchaus zweckmäßig ist. Herr Pascal hat 
auch eigene Untersuchungen Uber die Lieschen Fundamentalsätze angei»teUt, 
über die er zum Teil in den beigefOgten Noten und Zusätzen referiert. 
Wegen ihm Beurteilung Terweise idi auf die BeqprMhnngen yoo Engel 
im Rahrbach Aber die Portsofaritte der MaOiematih*'. 

Greiftwald. G. Kowauwwi. 



6. Humberl, Coors d Analyse profeseö ä i £coie f oly techmque. Tome I. 
(Galcol difflventieL Prindpes dn calcul integral. Applications giome- 
triqnes.) Paris, 1903. Ganthier-Villars. 

Das Buch setst Leser ToraiiSf die mit dem Inhalt des sogenannten 

„Cours de Math^matiqites speciales" vertraut sind. Es sind das ungefähr 
die Kenntnisse, die unsere Studenten in den Vorlesungen über „Einleitung 
in die höhere Analysis" erwerben, einschliefilioh der Elemente der analy» 
tischen Geometrie. 

In den ersten Paragraphen gibt der Verfasser Irars einige Definitionen 
and Mtze, die sich auf den Begriff des T.<imes und den des Maximums 
fMinimtims''i einer nach oben (unten) beschränkten Wertmenge beziehen. Er 
unterscheidet „obere (untere) Grenze""' und ..Maximum (MiDimum)" einfach 
in der Weise, daß er im ersteren Falle von einem „maximum non atteint'^ 
SfnAeiht. "Es folgen weiter einige Tlieovenie Uber stetige Funktionen, wob<d 
^ (von Herrn Painlev^ herrfihrenden) Bewefee an Elegani ond Steenge 
nichts zu wünschen übrig lassen. Nach Auseinandei-setzung der fundamen- 
talen Begriffe „Ableitung** und „Differential'* (für Funktionen von einer 
und von mehreren Veränderlichen) wird in einem ziemlich umfangreichen 
Ka|ntel sogleich eine Reihe von geometrischen Beispielen vorgeführt V4»n 
pSdagogisdien Gesiditsponkt ist ^eses mOglidist fröhe Heraadehen der Ih- 
finitesimalgeometrie nur zu loben. Der Studierende siebt, daß mit den 
neuen Begriffen, die er sieb eben angeeignet hat, wirklieh etwas geleistet 
weisen kann. 

Im übrigen weicht dieses durchweg mit meisterhafter Klarheit ge- 
schriebene Wnrk seinem Inhslt nadi nidit wesentlieh Ton anderen Iishibflehem 
ah. IMe Existenz und die Gnmdeigenschaften des bestimmten Bitegrals 

einer Kteti^en Funktion werden naeh einem sehr SchQnen und einft€hen 
Verfahren von Painleve abgeleitet 

Grei&wald. G. Xowalbwsxl 
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J.-A. Seiret. Lehrbuch der Differential- und Integralrechnung. 
Hit Genehmigung des Verfassers deutsch bearbeitet von Axel Haraack. 
Zweit«, dnrcbgesehfln« Auflage, herausgegeben Ton G, BohlmfttiiL und 
E. Zermtlo. Dritter Band: DilForent&ilgleichnngeB ind Varistiona* 
radmung. XH n. 479 8. 33 FSgorm. 8*. Leipcig, B. 0. Tenbner 1904. 

Die Vorzüge des klassischen Serretachao Lehriiachea besondeis her- 
vorheben, hieBe, nichteuklidisrhe rjrorn«'fnnn nach OSttingen trafen Dem 
vorliegend<»n dritten Bande, der die totalen und partiellen Differential- 
gleichungen sowie die Variation^echnimg behandelt, ist es zugute gekommen, 
daB der eine der beiden Herani^her der neuen Anflage auf dem (Sefaiete 
der Lieschen Transformationen uad geometriidien Methoden, der andere 
atif f^f^m fiebiet^ der Variationsreohnung wohl bewandert ist. Der auf dem 
verhältnismäßig kleinen Hauni von c. 450 Seiten behandelte äußerst reich- 
haltige Stoff ist im großen und ganzen der alte geblieben; wesentlich ge- 
Sndert aber ist die IMqpoiition und infolge dessen auch vielfiMli die Form 
und Anordnung der Darstellung. Ganz neu bearbeitet ist das Kapitel ftbar 
Variatioiurechnung; natfirlich konnte in dem zur Verfügung stehenden 
Ranmp keinf^ sv'^tematische Darstellung dieser Disziplin auf modemer Grund- 
lage geboten wercien; vielmehr wurde wie bisher als erreichbares Ziel fest- 
gehalten die Aufstellung der Differentialgleichungen und Grenzbedingungen 
fllr den Fall einfiuiher Integrale unter Berfieksichtignng soldier Neben« 
bedinguttgan, die in den praktisch wichtigen Fällen vorzugsweise in betracht 
kommen; dnp'^'gAri v:nrde auf die Behandlimg der Doppelintcgrale sowie auf 
die Theorie der /.weiten Variation und tlberhaupt der hinreichenden Kriterien 
grundsätzlich verzichtet und f&r dieselben auf das Lehrbuch von Kneser 
varwisBeB. 

Bei den Differentsalglsidinngen erster Ordnung haben die Herausgeber 

sieb leider wieder mit den alten formalen, auf Quadraturen basierenden 
Theorien bef'niitrt. hier allerdings einiges, / B. die Lösung dn Ja i^o tischen 
Differentialgleichung, mustergültig dargestellt und auch die geometrischen 
Transformationsmethoden Lies wenigstens in großen ZUgen angedeutet Da- 
gegen haben ne den „neueren**, d. b. eigantlieb Iftngst bekannten funktionan- 
theoretischen Entwirklungen gar keine Be 1 nuni: getragen. Es tit die 
alte Klage des Pa f : die Theorir der Differentialgleichungen erster Ordnung 
ist und bleibt das Stiefkind der meisten Lehrbttcher, die dieses Gebiet 
behandeln {z. £. Schlömilch, Pascal, Liebmann n. a.; eine rühmliche 
Ausnahme machen neuerdings Pioard in seinem Traiti, Seblesinger in 
der Schubart-Sanunlnng und Forsytb). Die klansSschen üntarsnchnngen 
von Briot und Bouquet, Hermite und Fncbs über die Differential- 
fj-leiehungen erster Ordnung mit eindeutigen Irtenralen, die prinzipiell 
wichtige Unterscheidung zwischen festen und beweglichen Verzweigungs- 
pnnkten, die Hamburgerschen grundlegenden Resultate tlber die singuläien 
Losungen, Poinear^s geometrisdie Arbeiten über die singollrsn Punkt« 
dflrfen auch in einem einftlhrenden Lehrbuch nicht mehr gans fehlen; zum 
mindesten wftre doch — schon der Vollständigkeit halber — ein Hinweis 
auf dieselben angebracht gewes>*n; vielleicht entschließen die Herausgeber 
sich dazu, in einer neuen Auliagc durch ein besonderes Kapitel die gerügte 
Ltteke des sonst raebt branebbaren Lehibuohes aossuflUlen. ~ Dagegen ist 
im 6. Kapitel die Darstellung der ftuktionenfheoretischen Untarsudhung dor 
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ÜBeftren Differentialgleichangen «nrntert wovdoL Hier wird ranlohst 

die Existenz eines Fundamentalsystems an mner regnlftrcn Stelle durch 

Reiheuent Wicklung bewiesen und sodaun durch das analoge Verfahren auch 
die Kxistoaz einer Purtikularlösung an eiu&r singulären 8telle der Bestimmt- 
heit; das Aoftreten von Logarithmen wird wenigstens durch Beispiele 
«rltntarL 

Li «in«!!! AnhMg ist siuiftdui ans d«r «Iten Auflage die Harnack* 

sche Note über das Existenztheorem in der Theorie der Funktionen einer 
komfdexen Veriinf^frlinhen wieder alK»ednickt; es fok'en dann wie 1»ei den 
beiden ersten Baadeu Schlußbümerkungea mit Literaturnachweisen und ein 
Register für den dritten Band. — Alles in allem kann auch der vorliegende 
dritte Band snm einfUireiuleii Stadium empfohlwi wetden; die Beweiie der 
Existenztheoreme sind in einfacher und doch stranger Form dargestellt; 
insbesondere aber s' Ii ii die geometrischen Deutungen sowie die lahLreieheD, 
vollständig durchgeführten B4>ispiele rühmend hervoi^ehobcn. 

Berlin. Gsoro Wjjjjkkbsbo. 



H. Fenkner. Lehrbuch der Oeometife fOr den maHumatieoheii 

Unterricht an hSheren Lehranstalten. Erster Teil: Ebene Geometrie. 
4. umgearbeitete und vermehrte Auflage. Berlin, Salle. 1903. VIII 
u. 224 S. geh. 2,20 J(f. 

K. Sckwering und W. KrimphofT. Bbena Geometrie. Nach den 
neuen Lelivpllnen bearbeitet. Vierte Auflage. Fraibiirg im Breiagan. 
Herdenebe Vedagehandliug. 1902. VI o. 186 8. gtk 1,60 M. 

Emil MllllAr, Lehr- und ÜbungebuOh dar atKUMa Geometrie mit 

besonderer Berücksichtigting des Zusammenhangs zwischen Lehr- 
sats und Kcnstruktionsaufgabe für Gymnaalen und Realsohulen. 

Berlin, Winckelmann u. .Suhutj. VMy.\ VI u. 172 S. geh. Xßi) M. 

£• Wieu&cke. Der geometriaohe Vorkursua in sohulgemiLäer Dar« 
■tellnng. Mit reichem Au%abenmaterial nehst Betultaten snm Qebrauch 
in allen Lehranstalten. Leipog und Berlin. B. G. Tenbner. 1904. IV 
n. 98 8. geb. 2,20UK. 

Dem Inhalte nach umfassen Fenkner und Scbwering-Krimphoff daa 

geometriaohe Pensum aller höheren Lehranstalten gemäß den Lehrpl&nen 
von 1901, wenn auch für die Oberstufe der realen Vollaastalten nicht 
durchweg in ausreichendem Maße. Müller bestimmt sein Buch für die 
Gymnasien und Bealadinlen und hat eine geeignete Stoffauswabl getroffen. 
Wieneito will eine Darstellung des propidetttiaohen geometristiliett Vor* 
knrfllS für den Gebraudl an allen Lehranstalten geben. Er bringt weitaus 
zn viel für höhere T.ohranptalten, hei denen für eine so umfangreiche Aus- 
gestaltung des Vorkursuä kein i'latz ist. Aber auch in den Volksschulen, 
oder wo sonst mehr Zeit iilr den propädeutischen Kursus zur \ erlüg ung 
steht, hSlt ee Be£ l&r bedaueriidb, wenn geometrisdie Sitse mit ganx on* 
geometrischer Herleitung den Schülern dargeboten werden (etwa der Sats 
Aber die Winkelsumme im Dreieck ge3tützt auf wiederholte Messimgen). 

In den (irundzügen der Anordnung und Darbietung des ^^toffe^ stimiiien 
die ersten drei Lehrbücher überein. Wlüirend Fenkner aul die besondere 
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Yertiefong des BeweisyerfUireiifl Werfc legt, betonen Bidiweriiig-Enniplioff 

und Müller, deren Bflcher sich noch durch recht gute Figuren ausseichnen, 
mehr die Aufgabenbehandlung und den ZM^atnniouLang der Aufgaben mit 
den Lehrsätzen. Fenkner iind Bchwering- Krimphoff, welche in der öten 
resp. 4ten AoÜage erscheinen, sind altbewährt und bedürfen einer besonderen 
Empfehlung niobt mehr. Möllen Bvosk ist in der geometrischen Schul- 
bnehliteiattur eine neue Erscheinung, die bestens empfohlen werden kann. 

Bei Wienecke ist die Darstellung, zumal in der als „Allgemoines" be- 
zeiebneten Einleitung breit. Das Buch gehört eher in die Hand des Lehrers, 
wo es dem Anfänger gewitt manche Anregung geben kann, als in die des 
Schülers. Die Figuren eind, trotsdem Wieneoke wlbst «uf 8. 5 hemMbebt: 
,,Je Tollkommener die SSeiehnnng, je intensiver die dureh ne Tenutttelte 
Anschauang", mehrfach nicht sorgfältig genug geoeiidinet. AnffnUende 
Beispiele sind schon die Netse der Figuren 1 bis 3. 

Schöneberg. ^* ^vu^ca. 



Robert Glaser. Stereometrie. Zweite umgearbeitete und vermehrte 
Auflage. Mit 66 Figuren. Samndung Göschen Nr. 97. Leipag 1903, 

Göschensche Verlagsbaudluug. 140 8. geb. 0.80 JC. 

Das Werkchen, von welchem im Archiv lilOl S. 196 die erste, 1899 
erschienene, Auflage warm empfohlen werden konnte, ist nach kaum vier Jahmi 
in swttter Anfinge erschienen. Es wurde dabei ein Abschnitt Uber Parsllel- 
projelction eingeschaltet, fenier fanden Kugel und PriBmatoide eingehendere 

Behandlang, und eine ganze Reihe interessanter Aufgaben wurde neu hinzu- 
gefügt. Die Figurenzahl wuchs von 44 auf 66. Die Erweiterungen sind 
dankbar zu begiiiüen. 

Schöneberg. E. Kullrich. 



J« Pfonehoil. Ovaadaiixs G^m^triquee. Bibfioth^nadeflSlive Ing4niear. 
Math&natiqiies IV. Paris 1903, Oauthier-YiUarB. 126 8. geb. 8.60 Fr. 

Dar Yerfiuser, Direktor des elektrotechniicben Institnts der UniTetsitftt 
Qrenoble, will den jungen Studierenden der technischen Wissenschaften 

grundlegenfip theoretische und praktische Kenntnisse übermitteln als Aus- 
gangspunkt für ihre Studien. Das, was bei der Beschäftigung mit der Technik 
sozusagen berufsmäßig immer parat sein muß^ und was der Anfänger zumeist 
eben doch nicht parat hat, soll in den fllaf Abteilungen: Hath^matiqnes, 
Mecanique, Physique industrielle , Eleetrieiti industrielle nnd fieonomie in- 
dustrielle der Biblioth^ue de l'Eleve zusammengestellt werden. Das vierte 
Heft des matberaatischen Teils soll im besondem zur Klarlegung der geo- 
metrischen Größenbegriffe und ihrer numerischen Auswertung dienen; die 
einzelnsii Kapitel luy^ln Ttm Längen, Wlnkebi, Exflmmungen, FlAeheii nnd 
KJbrpem nnd das letste Ton der Bedeutung der Wahl der Binheiten. Zwai 
angehängte Noten geben noch einige Verallgemeinerungen. 

Die klurt' Darstellung ist reizvoller als sonst in solchen Hanrlbüebprn, 
so bezüglich der Einführung homogener Linien, Flächen und Körper oder 
bezüglich der Benutzung der Schraubenlinie mit variablem h und r als 
Bindeglied swisohoi dsn ▼ersehiedansten GrOfien. Im letstea Kapitd gibt 
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die Behuidtiiiig der Homogesilit der geometriielMii Fwawlit Oelegenluit» 
iiodi einige ein&dfae plaaunetnsohe Fonnel]i msttiUireii. 

Das Buch bietet auch für Lehrer ans solcbeti Kreisen, ftir difi es nicht 
in erster Linie bestimmt ist, eine interanante Lektüre. Die Ausstattnng 

ist eine vortreäliche. 

Sehdneberg. £. Kulluiüh. 

Karl 8ckw6ring. ffrmimlTmg "nm. AvStBüttak ani dar Azillimfltik fB:r 
hBliaM TifthmmiitBiltiifi Zweite verbesserte Anliege. Erster Lehrgang 

1902. Zweiter Lehrgang 1903. X^^ u. 148 S. Freibnxg im Brei^au, 
Herdersche VerlagshanUluug. geb. 1.10 u. 1.50 JC. 

Die vorliegende zweite Auflaf^^e — die erste wurde im LVIII. Litcratur- 
behcht des XV. Heftes des Archivs besprochen — hat sich bezüglich der 
Stofianordnuug, wenn mm den ersten Lehrgang der UHl zuweisen soll, den 
neuen Lelnplftnen nicikt ToHetindig «ngepafit. Die negatiTen GrOfieui deren 

Behandlung schon in UIU. stattfinden soll, werden erst im zweiten Lehrgang 

eingeführt Wf-nitr^^r sf<")ren(l ist es, wenn fiia Gleichungsaufgaben nicht ihren 
Platz bei den einzeineu Rechnungsarten tinden, sondern erst zuletzt dar- 
geboten werden, da es t»icb dabei nur um eine Umstellung innerhalb des- 
tdben Lehrganges handelt 

Schwering fesselt durch seine Aufgaben vielfach das Litwesse} freilich 
zum Teil mehr dais dp-? f.-^brfntlen als das des Lernenden, so z. B. wenn 
er die magischen Quadrate berücksichtigt oder die Kestf geometrischer 
iieihen und die Potenzreste tiir verschiedene Moduln. Zu rohiuen sind die 
eingekleideten Aui^gaben. Bei der AnflOsong too Gleidrangen wird die 
Probe, dOTen Bedentang Ref. dnrehans nicht verkennt, doch wohl zu hoch 
eingeschätzt, wenn sie S. 35 allgemein als „ein wescntUehcr Teil der Auf- 
lösung" bezeichnet wird. Es dflrfte vielmehr ratsam sein, von vornherein 
SU onteracheiden, wann die Probe nur empfehlenswert, und wann sie not- 
wendig ist 

SebSnebeig. S. KvtuaoH. 

PimU. Be<dientafel „System Proell*'. Deutsches Beidis • Patent 

Kr 133265. Dresden. Putscher. Komplett Mk. 3,00. 
Die Bestandteile der in den verschiedensten LRndeni patentierten Rechen- 
tafel sind: Die üntertafel aus Kaiion, die Ubertafel aus Glimmer, die 
Gebrauchsanweisung (Vergl. auch Zeitschr. f. Math. u. Phys. 46 S. 218) 
and ein praktlaches Fattend. Die graphisdie Danteilung der Logarithmen- 
reibe in der erhebUoben Linge TOn 1,3 m ist in 10 gleiche Teile ler- 
schnitten und auf den Tafeln reihenweise untereinander angeordnet, auf der 
durchsichtigen Obertafel in entgegengesetztPTn Kichtungssinn wie auf der 
Üntertafel. Einspunkte auf der Untertafel erleicbteru die Benutzung. 

Der billigere Preis im Vergleich mit den linealformigen Rechenschiebern 
ist ein Yonsng, die Banmerq^arais dürfte nieht erbeblidi ins Gewicht fitUen. 
Bei der Benutzung erscheint das Beieiohnen einer Stelle der Obertafel mit 
einer Nadel weniger praktisch und zuverlässig als das durch den liüufer 
bei den Rechenstllhen. Auch wird su trot& des größereu Maßstabes die 
Genauigkeit nicht eutsprecbend größer. 
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Wtnn man beim ünterricht das Prinzip der logaritlunischen Bechen» 

Apparate erläutern will, ist Prodis ßechentaf'^l rf^^ ht empfehlenswprt. Eine 
dnrebsicliti ?e Uutert&fel würde die Benutzung des Projektionsapparates gestatten. 



Schwänzer. Bepetitorium der Elementarmathematik. Zum Gebrauche 
für die Schüler der humanistischen Gymiiasieu und Realschulen sowie 
Ar FriroMadittraid«. Mit S8 Fignrentefein. Mfinebto 1908. Vkc 
Kellerer. 149 8. g»b. Mk. 3,00. 

Das Buch soll vor allem dem praktischen Zwecke dienen, für Schiller 
höherer Lehranstalten ein Hilfsmittel hei den RepetItionen zu bilden, 
besouders in der Zeit der Vorbereituug auf die Reifeprüfung. Diesem 
Zwecke wird es gerecht Wenn es dabei in der Algebra vielfach auch 
nnmmiMhe Bfliepiele «liliftlt und waBw dtn positiTen Asgtbea wiaderiiolt 
Hinweise auf das Falsche bringt, so »igt däa, wie dM Repttitörium «nt 
der praktischen Erfahrung herausgewachsen ist 

Die Figuren hätten zum Teil sorgfältiger gezeichnet werden sollen, be- 
sonders Fig. 23, 27 und 31 der letzten Tafel. Auch bei der praktischen 
Tendens des Bnokea liegt kein Grand tot, Pmllelprojektiooeik — loldie 
sollen es doch wohl uAn — regnlirer Körper fsltcli zu seiehnen und bei 
dem Netz des Ikosaeden die Dreiecke mebt gleiehseitig. 

Sehöneberg. E. Kqluuob. 



Baonll^ F. K.» OryoMOpto. Sdentiai, Oetobre 1901. 

Das TOiliegende, im Verlage von C. Nand, jetzt GanUder-Villan, er- 
schienene französische Werlccbpii is;t nnrh drni Tode d^ Verfsss'^rs von einem 
seiner Seböler R. Lespieau herausgegeben. Es brin^ auf insgesamt 106 
Seiten eine möglichst vollständige Übersicht aller bisher auf dem Gebiete der Oe- 
fiierpunklBeniiedrigung ecteliiemenen Arbeiten, wobei TOn Torakerein rflkmeBd 
hervorgehoben werden mnft, daft gende tndi die dentschen Arbeiten ihre 
gebührciile Anerkennung gefunden haben. Im ersten Teile werden die 
Grundlagen und allgemeinen Gesichtspunkte behandelt. Im /weiten folgen 
die Beobachtungsmethoden. Hier werden die verschiedenen von den einxelnen 
BeobaAtem beiratsten oder konstroieiten Apparate besdnieben. Anagehend 
Ton den llttten ein&dben Anordnungen folgen Apparate für genaue^ Be- 
stimmungen. Den Schluß bildet ein PrHzisionskrj'oskop des Verfassers mit 
genauen Angaben über die bei der Beobachtung innezuhaltenden Vorsicbts 
maßregeln. Im dritten Abschnitte werden organische und nicbiorganische 
Niditelekboljte tmd im vierten endlidi die Blektrolyte beeproehen. Di« 
klare fiberdchtli^e Gliederung des Stoffes, die ausgiebige Quellenangabe 
und leicht verst&ndliche Ansdrucksweise werden dem physikalischen Chemiker, 
für dessen Gebrauch das Buch wohl in erster Linie bestimmt ist, leiclit 
eine große Anzahl von Freunden erwerben, so daß es wohl wünschenswert 
wire, wenn eine dvnfsehe Übenebni^ es aneb den Eieiaen mgtngliok 
maiJMWi wflide* die beim Cttndinin die ftemde BDraehe iSsliff »mpifin^eff- 



Bchöneberg. 



£. KULUUCB. 



Berlin. 



H. Boas. 
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£• Study, Geometrie der Dynamen. Die Zti;;ammensetzun<3 von Kräften 
und verwandte OegenstHnde der Ue(tni(=trip. Mit 46 in den Toxt ge- 
druckten Figuren und einer Tafel. Leipzig 1903, B. G. Teubuer. 
Xma.608B. gr. 8*. Freia: geh. Mk. 31.—, in HalbfranibBud Hk. 23.—. 

Nor sSgernd entscUiefit nuui sich, ein Werk von dem ümfange und 

der Eigenart des vorliegenden, das eine Fülle schöner allgemeiner Gedanken 
enthält und zahlreiche neue Forschungsrichtungen eröflFnet, trotz längeren 
Stridiums zuzuklappen und nun auf wenigen Seiten iiher seinen Inhalt zu 
berichten. Denn zur richtigen Beui'tuüung dieses dem Andenken S. Lies 
gewidmeten Werkes wtre erforderlich, in einer «Ansahl mathematischer 
Disziplinen wie Invarianten-, Gruppen- und Funktionentheorii > 1 enso heimisch 
wie der Verfasser za sein, was Referent von sich leider nicht be- 
haupten kann. 

Von den drei Abschoittea des Werkes ist der erste ^j, zu dessen Ver- 
ständnis nor wenige Vorkenntnisse, nber dwih Yertiefiing in den Gegenstand 

erlordorlich sind, der Zusammensetzung der auf einen starren Körper wirken- 
den Krilfte und Krilftesysteme mittels vprscliieiletiartiger Darstellung durch 
geometrische Gebilde und der Darlegung von Zusammenhängen dieser Ge- 
bilde mit den endlichen Bewegungen des Baumes gewidmet. Gewöhnlich 
wild eine aof einen stairen KDiper wirkende Kraft dnreh einen Stab dar- 
gestellt, d. h. durch eine an eine gerade Linie gebundene gerichtete Strecke 
(Vektor). Wird die bekannte Zusammensetzung zweier auf denselben Punkt 
wirkenden Kräfte als geometriselie Addition der entsprechenden Strd)e be- 
zeichnet, so zeigt der Verfasser auf S3hr hübsche Weise, daÜ das ein KrHfte- 
sjstam dantellende Stabsjstem, wie es H. Orassmnnn zuerst gelehrt, for* 
mal als Summe der einseinen Stäbe betrachtet werden darf, femer daß jede 
solche Stabsumme (oder Di/name) @ auf eine einzige Weise in der Nornud^ 
form S' -f S" dargestellt werden kann, wo S' einen Stab und S" ein in 
einer dazu seulcrechten Ebene liegendes 8täbepuar bezeichnet. Das aus der 
Geraden von <B' und der uneigentlichen Geraden der Ebene von 3" be- 
stehende „LMenkrm^ heiftt der Träger der Dyname, jede die beiden Achsen 
(Haupt- und Nebenachse) des Linienkreuzes schneidende Gerade eine Quer' 
(>M> des LinienlcTen7.es. Eine Kraft läßt sieh aber auch, worauf der Ver- 
fasser zuerst in den Ber, d. K. Sftchji. (ies. d. Wiasensch. 1899 aufmerksam 
gemacht hat, noch durch andere Figuren vorteilhaft darstellen. Zwei Ebenen 
9>, ^% die nicht aufeinander senkrecht stehen, aber paralld sein dürfen, in 

^ 1>«tinm>t. Bribnfdg. g«<»u«a, «U«. Ärfl 4« d»«h die 

Sdmittlinie der Ebenen bestimmte Linienkrenz sein Trftger und tg{<pfp') 
seine Öffnung heißen. Zwei Keile werden dann und nur dann gleich ge- 
setzt, wenn sie denselben Träger besitzen und der eine aus dem andern 
durch eine Drehung um die Hauptachse des Trägers hervorgeht. Jedem 
Sts^, mithin auch jeder Kraft, kann man cin-cindeutig jenen Keil zu- 
oidnen, der denselbeoi TrSger besitzt nnd deraen öffnnng der Lftnge des 
Stabes gleich ist. Unter der Summe von Keilen durch einen Punkt ver- 
steht man nnn jenen l\*'i1. <ler durch die Summe der zugeordneten Stäbe 
bestimmt wird. Die Öuinmation zweier solcher Keile kann auch ohne Zu- 

1) Die 1 r ill )! cr;*oii Abschnitte sind schon im Jahn 1901 als erstes Heft de« 
ganzen Werke» orschioaen. 

ArobiT im Mtheiwtik and Pbynk. UL ii«ilM. IX. ti 
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bilfrnnhme der Stühe durch eine eigene Figur, das Knltrapf', geschehen, 
die eingehend untersucht wird. Jede Keilsumnie läßt sich auf die Nonnal- 

torni i^l^ -f- ii'^ bringen, wo <p und (p einen von Null und ^ verschiedenen 

Winkel & einschließen, ^ und hingegen parallele und zu [«pqp'] senk- 
rechte Kbenen bezeichnen. Der Abstand »j dieser Ebenen heißt die bpetrung 

des ein Kriiftepaar darstellenden Keiles JR|^', . 

Denkt mau sich nun dun Kaum aui'eiimuderfolgend au dtiu Ebenen 
9, (p\ tp' gespiegelt, 80 ist die AufeuMüderfolge der Spiegelungen an 9 
und tp' identiseh mit ei§er Drehung mn [9 90'] um den Winkel 2^ und die 
Aufeinanderfolge der Spiegelungen an iI' und li-' identisch mit einer Schli'I)ung 
um 2i] längs [qp?»']. I>ie Zusammensetzung der vier Spiegelungen ist also 
identisch mit einer Schraubuug um den Tr&ger der Keilsumme. Jedor 
Stab- oder Keilaninme ist somit eine endUdte Bewegung ein-Mudentig zu- 
geordnet^); beide haben denselben Tiiger, 29 ist der Drehungswinkel, 2i} 
di*' Schiebungsgrößo der Bewogimg. Der geometrischen Addition von Keil- 
oder Stabsummen entspricht dann die lineare Superposition von Bewegungen, 
die nicht mit der gewöhnlichen Zusammensetxung endlicher Bew^ungea 
TerUuuelit werden darf und dnrdi folgenden Sati yerstKndlicber wird, ^na 
Bewegung f&hrt jeden Punkt x in einen Punkt x über und bestimmt bier- 
durch eindeutig die Mitte x der Bewegungssehne jrx'. Umgekehrt ist jeder 
Punkt des Raumes für eine rorgegnbene Bewegung Mitte einer einzigen 
Bewegxmgssehn'\ Bezilglich der den Stabsuaunen @|, @|, @,, . . . zugeord- 
neten Bewegungen wird daher ein beliebiger Punkt Hitte von Sehnen 

^fi^s« ^s^si - • • bezflgl»^ der der Summe -|- 6| -|- @g + • * . 
zugeordneten Bewegung Hitte einer Sehne xx' sein. Der Stab xx' gAi 
dann aus dm SMhrn r^rl. 3*3^3, ••• durch geometrische AddUion hermr. 

Versteht man unter { ^xjc't^i^' ) die durch aufeinanderfolgende Spiege- 
lungen an den Ebenen hervorgehende Schraubuug, so folgt mittels der Be- 
merkung, daß die Spiegelungen an twei orthogonalen Ebenen vertausohungs» 
fithig sind, [tp^'il^t^'] = (qpt^tp'i^'} = {tp^i>] {^^'i^'}. Die durch die beiden 
Klammem bezeichneten Operationen sind Um Wendungen um die Türnden 
\<prl' \ X u. [<p'tl''] - die die Splirnubenach.se orthogonal schneiden, fb ti 
Winkel # einschlieUeu und du- iiürüeste iüuliernung ij iiaben. Die i igur 

sweier in bestimmter Folge genommenen eigentlichen geraden Linien 3£, % 
die sich nicht unter rechtem Winkel schneiden oder kreusen, heiBt ein 

MßU» tg(S|)) seine Öffmmg, die kttnceste Entfenmng der Geraden 
dist(Xf)) seine Länge und das Linienkreuz, von dem St Querlinicn sind, 
sein Träijer. Für tg(3lC'^l 0 heißt der Motor ein Translator und für 
dist (i^j) ^ ü ein Uotor, weil die zugeordneten Bewegungen dann Schiebungen 
bczw. Drehungen sind. Gleich heißen zwei Motoren dann und nur dauu, 
wenn die sugeordneten Bewegungen ftqui¥alent sind, d. h. wenn die Motoren 
denselben Triger, gleiche Ofliiung und gleiche Linge besatsen. Jeder Motor 

r Auf die DarBtelluii^' eiiH>r Scliranbun^' tlnrch eine Stabsunmie weiHt schon 
H. Graütiiuuun in seiner Auädehuuugälehre vom Jahre 1862, Anm. 't\x % 347 liin, 
nur soll nach ihm, Venn wie oben <B' -|- 6" die Normalfom einer Stübäumme 
ist, 2' ilie Sclilebung und 3" 'He Drehung „reprilsentiereu", was wohl seigt^ dafi 
er eich uichl ouigelieuder mit dieser Darttl«lluug beBuhäftigt hat. 
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stellt auch elno Dyname, ein Translator insbesondere eine Einzellcraft dar. 
Sind demontsprprhon'l diM \fot.trpn ^JZ, SK, , 'i^l, den Stabsummen ©, @|, 
zugeorduet, und i^i o = T "^j* heiiit die geometrische Summe von 
Vt^ und SD^. Die interanante IcoastralcliTe DurohfBhmng dieaor Sunmiftlion, 
die aieli immer auf den Fall zweier )I ^ r n mit denelben Anfifcngellnie 
turückfOhren läßt, wird eingehend behau 1 Ir 

Schließlich stellt der Verfasser die Kratt noch durch einen (^uiii dar. 
Darunter versteht er die Zusamraeuütelluug eines Punktes g uud einer 
Ebene die nicht Tereinigt liegen, in beetiaimter Folge. Die am { auf p 
geftllte Lotlinie itt die Hauptachse de« Quirlträgers und die Länge dteeee 
Lotes die Länge des Quirls. Wird jedem Quirl ein Stab desselben TrBgers 
zugeordnet, dessen Länge der Quirllänge reziprok ist, so läßt sich die Quirl- 
summe annl))g wie früher definieren. Dabei wird man auch auf uneit/mi- 
Uehe Quirle geführt, bestimmt dnreh eine Ebene o imd einem unendlieh 
fernen Punkt |, der aber nicht in der zu cd senkrechten Richtung liegt. 
Die zur Addition von Quirlen benutzto Figur ist das Quirltrapf^. Der Ad- 
dition von Quirlsummen entopricht die korrelative iSuperposition von }ie- 
wegungen. Mit ihr hängt der vom Motor nur in den Grenzfäileu ver- 
schiedene Begriff des Iwpiünn susammen. 

AnBer der obigen geometarischen Addition tob Motoren wird noch «nc 
skreomdriscke Addüion betraehtei Beseiohnefc man nSmücb als ßpemmg 

ebu» Maton die QrOfie 

cos»»ng(SD) 

■und ordnet jeder auf die Normalform gebrachten Kcilsumme S' -(- ^" einen 
Motor von demselben Träger zu, dessen Otlnung gleich der Öffnung des 
Keiles St' und dmm Spernmg gleich der Speirong des Keiles ft" ist — 
den der Keilsomme afßikrtm Motor so entspricht der geometrisohen 
Addition von Keilsnmmen die storeometrisehe Addition der Motoren und 

dieser die dertomdrigche Sn^^erpoaUkm too Bewegungen. Beseiehn«i 9^, 
9^ iwM Motoren mit derselben An&ngslinie D, so erbllt man die Ettd> 

Unie 3 ihrer attreometrischeu Summe Si^,, unter DX die D und 3£ senh^ 
recht schneidende Gerade verstehend, auf folgende Art: Man konstruiert 

- DX^Öi - 0|)i 3E, = d\. )0,-DDxi 3E,»3y), ».-^2, dann 

i«t S = 

Wird durch eine Bewegnng die Gerade X in i' übergeführt, so existiert 
eine ümwendung, die auf gleiche Weise 3t in £' überführt, d. h. dieselben 
Punkte der Geraden rar Deckung bringt; deren Achse mOge die eigent* 

liehe Winkelhalbierende von 3£ und X' heißen. Für eine sweite Bewegung 
ist X* eigentliche Winkelhalbierende eines einzigen Paares zugeordneter Ge- 
raden ^, fl'. Die durch stereomcü-isehe Superposition aus den beiden Be- 
wegungen hervorgehende ordnet zwei solche (Jeraden 3i S "^^^ Wiukel- 
liaDuorenden X* einander zu, daii der Motor die stereometrische Summe 

der MuLoren und 31^, ist. Die drei zugeordneten Geraden 3£, 36*, I' 
definieren zwei Transformationen von der Eigenschaft, daß, wenn von diesen 
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Tieratlen eine da« Nornialeniipt?. einer geraden Linie (oder ein Pan^elbfindel) 
durchliiut't. (lassellio iMf beiden andereu tun. 

Für iutiuitesimaie Bewegungen decken sich die geometrische und Stereo- 
metrische Snperposition mit der gewöbnliohen ZaBammeasetning. 

Der zweite Abschnitt, der sich damit beschäftigt, zu den im ersten 
gefundenen Sät/en das altjebraisclie Äquivalent aufzusuchen, besteht selbst 
aus zwei versihiedenen Teilen, von denen ich den ersten bis § 2'6 rechne. 
In diesem Teile wird zur algebraischen Begründung der Geometrie der 
Dynamen die gewöhnliche analytische Geometrie seil«! in einer BiehtuDg 
weiter gebildet, die die Beachtung der Geometer verdient, ^icht Methoden 
braucht der Geometer, die alles Mögliche umspannen", sagt der Verfasser 
(B. 124), ..sondern etwas ganz anderes: Algebraische Prozesse, die möglichst 
eng stiucn Problemen angepaßt sind; Prozesse, die in einem viel weiteren 
Umfange, als sogenannte allgemeine Methoden maßkr%€ar i&aA im eigcot- 
Uehen Sinne des Wortes, indem sie nftmlich gesehlossMie Endfonnelii liefern; 
Methoden, die überdies auch möglichst schnell zu diesem Ziele führen, wo 
immer es sich erreichen läßt. Ein wesentliches Erfordernis dazu aber ist, 
bei umfangreichen Untersuchungen jedenfalls, eine dem besonderen Gegen< 
stände angemessene FoimelsprM^, Mn Kalkfll, der es dem Geometer er- 
mfiglicht, seine Konstmktionen dniiBh Zeichen auf dem Papier tUbenichtlieb 
darzustellen.'^ Dieser Kalkül ist mit dem Grassmannaehen nahe verwandt, 
lehnt sich jedoeh auch an die in der Invanantentheorie gebräuchliche sym- 
bolische Bezeichnungsweise an. Näher darauf einzugehen verbietet der 
Raum. Allgemeines, von dem vorliegenden Zwecke unabhängiges Interesae 
hat jedoch der § 17, wo der Zusammenhang der in den ersten Elementen 
der anal3rtischen Geometrie auftretenden LrationalititeB mit der OriMitternng 
der Gebilde Erörterung findet. 

Ein tranz neuer Gedanke, der alle folgenden Untersuchungen beherrscht, 
zum gr«>Uten Teile wohl auch veranlaßt hat, tritt mit § 23 ein. Bezeich- 
nen I und ^ reelle oder gemdne komplexe Zahlen nnd bildet man daraus 
unter Benutzung der Einheiten 1 und e die höheren komplexen Zahlen 
I 4- 7/f, fiir weli'liH die gewöhnlichen Gesetze der Addition und Multipli- 
kation, l'enier das spezielle Oeset?. 0 gelten sollen, so heiüen diese 
Zahlen diwlf Zaiiku, | ihr skalurer, ihi- icktoiieUer Bestandteil; sie sollen 
reelle duale Zahlen genannt werden, wenn | imd i} reell und. Das Fro- 
du' t Weier solcher Zahlen kann verschwinden, ohne daß ein Faktor ver- 
scliwindet. Purcli Potenzrcihen von = | -f- werden fti/nektische Funk- 
ttontn der dualen Veränderlichen detiuiert; insbesondere lassen sich auf diese 
Art siu tp und cos tp definieren, zwischen denen dieselben Beziehungen wie 
für gewöhnliche komplexe Argumente bestehen. Bezeichnen water BEg^, .^^3; 
Sign, Sfi; JEgg, Zusammengehörige Paaie von Plückerschen Koordinaten 
eines reellen Gewindes (linearen 8trahlenkomplezes), SO kann man sie in 
die drei reellen dualen Zahlen 

snaammenfasBen. Multipliziert man diese Größen mit einer beliebigen doalen 
Zahl von uichtverschwindendem skalaren Bestandteil, so zeigt sich, daß die 

Bestandteile .Y' der neuen GrJ^ßon die Koordinaten eines koaxialen Gewindes 
oder Liniengebüsches (— > speziellen 1. Komplexesj darstellen. Hiebt man also 



Digitized by Google 



Rezensionen. 



85 



die drei reellen dualen Größen , , X, als Verbältnisgrößen in dem 
Sinne an, daß eine gleich zeitirre "Multiplikation dieser Größen mit einer 
dualen Zahl q = a -\- re i (T 4= 0 1 gestattet wird, so können sie als ein 
System von Strcüdenkoordinatm auiget'aöt werden, indem sie das ganze 
koaxiale BQsdbel, nüfldii auch dessen Achse bestimmen. Sie sind Koordi- 
naten eines eigentlichen oder uneigentlieken Strahles, je nachdem ihre ska- 
larpn Bestandteile wenigstens teilweise von Null verschieden sind oder sämt- 
lich verschwinden. Der Verfasser nennt das durch X■^^ : Xj : Xj bestimmte 
Gebilde Strahl zum Unterschiede von der geraden I^oie, weil im imagi- 
nSren Gebiete diese Koordinaten su anderen Erweiterungen des Begriffes 
föhren als die Pltick ersehen Linienkoordinaten. Im reellen Gebiete sind 
beide Begriffe identisch. 

Sowie eine Gerade im Bündel durch drei homogene gewöhnlieho Knonli 
Daten besÜmmt ist, ist ein Strahl im llamue durch drei homogene duale 
Koordinaten bestimmt, und da fftr die dualen Zahlen im allgemeinen die- 
selben BechnnngsgesetBe gelten wie für reelle ZaM«i, so wird man geo- 
metrische Sätze, die für die Geraden im Bündel gelten, auf die Strahlen im 
Räume übertragen können. Zafolge dieses merkwürdigen Überiroffung»- 
prmeips entsprechen einander 

im Bündel ' im Räume 

die Geraden eines Büschels; j die Querlinien eines Linienkreu^es 

j (^Normalennctz einer Geraden); 

der gemeinsame Strahl zweier Büschel; der gemeinsame Strahl zweier Nor- 

I malennetze; 

swei rechtwinklige Stoahlen; | zwei Strahlen, die sich rechtwinklig 

I schneiden; 

zwei Strahlenbüschel in senkrechten i zwei Nonnalennetze, deren Achsen 

Ebenen. j sich reditwinldig sehneidwL^) 

Setzt man 

X, Y, -f X, 1\ + X, r, (XY) 



cos {XX) 



so ist damit der ekuüe Wmkä zweoBt Strahlen definiert nnd es Iftfit sidi 
eine IkrifftMumOrie ßr dm Strahlenraum aufteilen. 

Von besonderer Wichtigkeit ist noch der Sats, daß jede lineare Trans- 
formation 

X,' = 0, j Xj + 0^ j Xj + 0, 5 X„ ii = 1. a, 3) 

zwischen deren dualen Koeffizienten dieselben Bedinf^ingsglelehungen wie für 
eine orthogonalf» Transformation im Bündel bestehen, die aUgetneinstc Be- 
tcegxtng im Räume (in Strahlenkoordinaten) darstellt 

Dritter Abschnitt. Als Ziel dieses Abschnittes wird vom Verfasser 
^ üntersndmng der linearen Mannigfaltigkeiten von Dynamen oder der 
linearen Scharen von infinitosimalen Bewegungen hingestellt, wobei das 
Äugenmerk besonders auf die von den Hauptachsen der Dynamen geViildeten 
geometiischen Orter gerichtet werden soll. In dieser Hinsicht wurden durch 

1) Vgl. hierzu E. Müller, Ein Übertaragongsonnsip dee Henn E. Stndjr 
DiMe ZeitMOnia («X 6 (190»), S. 104-113. 
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di« Torliegenden Untareuohimgen viele Locken ausgefüllt, indem alle De- 

generationsfalle eine genaue Untersnchnnt^ erfuhren. Trotz des großen 
Interesses, das diese Untersuchungen an und für sieh besitzen, dürfte lür 
die Geometrie noch wichtiger die Entvfickhing der Grundzüge neuer Arten 
▼on Liniengaometrittii Min, die im Sinne Ton F. Kl eins Iblenger Programm 
durch Transfonnationagnippen definiert werden. 

Denkt man lieh die Mannigfaltigkeit aller Strahlen doppelt überdeckt*) 
(jeden Strahl zweimal) Tind bezeichnet die homogenen dualen Koordinaten 
eines Strahles, je nachdem er zur ersten oder zweiten Sdtüdit gerechnet 
wird, mit Xj, X,, oder 27^, T«, dum soll die lineare Transfor^ 
matum mit Iwliebigeii dualen ^lefifiiienten o,« 

i; - Xi 4- -f 0,3X5, ««1, t,») 

wo der skalare Teil von "= | ttiiOjja» | ungleich Null ist, eine duak Kol- 
lineaUm und, wenn b^^ » ist^ 

V. = b.i ir, + 6., + haUt ('-1.«,« 

die dazu konirayrtdiente Transformation heißen. Diese Transfumiatioiien 
bilden eine Onippe Oj«. 

Die wichtigste Eigenschaft dieser Transformationen besteht darin, daO 
sie Nonnalennetze eigentlicher Sirablen in ehensolrhe üherfilhren . ent- 
sprechend der Eigenschaft der gewöhnlichen KoUineaüonen iui Bündel, 
Strahlenbüschel wieder in solche überzuführen. Durch Zusammensetzung 
dieser Tran8f(ffmationett mit derjenigen, die jeden Strahl erster Schicht mit 
dem darAber liegenden zweiter Schicht Tertauscht, erhalt man die dualen 
Korrelationen. Die Gruppe der Beweg\mgen ist in der Gruppe (tj, als 
Untergruppe enthalten und dadurch charakterisiert, daß sie das Übereinander- 
liegen von Strahlen verschiedener Schu hten nicht ändert. Setzt man die 
dualen Kollineationen noch mit den perspekÜTea X]inIiciikeitBtranBfoima1i(me& 
aus einem Zentrum sosammen, so eibAlt man eine Gmppe die Gni|ii»e 
der radiaJen Projchiniätm. Di^e Gruppe besitzt ein besonderes Interesse, 
weil sie alle Transformationen von Strahlen umfaßt, die aus dem Normalen- 
□etz eines eigenlliehen Strahles wieder ein solches hervorgehen lassen. Jede 
der Gruppen G^^ und G■^^ definiert eine Strahlengeometrie. In der Geometrie 
der änuAen Pngdc^vHOte» ist das duale Don^lTerbilinis von Tier Strahlen 
P* Qt B eines eigenflioliMi Nonnalennetäes 

_ Bin (PR) sin (PS) 
•''"flin(^Ä)*8in(^?Ä) 

eine Invariante, hingegen nicht in der Geometrie der radialen Projektibri- 
täten. Ersterp onfspriiht völlig der projektiven riconictrio im Strahlen- 
hftndel. Wenn die S!r;ihlen zweier Nonnalennetze einander ein-eindeutig 
so zugeordnet sind, daß die dualen Doppelverhftltnisse entsprechender Strahlen 
(detselbsn oder Tetsefaiedener Schidit) eimuider gleich stnd, so beißen sie 
dmH^prqfd^; awei Nonnalennetie Tenchiedsner Sebibht beifien 



1) Diese Doppelüberdeckuug entspricht der Dualität im Bündel und l&flt die 
Deutung zu, daß jeder Strahl all THIger einci NormaleimetBee oder ab einfiMsher 
Stsabl betrachtet werden kann. 
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dwü-perspeltiv , wenn jedem Strahle des einen Netzes der ibn nomal 
sclineidende des anderen zugeordnet ist. Dual -projektive Beziehungen zweier 
Nonnalennetze kömieu durch Einschaltiuig von Normalennetzen, deren jedes 
zum Torhergehenden perspeldaT liegt, konstruktiv hei^i^teUt w^en. Durch 
Tier Paare sugeordnetor Strahlen ist eine duale KoUineatioa (oder Korrelation) 
im Räume bestimmt; die Konstruktion des einem ftlnften Strahle zugeord- 
net<>n gescbi^'bt dann durch wiederholte Anwendung derselben Konstruktion, 
nämlich des Ziehens der gemeinsamen Normalen zu zwei Strahlen (was nach 
dem Übertragnngsprinzip der Aufsuchung der Schjoittlinie zweier Ebenen 
enteprieht). 

Wie der Verfasser zeigt, ist es anmOglioh, dnreh etetig«» Änderung der 

Koordinaten A'^ ein St mhlenkontinuum zu erklären, dessen Eigonsrhaften 
denen des Ptmktkoutmuums der projektiven Gfometrie oder des l'liicker- 
scheu Linieukoutinaums vergleichbar würe; wenn man uiimlich auf einer ein- 
diinensionalen analytischen Mannigfaltigkeit unserer Strahlen (z. B. schon 
bei einem ParaUelembllsehel) von eigentlichen /.u uneigentlichen Strahlen 
nhergeht, so gelangt man stets zu eincni t(n1>f>liiiim(('n uneigentlichen Strahl 
« ines gewissen Tlflschels. J)as dun'h liie Koordinaltn V <h'(inicrte Konti- 
nuum heißt deshalb ein irngtdäres Strcüilenkouiutuum. Zui Ergänzung der 
im Endlichen verlaufenden eigentUdien Strahlen durch uneigentUehe vn einem 
abgesehloesenen Kontinuum werden ^rüMmkoordmoim 2, Art durch die 
Gleichungen , 

Ayl ) «.Vil ■ • , Aj - Agg 

^ 1 



*ii " i « Tf 
*08 *1« 
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eingefiihrt. Die in diesen Koordinaten da» Normalennetz eines Strahles dar- 
stellenden Gleichungen behalten auch dann einen Sinn, wenn der Strahl ins 
Unendliche rtlckt. Sie stellen dann alle Strahlen eines gewissen Parallel- 
bfindels dar, welche Figur Punkistrakl genannt wird. Man kann sich die Vor^ 
Stellung bilden, da0 nn Strahl, der in einem Parallelenbfisdiel ins Unend- 
liche rückt, im GrentfaU zu einem Punkt zasamtni-nsrhrumpft. Diese oo* 
„Punktstrahlen" verhalten sich gegenüber den radialcTi Kollin eationen wie 
die „Punkte'* der unendlich fernen Ebene gegenüber gewöhnlichen Kolliuea- 
tiooen in dieser Ebene. Dem Normalennetz eines eigentlichen Strahles 
gehört cm eigentlicher Pnnktstrahl an, wtbrend jedem Parallelenbttndel oo* 
Ponktstrahlen eines uneigentlichen Strahles in der unendlich fernen Ebene 
zugerechnet werden müssen. Die Gesamtheit der ^* eigentlichen und der 
00* Punktstrahlen bildet nun ein abgeschlossenes Kontinuiun, das erste nniVtr- 
liehe SirahlcnJcotUmuum, das den weiteren Untersuchungen gewöhnlich m- 
grunde liegt 

Diese Untersuchung gibt ein tyj)is( hps Beispiel für das an vielen Stellen 
aiisdril( kli(.-h betonte Bestreben des Verfassers, auch in der Geom^-trie alle 
eingeführten Begriffe genau zu umgrenzen, das Augenmerk nicht bloß auf 
den „allgemeinen Fali^', sondern auch auf die möglichen Ausartungen zu 
riditoi, damit d«r Geltongshereich eines ansgesprodienen Saties stets völlig 
bestimmt sei. Diese Aar^ng wird gewifi ihre Früchte tragen, IdLtte sie 
vielleie-ht aber auch dann getragen, wenn der Herr Verfasser mit dem armen 
(leometem nicht gar so scharf ins Geriebt gegangen wftre. 
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t)ber eone drifte Art von StrftliienkoordJiiateii, die emgefttbii werden, 
gelie ich hinweg; ebenso ftber die Betnektong der imaginären, d. K dnreh 

komplexe duale Zahlen definierten Strahlen, in deren Gt hiet es cigfiitliche 
Strahlen gibt, die nicht zugleich als iniaginSre gerade Linien oder be- 
stimmte gerade Linien angesehen werden können (akgessorische StraJilm und 
Minimalstrcüilm). 

Die Khunifitattion der linearen Syatone YOn Gewinden erfolgt hiniieht^ 
lidi deijenigen Gruppe T^g (und gewisser Untergruppen) von Oewindetnoa* 

fonnationen, die koaxiale Büschel wieder in solche trangformipren. "Die 
Örter der Gewindehauptaclisen dieser Systeme, durch gewisse irreduzible 
Grenzmannigfaltigkeiten zu abgeschlossenen KonÜnuis ergänzt, werden als 
Kettm beaeichnet, besonders untersneht und in ihren SpezialfUIen aufgecBhlt. 
Die ekldimcnsionalr Kette deckt sich, soweit reelle Figuren in Betracht 
kommen, mit den Erzeugenden eines Caylei/Ufhen '/.ylindrouh oder mit don 
•Strahlen eines Strahlbflschels, welche heiden Gebilde dnrcli reelle duale 
KoUineationen ineinander übttrlührbar bind. Die zwei- und driiUimensionaim 
K^tm sind im allgemdnen Falle die nplanarc KäUkhtmgrumg nnd der 
Kcttenkonyiieaßy wAhrend die ^erdimensionale Kette das ganie Strahlen- 
kontinuum umfaßt. Von den umfangreieh(ii üntcrsnrhungen über diese 
interessanten Kuumgehilde sollen nur wenige leichter verständliche Sätze er- 
wähnt werden, die aber durchaus keine Vorstellung von der Reichhaltigkeit 
geben können. Legt man durch den ein Nonnalenneta (eine spezielle pla- 
nare Kettenkongruenz) detiniereuden eigentlichen Strahl einen Rotations- 
zylinder, so sind dessen Punkte ein-eindeutig anf die Strahlen des Netzes 
80 bezogen, daß den Punkten einer Ellipse mit dem Zylinder die l^trahkn 
einer Kette im Normalennetz perspektiv zugeordnet sind. Jeder KoUincation, 
die dm Zi^inder in Buke JUftt, isi dann eine radiak Fri^ekticUm im Nette 
MVifeordnet und umgdtM (S. 348). FHlli man aus einem Funkte O all- 
gemeiner Lage auf die Strahlen einer ein- oder zweidimensionalen Kette 
Lote, so ist der Ort der Fnßpunkte eine Kurve 2. Ordnung, bezw. eine 
Steinersclie Fläche (p. 346). Bewegt sich ein Strahl derart, daß er einen 
Darchmesser eines Botatiooi^Mraholoidet senhrechl achneidrt und aiofierdan 
das Paraboloid berührt, so beschreibt er ein Zjlindroid (eine Kette) (p. 366). 

Deutet man die aus den Strahlenkoordinaten 2. Art gebildeten Größen 
J!, X^, •■^2^:!" -^V^i ' -^i'^V -^ii' '^221 '^.i.i homofjene Punktkoordinaien 
eiueB so wird das erste naliu liehe Strahleukuutiuuum auf eine Punkt- 
mannigtaltigkeit (6. Ordnung) dies^ Raumes abgebildet. Von den vielen 
ans dieser Abbildung hergeleiteten Folgerungen (§§ 37, 33, 33) sei nur die 
wichtigste erwähnt. B^tradltet man die aplanare Kettenkongruenz als 
Element des Strahlenraiimes, so besteht zwischen der Euklidischen Geo- 
metrie und der dual-projektiven ein ähnliches Verhältnis wie zwischen der 
projektiven Geometrie in einer einfach -ausgedehnten und der projektiven 
Geometrie in einer zwdfach ausgedehnten Mhnnigfaltigkeit (S. 401). 

Schließlich soll noch kurz des Anhanges (8. 555 — 594) gedacht 
werden, in dem der Verfasser die Onindztitre einer neuen Methode der Äi'iw- 
matik skizziert, da diese Metbode sieb allem Anscheine nach als besonders 
fruchtbar erweisen dürft«. Vier reelle duale Zahlen A„, A'j, A'j, Xj, deren 
shalare Tdle nicht sHmtlieh rersdiwindeii, können immer ab homogene 
Koordinaten d«r Lage eines stanen Kihpers, eines Somß, betnchtet werden. 
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Den staiTMi EOiper dnrf man sich durch ein rechtwinkliges Ach.scnkrouz^ 
auf dessen Achsen die positiven liii htunpen fixiort sind, er.spf?t r^Anken. 
Zwei Somen belik^n puraUd, wenn äie durch eine SchiebiiDg, htmv^ymmdrali 
wenn sie durch eine Umschraubung, «|fiiiiN«(ral, wnm «e dnidi eme üm- 
wendvng ansemander bervorgdiea. Zwei Somen ü und X und dann und 
nur dann ^Tmmetra], wenn ihre Koordinaten der dualen Oleichung 

genfujpn. also einer Gleichung, die mit der für das Ineinanderlicgen oin^s 
Puuktoä und einer Ebene in der projektiven Geometrie identisch ist. Wie 
in dieser Geometrie alle Bnearen T^amfemnattonen das Ineinanderlicgen un> 
geindert lassen, so lassen hier alle duat'pMsdcthm Transfonnationen 

A'.: = Q,oXo + Ai + a,2 A, + a^s A3, i,t,i) 

wo — + a^^e und , »i»«!!«»«»» 1 =)= 0 ist, 

zusammengesetzt mit den Ähnlichkeitstranafonnationen, die sjmmctrale Lage 
zweier Somen ungeändtrt DiH<;e projfkiii'en SomciUransformati&Mn bilden 
eine Gmppc mit 31 west'iitlicliea Parametern 

Lassen sich die »kaiaren und vektoriellen Bestandteile der A'^ als liueare 
homogene Funktionen yoa r + 1 Parametern ausdrucken, so heiBt die da* 
durch bestimmte Mannigfaltigkeit von oc'' Somen eine r'^imensiotude Somen- 
krüf ( C^). La-s^MTi siih (lic A', in'^lx'Son'liTf iih lineare stfnrktische Funk- 
tionen von Q Parameteni ausdrücken, so lieiÜt die Kette synektisch. Hierzu 
gehören die gerade und die ebetw Kette {C\ bzw. C\). Die Mannigfaltig- 
keit aller Somen wird doppelt überdeckt gedacht, entsprechend den kontra- 
gredienteu dual -projektiven Transformationen. Die symmeti*ale oder hemi- 
symraetrale Lage zweier Somon vorscliifck-iuT Srliidit werden durch somatisclie 
ProjektivitHten nicht geändert. Die Ketten ordnen sich zu Paaren als rc:i- 
prok an, indem jede von beiden aus dornen besteht, die zu sämtlichen der 
anderen fliymmetral oder hemisymmetral sind. Diei Somen ITj, 27, 
z. B. bestimmen dtie ebene Kette {U^U^Ü^lf) — 0 und diese ein reaprokes 
Sorna X Es gibt also zti drei Lagen eines starren Körpers immer eine 
viert«, die aus den dreien durch J'mtcmdunnm hervorgehen (Konstruktion 
von C. Stephanos). Die Ketten werden (^hinsichtlich der Gruppe klassi- 
fiziei-t und aneh konatrmeii. 

Unter den somatischen Phi^dctiTitaten nnd insbesondere jene von 
WichtigWIt) die die duale quadratische Fonn 

(xx)-x;-f x; + Ai + A5 

nur um einen dualen Faktor ändern; sie werden nrfhnfjnnal-somatisch genannt. 
Die Geometrie dieser Gruppe ist im wesentlichen identisch mit der 

mchteuklidisehen Geometrie im Baume konstanter positiver Krümmung. 
Geht das Sorna X in das Sorna T duroh eine Sehranhung mit dem Drehungs- 
winkel 2^ tmd der Schiebungsgröße 2ri über, so heiÄt ^ i}e die duale 
Entfernung der beiden Somen. Eine einfache Bechnung seigt dann, dafi 

arc COS - - =— * + «f 
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ist, daß also die duale Kntfernunp zwoicr Somen eine analoge Bedeutung 
wie die Entfernung zweier Punkte im Räume konstanter positiver Krümmung 
hat, Tor allem als Invariante gegeuttbor den olthogonal-somatisohen Trans» 
formatioiian. Zw« besEflgliob ftqoiyalente 8ainmimaiiiiigftltiglMtten nnd 
kongrDMiti und es entspredien Um«n in meebanischem Sumt Iquitalants Be- 
wegungen. Die Spipprhinp an einpra Sorna kehrt die IVu-Psning nm. Daraus 
erkennt man, daß jedem Satze der niohteuklidiächeu Geometrie ein kine- 
matischer Satz an die Seite gestellt werden kann. Damit ist die nicht- 
eaklidiedie Osomstne in ein TÖUig nsuM LiGiht |[6f1ldlct und ein neues msilc- 
würdiges Beispiel f&r das Vorkommen logisch-^eiidier ScUaAfolgen in ver» 
SChiedenen mathemntisch»>n Disziplinen gefunden. 

Zu (Ion ziemlich zahlreicUeü neuen Begritfshildnngen, über die man sich 
mitteli» des angelugten aiphaltetischen Inhaltsverzeichnisses leicht zu orieuüert'u 
vermag, wurde der Verfasser nach «gener Angabe geflihrt, indem er von 
der niehleuklidischen Geometrie ausging* Vielleicht hätte er einem großen 
Tieserkreis einen Gefallen erwiesen, wenn er auch hei der Darstellung diesen 
weniger elementaren, aber überblick gewährenden Weg eingeschlagen hätte. 
Der Eauptteil des Werkes zeigt, von welchem Nutzen Systeme komplexer 
Gr&Ben innttbalb begrenzter Gebiete geomeiaischer üntersachungen sdn 
kSnnen, nnd berechtigt den Verfasser gegenüber einer vielverbreiteten Meinung 
zu dem Ausspruch (S. 596): „Keine Art der Urteilsbildung erheischt wohl 
größere Vorsicht, als die Abschätzung des zukünftigen Ertrages irgend einer 
Forschungsrichtung'^ Trotz dieser Mahnung zur Vorsicht mag ich die 
Meinung niehi unierdrOeken, dsB das TOrli^nide "Wext den Ausgangspunkt 
mancher neum wissensehafUiehen Arbeit bilden wird und die Beachtung 
weiter mathematischer Kreise Terdieni Diese Meinung dttifte die LSnge 
des Referates entschuldigen. 

Wien, im MArz 1904. E. Müm^ 



VermiBchte Mitteilungen. 

t Anligabeii nnd Lehn&tie. Lösungei. 

A* Aufirabea und JLefersltic. 

121. Die hjpeibolisidie Spirale und alle Zykloiden kjfamen als be- 
sondere Fälle der Kurve angesehen wer lpn. welche in kartesisehen recbt> 
winkligen Koordinaten der folgenden Farameterdarstellung fähig ist: 

, (a — Ii C03 q))hq> . , (6 ^ ^ »in 

Diese neue Kurve soll eiüiuscht werden. 

Genova. Gino Lobia. 

1S2« Wenn die Plttekerseben Kowdinaten zweier sich kreusenden Ge- 
raden gegeben sind, so soll man di^«iig«i der Geraden berechnen, welebe 
dieselben rechtwinklig schneidet 

Genova. Ging LiOkia. 
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ISS. Die den nnendUeh fenun Punkt der «-Achse enthaltende 
Hyperbel, welche den Einheitikrna im oberen Seheitel (0 , l) und in den 

ScheitelprojeIctionMi der drei Punkte (oos^, 0), (oos ^ 0), (cos , 0) 

«ebaeidet, hat im entgegengeeetsten Bcbeitel (0, — l) eben Brennpunkt, die 
Aspiptotenneigung 5 : 41 « 3 : 8 und den Parameter : a » 1. 

Holxminden. Q. Kobbr. 



«^iin mwn von einem Kegelschnitte in emem seiner Punkte i* 
die Richtung der Tangente PT und in dem Mittelpunkt« 0 die Richtungen 
der Aduen OÄ und OB kennt, ao kann auf der Noimalen PN der 
bOmmungsmittelpunkt K rein linear^) auf folgende Weise gefunden Verden: 

(OA , PB) - Ä% (OB , PJV) - JST", 

(OB, PA) = A", {QK'\ PB) - Jf', 
{A'Ä'\ PI) ^ V, ^0K\ PK") = K. 

Holzminden, Februar 1905. G. Kobbr. 



ItS« Den Satz zu beweisen: Sii^ die Elraiente Jeder Vertikal- 
oder Horixontafamhe einer Deteminante sechster Ordnung durch bilineare 
Begebungen der Form 

«««u + Oct«« + «««« - 0 (t - 1, 2, . . . «) 

▼erbnnden, so bestehen auch zwisehen den zugehörigen Unterdeterminanten 
«II Balationen der Form 

Cf„«U + «<2«<5 + «^3«<6 = 0 (t = 1 , 2, . . . 6). 

Wie lautet die Verallgemeinerung dieses Satzes? 

Berlin. E. Jaunen. 

126. In Erweitenmg eines Steinersehen Satses, der für das Tiereck 
gilt (Oes. W. I, 16S), die folgmde Foimel für das Ffinfeck zu beweisen: 

wo die m^ die Verbindungsstrecken der Diagonalmitten bedeuten j und zwar 
bendit sich Wj auf die beitoi Diagonalen A^A^^ A^A^,^ usw. 
Berlin. E. 



127. Es wird ein einfacher Beweis des folgenden Satzes pewünsclit: 
Wpnn rJrpj nnendlich beuachliartt' Puukff einer Parabel, darunter der 
Öchtiitelpuiikt, gleichzeitig einer gemeinen Zykloide angehören, so ist die 
Scheiteltangente der Zykloide auch eine Tangente der Parabel. 

Breslau. M. Pbohb. 

*) Die KbnsfcniktioB von ^Maer nimmt em drehbares Adueakzeus, ndthui 
itiOaehwdgeBd einen Kieis sn Bilfis. 
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B. 

Za 105 (Bd. VIII, 8. 82) (P. Epstein). Die Krflmmiiiig nnd die 
Toniott einer Beumkuf're sind gegebm dnrdi 

XV 1 de 1 dx 

r^ds' 9^dV 

Bezeichnet man die Koordinaten eines Pknlttes der Kurve mit jr, ^, z und 
die 'RifhtungsfOfiinns dpr 7tigehörigen Tnngeote und Binormftle mit ßf y 

und u, t\ w, so gelten die Gleifhunrren 

(2) ^ + f + + + 

w 0'-'"+»"+'"' + ""+'"+'"■ 

npgeben sind die Koordinaten k, r. tr. p der P( hnn('j,nin^.sf'l»(>iit' als Funk 
tiooen von /; man hat also noch ds und da als Funktionen von l zu berechnen. 

Um (Is /Ai berechnen, stallen wir die Bedingung dafür auf, daß der 
Punkt V, >) drei benachbarten Schmiegungsebenen angehört: 

ux + vy + WZ — = 0, u'x + r'i/ + w'z — p' — Of 

H X V y -\- w z ~ p =0. 

Dmch Differentiation hat man noch die Gleichungen: 

<6) ux + + WZ — 0, ttV + t-y + «jV — 0, 

(6) »V + oy + »'Y - - (i*"'« + + »"V - j>'^. 

Wegen sind die GrOBen lx\ Xy\ Xz gleich den Determinanten der 
Setxt man die Werte von x\ jf', »' in (6) ein, so erbUt 



Matrix 



r f f 

H V W 



man ftr die linke Seite von (6) den Ausdruck die rechte Seite von (€) 
ist wegen der Gleichung (4) gleich D/J. Hierbei bedeutet J die aus den 
M, V, tc und ihren 2 ersten Ableitungen, D die aus den u. h, tr, p und 
ihren 3 ersten Ableitungen gebildete Determinante. Es ist daher Iß — D/JK 
Büdet man die Quadrate der JiT, / und addiert sie, so lUgt, da 
uu' + vv' + ww — 0 ist: 

Q'- + »" + + + '^■')- 

Um iff SU beredmen, stellen wir die Bedingung dalllr auf, daS die 
Tangente «r, y awei benach b a r ten Behmiegnngsebenen angebt: 

(8) «u-^ßv-^-yw — 0, ai^ + ßif' + f » — 0. 

Hiöraus folgt noch: 

(9) au 4- /J*«' + y'w = 0, a'w' -j |3't/ -j' y =■ — + y«? )• 
Aus der ersten Gleichung (9) und aus der Gleichung aa + ßß^ + yy — 0 
folgt, dafi x«', x^', x/ gleich den Determinanten der ICatrix \ i 
sind» Pie Größen o, ^, sind nach (8) und (2) gleich den Determinanten 
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der Matrix 



1 



«VW 



U V 



W 



Setzt man die Werte «, P, y und 



«, /I', y in die zweite der Gleiohniigen (9) ein, eo folgt 

9 ß r 



u V it 

«' fr' 



Durch Quadrieren erhält man 
Wenm und mu (9) folgt: 

- + ^' + /' - - («'i-+pC+vT»* 

Setit man «ndlidi die gvfuidfliieii Werte in (1) eiii, to ergibt neh 



(10) 



Da die Krflmmnng ^e positive GMfie sein mnB, eo bat rnea die 
Quadratwurzel in dem Auadmek fttr 1/r so xu bestimmen, daß diese Be* 
dinguog erfüllt ist. Wenn wir ferner annebmeD, daft ds fttr waohsendee t 
positiv istf 80 haben wir in dem Ausdruck 



(b. Gl. 7) 



der Quadratwurzel das Vorzeichen der Grüßp 7) 7U geben. Set/t mai) noch 
fest, daß die Torsion dasselbe Vorzeichen wie der Torsions^vinkel 
dt + 1*'* + haben soll, so hat man in (10) zu schreiben: 

]/(? * '^/D. Die Toirion bat dann das Voneioben der GrffJle D. Das Tor- 
sddnn dieser Gr86e hängt davon ab, ob man dem von den 4 konsekutiven 
Scbmiegungtebenen gebildeten Tetraeder positiTen oder negativen Inbalt 
zuschreibt. 

In dem Ausdruck itir die Torsion 1/^ iai das Vorzeichen noch uu- 
bestimmt Besciduiet man den Ofoehen Inhalt des von vier koosekativen 
Sehndsgnngsebenen gebildeten TetraedexiB mit J, so bat man 

«I yi «i 1 



^4 Ui, 



Dabei sind x,, s^(i === 1, . ■ . 4) die Koordinaten der den, vier konse- 
kutiven Ebenen gegenüberliegenden Ecken des Tetraeders. Nun läßt sich 
zeigen, dafi — k*I* ist, wobei h eine positive Konstante bedentei 
Femer läßt sich /eigen, daB onta* Voraussetzung eines positiven (d. b. 
rechtshändigen) Koordinatensystems / positiv (negativ) ist, wenn die Kurve 
Unk.s (rechts) gewunden ist. Es ist daher D je nachdem die Kurve 

rechts oder Unks gewunden ist Soll also die Torsion für die rechts (links) 
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gewundeneu Kunreu positiv (negativ) sein, $o haben wir in der Formel für 
IIq das positive Vorzeichen zu wählen. 

StüttgHt« S> Rath. 



Ztt 107 (Bd. Ym S. 173) (M. Peehe). Der S«tK ist eine Folg« di«ier 

Sigenschaften der logarithmischen Spirale*): 

1. Der Radimvtktor ist dar BogeMiffe vom Jtuge 0 a» ^ßndmd pnh 

porHonal. 

2. Der Winkel stvischen Tanyet%te und Jiadiusvektor ist konstant, also 
muSk der Wifikd jsieMen dem Radkisodctor und dner die Kurve stete unter 
gleichem Winkel irrenden Linie. 

3. Die Kurven q a^^ und — eind identisch (kongruent); 

dann setit man log J/^j so ist ^ — a^^*^ mierscheidei sich also 

nur in der Phase tob ^ a^". 

Aufgrund m (1) ist im Dreiook OPQ xOP'^^^ PQ'^ e^ nach (3) 

•i'^OPQ = ct für variables P konstant, folglich sind alle Dreiecke OPQ 

ühnlich und POQ » § und '^PQO ^ y sind ebenfalls konstant Nach 
dem Kosinussatze ist 

0^ = = + — 2C008 «) =- d^, 

wo d von 9 nnabhlngig ist; d. k ss ist 

woraus nach fl) bis (3) die Biohtigkrit der Behauptungen des Lehisatce« 
folgt: ^ ^ Jbr"k M «MM jm 9 — a^* kongruente togariäuniedte Spirale, kett 
auch 0 tum Pol md seknddet die Oeradm PQ unter konstantem WinkeL 

Potsdam, den 35. September 1904, Orto llnissMnn. 



Zu 107 (Bd. VIll S. 173) (Peche). Je considerc Ja question a un 
point de vue un peu plus gen^ral. Soit 0 un point tixo dans le plan d'une 
coorbe (P). Je fais toumer les rayons TeeteoTS Ol* autonr des points 

d'un meme angle P, et sur chacun d'eux je prends uue longueur P^ pro- 
portionnelle u PO. Quel est le lieu des points Q7 H est evident que le 

triangle OFQ reste semblable a lui-meme, d'oü il suit que Taiitrlo O, daus 
ce triangle, a une valeur constante, et que 0(^ varie propoi t](»uucllement 

u OP. D suffit donc f\e faire tournor de 0 la conrbp (Q) autour de (), 
pour que leß rayons OQ coincident avec les rayons correspondants OP, et 
pour s'apercevüir que la courbe (Q) est semblc^le d (P). Des lors il est 
Mdent que la tangente a {Q)^ mdme dans la positioa primitive de In 
oourbe (^), est inclin^e sur le rayon Tocteur OQ du memo angle qoi 
mesore rindinaison de la tangente a (1) sor OP. Loreque (P) est one 



1) 8. e. B. Uino Loria, Spezielle Kurven der Ebene (Teubner id02) S. 44b tif. 
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Spirale Ic^purithmique, «jant 0 pour pole, Q est constaiit» de «orte qne PQ 

a une indiniasoii constante « — 6 — P bot la tangente a (P). On sait 
d'ailleuTS que OP est proportionnel a la longucur de l'are OP. On rctrotive 
ainsi la constrnction de la courbe (<^), indiquee dans i'enonce, et I on voit 
imm^di&tement que (Q) est semblable, et, par suUe, congrucnte ä {Pj, en 
▼«rtn d'tiiie propri^te, bien connue, de la spirale logarithndqae. En ontre 

l'incliaaison de (^Q) sur PQ a la valpnr comianlt 6 — Q. E, Oesäro 

Zu 107 (Bd. VIII, S. 173) (Peche' 0 sei der Pol. P cm Punkt der 
logarithmischen Spirale; PQ soll dem Spiraleabogen OP proportional sein 
und mit der Spirale einen konstanten Winkel bilden. Nun ist bei der 
logarithmieolieii Spirale der Winkel swischen Tangeute und Pabrstrahl OP 
koDstant; femer ist die Länge OP des Fahrstruhis der HogenlSnge OP pro- 
portional. In dem Dreieck OPQ ist daher der Winkel bei P und das Ver- 
hältnis der beiden Seiten OP und PQ konstant. Während P die Spirale 
beschreibt, bleibt das Dreieck OPQ ähnlich, und Q beschreibt eine zur 
Kurve P ibnliclie Kurve. Der Winkel, den 'die Tangente der Kurve Q mit 
OQ bildet, muB gldcb dem entspre eb enden Winkel der Korre P sein; die 
Kurve Q ist somit eine der gegebenen Spirale kongruente Spirale. Natfflr- 
Ueh ist auch der Winkel zwischen der Spirale Q und PQ konstant. 

Stuttgart E. Rath. 

Eine ähnliche Lösung ist noch von Henu W. Stegemann, Prenzlao, 
eingegangen. Red. 

Zu 108 (Bd. Vm, ß. 173) (W. Frans Meyer). Bezeidmd das 

Legendresche ^fmM m FtäU «Mter mgeradm Ptinuiahlm p mul q, und 
setzt man: 



SO sollen und durch ausgedrückt werden. — Zunächst ist 
\\ax, datt 

(2) a ^ 0 (mod. 9); bE^O (mod. q) 

iii Ferner ist (|) - 1, also (^)' - 1, somit: 

(8) (a|»)«s 1 - 1« (mod. j); (6g)* s 1 - 1» (mod.i>), 

d. h. es ist: 

Da nun a und q, b und p nach (2) teilerfremd sind, iat: 
]idli,li<i«t iMi dto OMeim..«» >ut (I) 2»^^ 



Digitized by Google 



96 Teoiiiichte Hittoilwign. 

80 folgt hieraas and aiis (4): 

und eine aolchc Darstellung war Teilangt. 

Potsdam, den 27. September 1904. Otto Msissmbb. 



Zu lUy (Bd. Vill, S. 173) (W. Franz Meyer). Ist i> bw -}- 5 eine 
MmmU md D * {mod. p), «o ««imI || , - ± JD « di/t Lötmgm dtr 

£-1 

Kongraene x'^D {mod.p)\ ist D * s— 1 (mod. p), so situl die Lömngm 

1. Es sei D ^ ~ 1. Angenommen, ^, = I) würo rino Lösung der 
Kongruenz x' = D, so wäre ^ = — die zweite. Dann müüte also sein 

diese Kongruenz erhält mau aber aus D ^ = 1 durch Multiplikation mit 2>« 
und sind ali>a die Lösungen der Kongruenz D. 

8« Es s«t 2) « s-l Nach Wilson ist f ^ = !) • , 

p+a \ ^ / 



Wäre also |j =- ^ ^jlZ) ^ eine Lösung von = JD, so müßte sein: 
oder, da(^)i*s-l: 

Diese Kongruenz folgt aber aus — J) * =1 durch Multiplikation mit D. 
l^ und ii'^ — ii &ind also die LOsongen der Kongruenz ds' » Z) (mod. p). 
Potsdam, den 25. September 1904. Orro MnssMSB. 



Za 118 (Bd. Vm, 262) (Kasimiers Cwojdzinski). Zidd mm m 
einem einfachen Vierecke die 4 Höhenpaare, so ist das I^odtdi ron 1 pd.-srfid ge- 
wählten Höhen gleirh dem der 4 übrigen. — Es seien A..^, A.^^ A^, A^ die Ecken, 
A^A^=^ct^^ .4j ilj ■= rt,, A^A^^a^f A^ A^ =- die Seiten des Vier- 
edcs; die wn auf gef&Ilts Höbe soll mit h^^ beÄncbnet wordetL Dann 
ist Jk|f 0, sin ii,, Ay, ■» Oy sin il,. Am ' ^ "üt -^4» ft«, » sin ^Ij, also: 

^11 ' ^'m ' ^'m ' ^'41 ''i ^ '^s -^1 -^t -^9 -^r 
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Ferner ist /f,, = na Ä^, — fl^ sin a^nn Ä und h^g^ Og 

sau Ag, somit auch 

h^g • * * Alf * <^ <% 04 sin «ia ^ sin Ag sin 
d. h. M ]«t 

Potsdam, den 13. Desember 1904. Otto MnnaiiBB. 

Eine ahnliebe Lösung mit Angabe der auf das «»'Eek Terallgm^erten 
Belataon ist von Horn E. Rath, Btnttgart, and Herrn stnd. matb. Max 
Mayer, Mllnehen, gegeben worden. Bed. 



2. AntTd^bü und Antworten. 

25. VcraUgemeinerung f?«' « — bisher unbewiesenen — Primsahlmtees. 
— Es bandelt sieb im folgendeu nur um uatürliche Zahlen. Man nehme 
wUUtürlich zwei Zahlen m nnd n und betrachte das Iniervall: 

m, m -f 1, . , » + «• 

Gibt es dann ein zweites Intenrall 

"H '^" ^» • • ■! **i 

das dem ersten in folgender Weise entspiidit: Ar jede Primiahl 

IM y (0 ^ y ^ m) des erstm Intervalles ist auch die entspreehende Zahl 
j/jj + V des ziccUcn Intervalles prim? V-nA wenn es ein solches Intervall 
gibt, gibt es ihrer mehrer«''' Kann es imendlich viele geben? 

Jm ailgemeinen gibt es natürlich kein zweites Intenrall, das dem ersten 
auf die gesdiUderte Axt entspridie; nftmlidi sidier nicht» wenn man n »nf 
gnff^ annimmt. Es handelt sidi aber gerade daram, was man hier unter 
'ffro^^ zu verstehen hat. 

Der Fall: m > 1 , sonst beliebig, « = 1, wird durch den Euklidischen 
Beweis der Existenz unendlich vieler Primzahlen erledigt. 

Was dm Fell la > 1 , « — 3 angeht, so «ermMM man belanafUch 
nnr, daB es nnendlieh Ticle JPrimaMpaare gibt Eine gleiohe Vermutong 
kttnnte man wohl noch für PrimzMqnadrupd^ dem Falle m 10, i» XO 
entsprechend (m, = 100, tn, = Hin ftc.) aussprechen. 

Dem Intervall 3 • • • 13 entspricht, wie man sich leicht überzeugen 
kann, A;ew» twdka. 

Potsdam, den 20. November 1904. Otto UbiasHBB. 



36. Unter „natttrlicher Grenze" versteht man eine Linie in der Ebene 
des Argumentes einer analytischen Funktion, litipr die hinaus die Funktion 
nicht analytisch fortsetzbar ist; dabei wird, meines Wissens meist still - 
achwe^end^ vorausgesetzt, daß die „vreeentlicb singolire'* Linie, welche eben 
die natlirlifilie Chrenxe bildet, im Einehen odor im nnendlieh fernen Funkte 
geschloflsen ist. Gibt es auch angeschlossene eingnlKre Linien? Wird man, 
falls sie existieren, auch sie als natürliche Grenzen bezeichnen? ( Worte 
geschlossen" und ,,ungeschlos,sen" beziehen sich im Falle mehrdeutiger 

Axchir der Mkthcm»tik und Physik. liL. H«ihe. iX. 7 
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Punktionen natürlich auf die zur Funktion pt^hörige Rifimannsche "nuehe 
[oder, wenn man will, Neuniaunsclie KugelJ, nicht auf eine einfache Ebena.) 

Potsdam, den 2. Januar 1906. Otto MsiasMBR. 



Zu 18 (Bd. VlII, 268) (0. Gut sehe). — Der Satz güt für jedes be- 
liebige Viereck; er kann also lauten: „Wenn man Aber den Seiten eines 
Yiereeka ABCD nadi aufieo Qoftdrate koiutmieirt, so küden ihre liitteii 

A\ B\ C\ D' die Ecken eines Vierecks, dessen Diagonalen gleich lang 
sind und aufeinander senkrecht stflioii Ecken beidfr Vierecke haben 

denselhen Schwerpunkt." Ein Beweis dieses Satze.«», jedi>uh ohne die den 
Schwerpunkt betreffende Behauptung, ist in der Zeitschrift für mathemati- 
8cken und naturwisflenflohaftliobem üntexridit alt Aufgabe No. 1378 ge- 
fordert worden. Unter dt u spiter in der Zeitschrift Bd. 27, S. 30 ver- 
öffentlichten Beweisen kommt vor allem der sechste in Betracht; denn in 
ihm wird unter audenn auch bewiesen, daß die Diagonalenmitten E, F des 
Vierecks ABCD und E ., F' des Vierecks A B C D' ein Quadrat bilden, 
in dem EF und E'F' die Diagonalen sind, und damit ist, wenn es auch 
nicht ausdlUddich ausgesprochen ist, tatsächlich der Beweis geliefert, daß 
die Ecken der Vierecke ABCD und A'B'('l)' einen gemeinsamen Schwer- 
punkt haben, nämlich den Mittelpunkt dos Quadrates EE FF'. 

Diese Verallgemeinerung des Colliguonscben Satzes schließt die £r- 
weiterong des Heim Gutsche aus, d. b. wenn das VieredL ABCD be- 
liebig ist, SO fallen in den beiden Vierecken ABCD und A'B'C'D* woU 
^die Schwerpunkte der FiCkm^ nicht aber die der Flächen zusammen. Das 
letztei'e ist nur der Fall, wenn schon ABCD ein Viereck ist, in dem die 
Diagonalen gleich lang sind und aufeinander senkrecht stehen. Einen ein- 
fkdieii geometriscben Beweis hierflür eriAlt man, wenn ana mit dem auf 
ein beliebiges Viereck besogeoen Gollignon sehen Satze den folgenden be- 
kannten, u. a. von F. Caspar j (Nouv. Ann. (3) 17, 395, 1898) ge- 
fundenen Satz verbindet: ,,Tn jedem Viereck liegen der Piat'onalenschnitt- 
punkt iv, der Schwerpunkt ti der Ecken und der Schwerpunkt S' der 
Flldie in einer Geraden, ond «war liegt S iwisdien E und 8' so, daß 
B8^%8B' ist« 

Prenslan. W. STBancANN. 

Zu 19 (Hd. VITT. 2fi8) (0. Gntsehe). Die Aufgabe „Ein Dreieck 
aus dem Inkreisradius ^, der Difi'ereuz d zweier Seiten und der Mittel- 
transrersale nach der dritten Smte faersnstellen** kann durch folgende 
einfaehe nnd elegante Konstruktion gelöst werden: 

Man zeichne den Kreis (0, q). Auf der in dem bliebigen Peripherie- 
punkte D an diesen Kreis gelegten Tangente trage man DE = d ab. Um 
die Mitte F von DE schlage man den Kreis mit dem Radius t^. Sodann 
verbinde man F mit 0 und ziehe durch E die Parallele zu jFO, die den 
Kreis (JP, Q in den Punkten C und G* schneidet Ist O der Scbnitt- 
punkt, der anf derselben Seite der Geraden DE liegt wie 0, und trefifen 
die von C aus an den Kroi<i (0, u) ge-zog^cnen 'fangenten die Gerade DE 
m A und B^ so ist ABC das verlangte Dreieck. 
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Nimmt man statt das Punktes C den Ponkt C\ und treffMi die von 

liier aus an d«n Kreis (0, q) gezogenen Tangenten die Gerade DE in Ä* 
und B\ so ergibt sich ein zweites Dreieck Ä ' B' C\ das den gegebenen 
Bedingungen ebenfalls genügt^ nur daß die Strecke ^ nicht Radius des In- 
kreises, sondern Kadius des der Seite C anbeschriebenen Kreises wird. 
Durch die hier angegebene Konstaniktion wird also nicht bloB die obige 
Angabe, sondern gleichzeitig Mich die Aufgabe ^Ein Dreieck ans il— n — ft, 
SU zeichnen" geUst» 

Prenzlau. W. Steoemank. * 

Auf dieselbe Konstruktion kommt diejenige hinaus, welche Herr Henke^ 
Dresden, eingesandt hat unter Verweisung auf seine Bearbeitung von 
Schlömilchs Handbuch der Math. 2. Aufl. Leipzig 1904, Barth, I, 371 ff., 
Flg. 165. 

Die LOsnng bembt anf dem Satee: Die Verbindungslinie einer Dreieeks- 

ecke mit dem Punkte, wo die Gegenseite von dem zugehörigen Ankreise 
berührt wird, ist der Geraden parallel, welche die Mitt^ dieser Dreiecks- 
seite mit dem Inkreismittelpunkt yerbmdet (vgl. Öpieker, Gt>ometrie 1890, 
8, 180). Bed. 



Zn 2S (Bd. Tin, 8. 331) (A. Cappilleri). — Der Satz findet deh 
als Übungsaufgabe ^ wenn avch nicht ganz wflrClioh in iltenin Lehr» 

bfidliern der Elementargeometrie, von denen mir augenblicklich lau J. H. 

van Swinden, Elemente der Geometrie, deutsch von C. F. A. Jacobi 
(Jena, 1834) zur Hand ist. BezeichTict man das Dreieck mit ABC, die 

Punkte, welche auf BCy ÄC, AB Stücke von ^ der Seitenlängen ab- 
schneiden, der Beihe nach nut D, F, die Punkte, in denen AD^ BE, 
CF einander schneiden, mit G^, H, to &J ^ n(n — 2» ») ^ 

analog für GH und HJ, femer - , i ■ A, wo A' den In- 

halt von GHJ^ A den von ABC bezeichnet Die vorstehenden Aus- 
drucke findet man a. a. O. (Anbang zum 4. Bndi, 8. 161, An%. S96,s 
nnd 397,s) fertig ausgerechnet. Beachtet man nur die Besiehnng AJD^ 

— — — ! — t-ä nnd die beiden analogen, so folgt sogleich 

der gewünschte Satz. Die a. a. 0. (Aufg. 398,4 und 399) aufgestellten 
AnsdiMe lehren anch no<^ daß der 8ata für die ftußere Teilung gültig bleibt 
Wettend, 7. Ida 1906. F. ZOhlu. 

Der QaoMent ans der Summe der Seitenqnadvate nnd dem Fliehen* 

inhalte eines Dreiecks ist gleich der vierfachen Kotangente seines Broeard- 

sehen Winkels. Die beiden fraglichen Dreieck^ ?^ind also gif ' Ii brocardi^f^h. 
In dieser Form ausgesprochen findet sich der ^aU bei A Kmmerich, Die 
Brocardschen Gebilde, Berlin 1891, § 59, S. 126. 

Hamburg, 8. Hirz 1906. Gottav Bbrkban. 

Der Satz findet sich mit zwei Beweisen in W. Fuhrmann, SjnÜietische 
Beweise, Berlin 1890, Sinion, B. 148. 

Dresden. B. HniKn. 
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3. Kleinere Notizen. 
Die KoBstnilittoii det Kreitrlereeke» aus der GlMoliiuig selmer Kekei. 

Die doreh die Oleiehung 4. Grades 

ao + o, A» + Oj -H ö, A -I- - 0 

gegebenen vier feston T.agen tles veränderlichen Punktes : — x^ : x^ ^ X 
sind die Schnittjiuukte des Kreises x^x^ — xl und der Hyperbel Og ai + 

^1 ^ i ^'t -^i ^'s + + *U 0* Beide Knrren kOnnen ans Häxma 

Gleiehimgen rein linear, d. h. ab Eizengniese projekläTer StraUenbfladiel 
konstruiert werden. 

Die beiden Fundamentaleckenstraklett 

deren Schnittpunkt den Kreis beschreibt, enthalten jedesmal die beiden Punkte 

a^ — Aär^ — 0, — — 0, 
s^ — — 0, — 

der dem Parameter X — 1 entsprechenden swei Strahlen, weldie In einem 
SMiIe 

ar, — il 0 

der dritten Fundamentalecke liegen. Jeder Punkt der Hyperbel aber ist 
der 8eimitl]iimkt der beiden StriJilen 

«0 *i + «t + I* «t ^ " 0, 
(1 — ft) a, Xi -h 0, + — 0, 
die jedesmal die beiden Punkte 

jt^ — O, e^jC^+Oi^-'O, 
^""0, 4^a% + 04%"*O 

mit demjenigen Punkten 

«4=0, «1 a-, + ;i o, flTg — 0, 

^3 = 0, (l — fi) -f % -'■f "= 0 

dpr dem Parameter fi =' 'yc etitKpreehendeu zwei FundamenUdstrablen — O 
und = 0 verbinden, wcUlie in einem Strahle 

des Ton den drei Fundamentaleekenstrabl«! 

|l — 1 ; J\j -)- a^j ar, =— 0, 
j» — oo : a, a-j — ttj =- 0 
getragenen Punktes liegen. 
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Um die Beziehung zu vereinfachen, kann man den Einheitskreis =- 
(l -\- — y) zugrunde legen. Die vier Punkte, in drnen er von der Hjrperbel 

a,(l_|.y)-f:a,(l-y) 
geschnitten wird, genügen dann den Scheitolstrahlen 

«. (t^,) ♦ + (t^) • + (, ^ . + ^ (j^) + - 0, 

welche die Achsenpunkte 

projiztereu. 

Holzminden, November 1904. Gkokü Kobur. 



Die Ä&fmpi/9^ ier Hypt^rbel, welche den Elnheltskreig auf Tier 4vreh ihre 
(iflelchanir ^e^ebenen Scheitelstrahlen schneidet. 

Die vier Punkie des Kreises x' + — 1» welche in den vier Scheit«!- 

strahlen ^'o(i I y)' + ^h{i l,)' + I / + «3(1 ^"y) + «4 ^> 1^^^?^°: 
sind, wie die Elimination von beweist, die Sehnittpunkte einer Hyperbel: 

- . «♦(« +y)' + «,(1 + - .V) + «4 a_-s[)! ^ 

die auf den neuen Fandamentalstrahlen die Punkte 

Ji • • • 1 — ar — 0, 0^(1 + y) «1« — 0 
• • • 1 -fir « 0, «t» + «4(1 — y) — 0 
und ibxMii pti«llel die Asymptote 

r=ai(l + i/j + -//) = 0 

hat. Den Ausdruck für die andere Asymptore tindel man, wenn man 
lu der Hjperbelgleiciiuiig Zähler und Nenner der gebrochenen Funktion 
nadi y entwickelt und dtan ^ Divisioii ni Ende führt. Bdiafft mui «Ii' 
dum die Nenner fort und setzt: 

("1 - ^'1) («0 - «4) - «1 («0 — «s + «4) = «i. (1 + y) + o> + «iXi ^1 

so ist ^ ^^^^ _ fl^fl^oi + ajaj - 0 

die Aflymptoiengleichung und X = 0 die Gleichung der zweiten Asymptote. 
Enengt wurd die Hjperbel yon den BtrahlenbUsoheln 

«•(i+f) + «i» + H(i-y)-o 

(1 - 1)0,(1 + j,) + fl^« + a^(l - jr) - 0, 
weldie die beiden Sdmitte 

H-y = o, «1« + Art,(i — jf) — 0 
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des Btrihlenbübchtils 

(1 - i)<Hfl,(l + Jf) + fljO,« + AotOiCl - y) - 0 

UMQuieren. Di« T&ngeaidn in und ^4, d. h. di« dtr Yerbuidiiiigiliiiie 
diemr Fnnkte 

<»o«8(i + y) + + «i^iCi — y) — 0 

aitsimdiendMi swri StnUen 

+») + *!« + — ^0(1 — y) - 0, 
(«»«» — «i»4)(i + y) + + «««4(1 - y) - 0 

sind zwei Strahlen dieses Büchels ; ihr Trilger ist also der SohuiUpuukt: 
>4„ • • Ol« -i- 0,(1 — y) = 0, 0,(1 + i/) + -= 0, 

deBi die Asymptote ^ 0 in ihrem Büschel harmonisch znpeordiiet ist. 
Mit beiden Asymptotf u aber bilden zwei Tangenten der Hyperbel jedesmal 
ein Tollständiges iaugentenyierseit) von dessen Diagonalstrahlen der eine 
ein DnrdimesaWi die bdden «ndereD also parallel niid. Die xwdte Asym- 
ptote X = 0 ist daher die zweite Diagonale desjenigen Trapezes, dessen 
Mittellinie Ä^A^ und dessen nichtparallele SeitoD A^Ag^ und Ä^^A^ sind. 

Holimiindtfm, Dezember 1904. Gbom Kobsb. 



Znr ]iti6chen >1attieuiütik. 

Im 36. Band der Lepsiusschen Zeitschrift ftir ägyptische Sprache und 
Altertumskunde, 1897, S. 150, gibt der bekannte Ägyptologe L. Borchardt 
naeli einer der von Griffith erUtrten Kahnniwpiyri den Inhalt der Halb- 
kugel als Funktion des Dnxvliinessers. Es handelt tai^y wie anch bei den 

Aufgaben des Papyrus Rhind, um die Aiisnipssung von Frurbthnufen. Das 
Maß ist eine zehntel Knbikelle. und es ergibt sicli für rr der Wert 3,9. 
B. sagt mit ik'ciiL, daß diese Annahme, da es sich um Getreideköruer, die 
hoM liegen, bandelt, praktisch vOUig genügend sei Er Agt hinan, daft 
die Methode auf praktischem Wege durch Ansmessnng TOn halbkngligen 
Haufen mit dem ilohlmaB ;^'efunden sei. 

Ich möchte mir über den Näherungswert, der Ägypter für .t, wonach 
der Kreis gleich {^d/^ d der Durchmesser, die Koiyektur erlauben, daß 
er ebenfalls auf prdktiiMdiem Wege geftinden. Ein lylindrisehes MaB mit 
dem Durchmesser d des Onrndkreises wurde mit Wasser geffillt und dann 
in ein Maß mit quadratischer Grmndflftche geleert, dabei ergab sich aus 
der Gleichung nd'h = rf*Tj der Wert 1} ^ also tt =■ 256 : 81 — 3,1606, 

was eine auffHllige Annäherung an das indische ]/lO = 3,1623 ist. — 
Nachdem Griffith in „the Fetri Papyri", London, 1898, aus den Kabuner 
F^)yri, Tafel 8, das erste Beispiel einer quadratischen Gleidrang mitgeteilt, 
hat 8chack im Berliner Papgrros 6619 ein sweites gefonden in der Auf- 
gabe: 100 Quadrat«llen auf zwei Quadrate zu verteilen, deren Seiten sich 
wie 1 : ^ verhalten. Die Lösung geschieht mit der regula falsi (man vgl. 
die Polemik von L. Bodet im Journal asiatique gegen Cantor). Man 
setet die Selten 1 nnd \ , die Qnadratsnmme ist nnd die WutmI { — 
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es findet sich schon ein Ausdruck för die Quadratwurzel — muß mit 8 
multipliziert werden, um 10 zu geben, woraus sieh die richtigen Lösungen 
8 und 6 erffeboD. Wir haben also jatit die beiden Beispiele jp* -f y* « IQO 
« : y 1 : f und das frühere 13, « : y 1 ; Beide beaehen skih 
auf das Dreieck 3, 4, 5. 

Ich fü|^'e hiüzu, dafi Borchardt bereits 1893 überreugend nachgewiesen, 
daß Ök«l (^Seqt nach Cantor) nicht Kosinus oder Kotangente, sondern nur 
die Kotangente des Böschungswinkels bedeutet, 1. c. 1893, S. 9, und daß 
«r 1896 8. 69 AnJHB und GmudriB der SSnle von Fhylae, also die Anfinge 
der darstellenden Geometrie aufgefunden hat. Alle diese Kenntnisse hatten 
die Ägjrpter zur Zeit des mittlerea Reiches, also zwischen 2000 and 1700» 
d. h. zur Zeit den A h rn c s. 

Straßburg i. K, 26. Januar 1904. Max Simon. 



4. Spreolnaal fttr die Eneyklop&dle der mathematlMbeii WiMenfloliafteD. 

[Einsendungen für den SprecbHual erbittet Franz Mejer, Königsberg i. i*r., 

Mitteltragheim 51.] 

Zu I. I. A. 2. Netto, Kombinatorik. 

S. 42. „Trilgt man a^^ r z statt der a,^ ein und setzt die entstellende 
symmetrische />. gleich Null, dann hat diese Gleichung in r nur rofllf Wurzeln." 
Diesps Resultat setzt stillschweigend voraus, daß die a,.^ reell«- (irüßfu sind. 
Auch in der französischen Ausgabe, S. IIB, Artikel ,,Equatiou i>eeulaire'* 
fehlt der fraglidie Zusatz. 

Freiburg ii Br. A. Lobwt. 

Berichtigungen und Znsltie anm Artikel; 1. l A. 4., Theorie der 
gemeinen und höheren komplexen OröBen, der Enejklopidie. 

8. 149. Art 2. Nach Zeile 4 einxusehalten: 

>ye];gleiche die Kritik J. Bolyais an der Gaußschen (geometrischen) 
Darstalhmg in Nr. 1 1 der weiter unten zitierten Al)]iandlung. Ilamillon 
hat augenseheinlich die Gaußscha Theorie der komplexen (Jrößen nicht gekjinnt. 

Faßt man nicht, wie im Texte, die positiven und negativen Grüßen 
snsammen, so muß man Tier „Einheiten** gebiavchen, (+ 1), (— l), (+ «X 
(->t). So verfihrt Gauß in den Res. biqu., ebenso, mit etwas umstAnd- 
Ucherer Bezeichnung, J. Bolyai, aber auch noeh TFMersfro/l (in Yoxlesungen).« 

Anmerkung 3 ist so zn fa'^sen: 

> Theoria residaorum hiquadraticorum II und die Selbstanzeige von 

dieser Abhandlung (1831). Werke II, p. 169. Das Zeichen i für y— 1 
nird Qüuß zugeschrieben, findet sich aber auch sdbon bei JSuler, namentlich 
in einer 1777 der Petersbarger Akademie eingereichten Abhandlung JDe 
formulis differentialibus etc." (Repr. in Instit. Calculi Integralis, ed. tertia, 
Petrop. 1845, v. 4 p. 183, bes. p. 184). Vgl W, Beman, Am. Bull. 4 
(1898) p. 274. t 
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Bei Anmerkung 4 ist anzufügen: 

»Als Vorläufer Hamiltons ist zu nennen: W. Boljfai (Tentamen XXXII), 
wSlixend /. Bdjfoi in einer eist neaerdings gedraekten Abband] ung aus dem 
Jalire 1887 der FamiMdfMcben DanteUong nahe kam. (EL AtfdW; Joliann 
Bolyaig Theorie der imaginären GrOfien. Matbem.-naturw. Ber. aus Ungarn. 
Bd. XVI, 1899). Siehe ferner De 3forpan. Trigonoraetry and Double Algebra, 
London 1849.« [Das letzte Buch habe ich nicht gesehen]. 

S. 165. Anmerkung 14 ist durch folgende zu ersetzen: 
»14. Die anter 8 «rUSrten Begriffe rOhren in der ^uptsache von 
Hamilton und De Morgan her; von leteterem stammt ini wesentlichen der 
BcgriflF der Äquivalenz ver^chit detior Systeme. Diese l^pgriflfe liegen der 
unter 9 mitgeteilten Auiziihlung der Systoine mit vier Einheiten /.uj^mde. 
Die vom Befereuteu bei Autstelluog dieser byhteme benutzte algebraische 
Methode wird yereinfaeht durch das von F. St^effcn^ Math. Ann. 39 (1891), 
p. 398 angegebene Kriterium der Reduzibilitftt, noch mehr durch Metboden, 
die S(]ion 1870 Benjamin Peirce entwickelt hatte (Linear Associative 
Algebra, Am. J. 4 (1881), p. 97). Der Inhalt dieser Arbeit ist mit 
mancherlei Unklarheiten behaftet und ist daher erst neuerdings zur Geltung 
gekommen. 6ie entUlt aber alles zur Anfttellang der Systeme mit vier 
oder fünf Einheiten Wesentliche. S. E. Hawhs, Am. J. 24 (1901), p. 87 
nm\ Am. Trans. 3 (l902\ p. 312. Die zweite dieser Arbeiten entbKlt eine 
Weiterbildung der i^rceschen Metbode.« 

8. 167. Anmerkung 17 ist wie folgt abzuändern: 
>F<nteetBnngen dieser Tafel findet man bei G. Scheffers^ Math. Ann. 89. 
(1891), p. 293, H. Bohr, DisaerUtion, Marburg 1890, H. E. Hawkes, 
Am. Trans. 3 (1902), p. 312. Die Methode des letzten Autors ist die einfachste.« 

B 179. Anm. 39. Vergleiche weiter nnten die Bemerkung 
über Gauß. 

S. 181. Z. 13 u. bis Z. 10 n. Der 8ats: „Ein solches 
• • • ^r^' • • ist XU ersetzen durch den folgenden: 

»Wenn sich die Einheiten einer geeignet gewählten Basis so auf zwei 
Gruppen ^ • - - f^. n ' ' ' verteilen lassen, daß die Produkte der Ein- 
heiten ^r + i ' ' ' untereinander und mit • • ■ alle durch ^r + i • ■ 
ansdrückbar werden, die Einheiten e^ • • • also nur in solchen Produkten 
TorkommMi, die ans ehen diesen Einheiten gebildet sind, so kann man ans 
den Glsidinngen r 

I r+l 

die MuIti])likationsregeln eines neues Systems mit nur r Einheiten entnehmen, 
das ein begleitendes System der gegebenen heißt: 

r 

1 

Znm Nachtrag vgl. Oauß Werke. Bd. Vm. 8. 857—862. 

Seit Abschluß des Artikels sind, soweit dem Referenten bekannt, dia 
folgenden auf des Gegenstand bezüglichen Schriften erschienen: 

Taber, Am. HuU. 1897, p. 156. 
Cartan, Ann. de Toulouse 12. 1898. 



Digitized by Google 



VermMcbie Mitt«Oiiiigeii. 



105 



Mausdorff, htkpg. Ber. 1900, p. \h. 
Stephanos, Joum. de Math. [5] 6 (1900), p. 73. 
Starlwealher, Am. J. 21 (1891»), 369; 23 (1901), 378. 
Strong, Am. Trans. 2 (1901), 43. 

Hawke», Am. Journal, 24 (1901), p. 87. ~ Am. Trans, t. 8 (1901), p. 312. 
JHckson, Am. Trans, v. 4 (1903), p. 21. 

Lnnry, ib. p. 14, 171. 
FrohmiHS. Werl. Ber. 1903, VM^i. 

Siiaw, Am. Trans, v. 4 (1903), p. 251, v. 5 (1904), p. 326. 
Epttem^ Am. Trans, t. 4 (190S), p. 437, 5 (1904), p. 105. 
P/^r/^ Arüli. d. Math. u. Pb. (3) 7 (1903), 102. 

Tahr, Am. Trans, v. .'') (1901). p. 509. 

Yahlen, Abstrakte Geometrie. Leijpaig 1905, B, G. Teubncr. 

Bonn. E. Stüüv. 

Zu I. I. A. 6. Burkliardt, Endliche diskrete Gruppen. 

S. 217. Bei Burkhardt heißt es: „Aus dieser Auffassung bat sich 
die allgemeine Definition einer üruppe entwickelt vlU eines Systems von 
Elementen, das folgenden Bedingungen genügt: 

1. Es ist eine Vorsehrift gegeboi, naeli der je swei Elemente a, h des 

Systems ein drittes ah = c eindeutig bestimmen. 

2. Diese Komposition (Multiplikation) drr Elemente ist assoziativ. 

3. Aus ab = ac folgt 6 ^ c, ebenso aus 6a = ca." 

Nach den folgenden Worten: „Umfallt die Gruppe nur eine endliche Anzahl 
Elraaente, so heiflt sie eine endlidhe,** soll die in der Enzyklopidte mitgeteilte 
Definition audi allgemein eine unendliche Gruppe definieren. Dies ist aber 
unzutreffend, wie das einfache Beispiel aller Elemente der Form 2? zeigt, 
wobei 1] alle panzou {lositiven Zahlen außer g = 0 durchläuft. Inbei&ug auf 
die Multiplikation eriullen die Elemente der Form 2' die obigen drei Be- 
dingungen, trotzdem bildet das angegebene System dar Elemente 2* keine 
Gruppe. Da q nur alle ganzzahligen positiven Werte, aber nicht den Wert 
Null annimmt, so entliält das System weder das Einheitselement noch zu 
jedem das reziproke. Die in dtr Enzyklopädie gefrebene Definition ist nur 
dann korrekt, wenn noch ais weitere Bedingung podultcit wiid, daß das 
System nnr eine endliehe Ansahl von Elementen umfassen soll Der Folge- 
sata müßte also lanten: Wird dem Sgshni (nicht der Gruppe) noch die 
weitere Bedingimg auferle^'t, nur eine endliche Anzahl von Elementen ZU 
umfassen, so definiert da.s System eine cudliLdio Gruppe. 

über Definitionen einer Gruppe (endlichen wie unendlichen), die keine 
tibeiflOssigen, aber auch nidit sn wenig Vomiissetinngen umfossen, ist flbrigens 
vol veiglinehen: E. V. Hantington, Simplified definition of a gronp. 
Bulletin of the American M. Soc. (2) 8, 296, sowie die Nachbemerkung 
in American M. S. Trans. 4, 30. E. V. Huntington, A «?econd definition 
of a group. Bulletin of the American M. Soc (2) 8, 388. Am Schluß 
dieses Au&atxes w«st auch Huntington mit Berulung auf das System der 
ganxen positiven Zahlen, die inberag auf die Addition die obigen drei Be- 
dingungen erfüllen, darauf hin, daß drei Postnlate Ton der Form 1, 2, 3 
nicht tax Definition einer unendlichen Gru]^ genttgea. Vgl. ferner: £. H. 
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Moore, A definitioii of abstract groups. American M. S. Trans. 3, 485. 
Die zitierten Aufsätze sind naeh Abschluß des Enzjklopädiearükels erschienen. 



Zu L D. 4^ Boblmattn, LttbensveraieheriiBgs. -Mathematik. 

8. 853, Z. 6 T. «. „Die deutadMoLeheusTerriolteniBg^^eMUsdiaften legen 
ihrem normalen Todesfiillgeschäft heutzutage die Tafeln der 17 E. G., die 
Tafeln M I der 23 I). 0. odor andere hier nicht anfi'f^führte Tafeln zu Gnmde." 
Hierzu ist zu bemerken : Die iiu deutschen Reiche beim normalen Todesfallgcschiift 
verbreitetste Tafel ist die aus gemeinsamen Beobachtungen an Männern und 
PrauMi koiirtniiertB Tafel M u. W I der 23 D. 6. Sie wird Ton mehr 
als 30 deutschen LebenOTergichcrangsgeeellschaften benutzt. (Vgl. Jahrbuch 
f. d. "Versif'heningswesen im Deutschen Rei<*br. 1003. Herausgeg. von 
Dr. r. Nt uniaiiu. S. 540. Siehe auch A. Loowj, Ver8icbenui|^atbe- 
maiik. (1903). Sammlung Göschen. S. 43.) 

Die Tafel 23 D. G. H I wird wohl von keiner deutBchen Lebensyer- 
sicherungsgescUschaft verwandl Die Tafel 17 £. G. besitzt heute ftbr die 
deulsclifii LeLen.'iver.'^icbeningsgf'sellschaften bloli eiue untergeordnete Be- 
deutung: sie kommt zumeist nur noch bei Bestimmung der Prämienreserre 
tür alten Vorsicherungsbestand in Frage. 

In Zuaammenhang mit der oben erwShnten Stelle kOnnen, wie mir 
seheint, die Bemerkungen über normale Risiken (S. 864) wid beeonden 
die Worte auf S. 868: „Jede bessere Sterbetafel trennt jetzt die Geschlechter 
(so die 20 E. G. in H. M. u. H. F., die 23 D. G in M u. W, die Grund- 
zahlen der 4 F. G. in H u. F.)" vielleicht irref&hren und zu glauben ver- 
anlasaMi, da0 die Lebenavanidierungsgesellaehaften nmeitt MIubm' md 
IVauen nach getrennten TafSdn vereidiem. Über die in Deutachland, Eng- 
land und Frankreich flbHche Praxis darf ich mir erlauben, der Kflrze wegen 
auf B. 44 u. 45 meino* »dhon. zitierten kleinen Versichenmgamathematik 
zu verweisen. 

S. 880. Letzte Zeilen in Aum. 76): „Ganz sicher geht man, wenn man 
annimmt, dafi die Todeslftlle alle zu Anfang des Steibejahres stattfinden und 

A durch A.^^ ersetzt (firanzOsisdier Usus).** Hierzu ist zu bemerken: Es 

war aller französischer Usus, die Formeln so zu berechnen, als wenn die 
versicherte Summe tod Seiten des Vorsicherangsinstitntes sehou bei Beginn 

des Versicherungsjahres, in welchem der Tod erfolgt, zu zahlen wSre. Dieser 
Oebraueb ist aber schon längere Zeit in Frankreich aufgegeben; man macht 
dort heute nieist^^ufi die Annahme, daß der Auszahlungstormin durchschnitt- 
lich in die Mitte des Versicherungsjahres fällt (Vgl. Bericht des eidge- 
nOaaiachsii Ycmeherungsamtes Aber das Jahre 1893, 8. 21). 

Tmhmg l Br. A. Xiobwt. 

Zu I. F. Bi. Mehmke, Nnmeriaches Beohnen. 

B. 993. Anm. 272). „Bis in die neueste Zeit ist der Irrtum verbreitet 
gewesen, die von J. Neper in seiner „Mirifici logaritlnnonim canonis descriptio" 
1614 TcrnffentHchten Logarithmen seien uatüriiche, weshalij letztere vielfach 
Neperschti Lugarithmen genannt werden; jedoch hat G. Kewitsch [Zeit- 



Freiburg i. Br. 



A. LOBWT. 
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sehr. math. naturw. ünt^rr. 27 (1896), p. 321, 557j nachgewiesen, daß 

Nepers Logarithmen der Basis - entsprechen, w&hrend die Bans e den 

„roten" (weil rot gedrucVten) Zahlen in Joost BQrgis ,,arithm. u. geometr. 
ProgrP5''?-Trihiilen . . Prag 1(120, zukommt.'^ Zu der angegebeneu Stelle in 
der Enzyklopädie ist folgender Passus in Lagranges Le^ons ^l^entaire» sur las 
mftHi&iMtiques, wie idi g^nb«! nicht «Um» bterasa»: Oonfofmjmeni k oett» 
idje, ai Von pxwd povr Iw deux premien teimes de la progresdon g6o' 
mAdiqiie les nombres tr^s peu differents 1 et 1,0000001 ei poor ceux de la 
Progression arithmptirjnf 0 et 0,0000001, et qn'nn ehprche suceessivement, 
par les regles connues, tous les termes suivants des deux progressions, on 
trouve qua le nomibre 2 est, a la huitieme decimale pres, le 6931473* de 
la progressioii g^om^triqne; de sorte que le logarithme de 3 est 0,6981473; 
le ttombre 10 se trouve le 23025851** de la meme progression; par 
cons^qnent le logaritlinio de 10 est 2,3025851, et ainsi des autres. Mais 
Neper, n'ayant pour objct ijue do deterininer les logarithmes des nom- 
bres luoindreü (£ue l'unit«, puur l'usage de la Trigonometrie, oii les sinus 
et lee conmu des anglee sont exprim^s en fraetione da rayon, a conaid^r^ 
la progression geometrii^ue decroissante dont les deux premiers tennes 
seraient 1 et 0,9999999 et il on a determine, par des caliMils immenses, 
les termes «Tiivant-^ Dans cette hypothese, le logarithme que nous venons 
de trouver pour le nombre 2 devient celui du numbre \ ou 0,5, el celui 
du nombre 10 se rappoiie an nombre ou 0,1, co qui est üaeile a 
concevoir par la natare des deux progressions (Oeuvres de Lagrange 7, 
195). Die von Lagrange im SehlaAaatxe gemaebte Angabe Mt dch in die 

Formel kleiden: at e i 

log a = log^, 

wobei N die Basis der N ep er Beben Logarithmen bedentet. Hierana folgt nnmit^ 
I 

telbar 2f^-» Lagiange wuftte also aaeh, daß den Neper sehen Logaritiunen 
• 1 

nicht die Basis e, sondem - sugronde liegt In der Neperschen 

steht flbfigens die Zahl 6931469, nidit 6931473. 

S. 1078. Bei der Berichtigung zu S. 984, Anm. 216 findet sich die Stelle: 
„Hiemach findet sich diese Bogel im erstm Kapitel von Oughtred's CSiavis 

mathematicae." 

Statt ersten ist zu leben vierten. In meiner Note im Archiv der 
Math. (3), S, 8. 383 heiftt es anoh richtig im vierten Kapitel Li dem 

ersten Korrekturabzug der Xote, der Herrn Mehmke durch Yennittelung 
der R r^nktion des Archivs wohl nnr snr Zeit vorlag, stand ersten statt viertm. 

Freibiirg i. Br. A. Loew'y. 

Ke witsch selbst erklart [Zeitschr. f. math. n. naturw. Untrrr 27 
(1896), p. 577]: „Um so mehr halte ich es für meint- Pdicht, auf eine 
Arbeit von Max Koppe aufjuerksaiu ^u machen [Oatorprogr. 1893, Berlin 
Andreasreaigjmn.], in der er zn demselben Ergebnis gelangt ist wie ich. 
Leider habe ich zu spit, erst durch ihn selbst davon Kenntnis erhalten." 

Ball [A shnrt account of tbe historr of matbematics. 11^88, p. 175") 
sagt: ,,The 1 >;^;iiithm of a quantitj n was what we should now expresa 
bj the formuia lüMog(l07«)." 
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Cajori [A history of niathornntict New York, 1894, p. 163]: Nap. 
log f/ = 10' log (10"/^): ,,It is evuleut from tbis fonuula that Napier's 
logarithms are not the same as ihe natural logarithms . . . The notion 
of a tfbase** in fact anw iiiggested itself to Um. The one draiinded by 
bis msoning is fhe reoiioocal of th»t of ih& natural System; bnt such a 
base would not rrprofluce accuratrly all of Napier's fignns, owing to 
slight ina' f^nracies in the calculation of the tables.** 

Paul lannery [Bull, de» sc. nialh. (2) 20, p. 82, 1896 in der An- 
zeige der phototjpisdien Reprodvktioii von Kepers Hinfiei logerithmomm 
canonis desoriptio]: „Avant tout, il serait esscntiel de faire disparaltre le 
nialencontreux nsape (rcmployer le iormv. de logarithme nfyerkn comTne sy- 
nonyme dl' logarithme naturel ou hyperbolique , . . Soit o un siaus, 
/>(a) 8on logarithme naturel, N{a) le nombre de Napier (ul = 10^), on a 
la relatioii ALiAja) ... M. Siegmund Ottnther ne me pwslt 

pas avoir tenu un compfce enffisant des articles de Biot dans le JounuU 
des SavantSf mars, mai et juin 1835, arücles dont le demier, en parti- 
culior, pst jusqu' a pr^nt i'etude la plus approfondie qui ait ^te faite de 
la Consirudio.''^ 

Wir Terweten avßer&m auf die J)arstelhrag in Klftgel» Uafhemafti* 
sches Wörterbuch, dritter Teil, p. 588—540, I808;.endli6h auf den Artikel 
von M. Koppe in den Sitzungsber. der Berliner Math. Oes. 8, p. 48 — 52, 1904. 

Berlin. _ £. Lampe. 

Zu I. II. C 1. Baolirnann, Niedeie Zahlentheorie. 
8. 577. Die in Anm. 59 erwähnte „Identität von d'Aurifeuille": 
44«+» -j- 1 — (2«" + » -|. 2* + * + 1)(2*" + * — 2"+* + 1) 
ist «ne einfache Folge des Satzes von Sophie Germain: + 4 ist nicht 
prim, sondern ^ + 4 « (-»i + + 2)(«« - 2« + »). 

Man braucht in diese Identittt nur x«>b2*'''^ einzusetsen und dann die 

Gleichung durch 2^ = 4 zu dividieren. Es ist also woU üherfify^, obige 
Identität noch init einem besonderen Namen zu benennen. 

Potsdam, 10. Dezember 1904. Otto M£issN£iu 



Zu L n. 0. 2. K. Th. Yahlen, Arithmetische Theorie der Formen. 

Herr K. Tu. Vahlbn hat sub Kr. 2 (l. Bd., S. 601) die Frage er- 
Ortert, welcher Art und in wieweit man mit Hilfe der ganzzahligen positiTen 
AnfUSsuttgen T und CT*) der Gleidrangen: 
. — DU* 

worin D eine gegebene ganze positive Zahl ist, die ganazahligen poeitiTSii 
Auflösung^ t, u der vier Gleichungen 



1) Der KfU:ze wegen schreibe ich J und statt T' und ü". 
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finden l^ann. Die Beantwortung ist aber in sehr knapper Form gegeben; 
PS sei deshnlh, nh^'hi gppen den Willen des Ilerm Ver&ssers, «Uie speadeUer 
eingehende Darstellung der Kesultate gestattet. 

B» d«r AnlUtonng der OL (1) diif and wdl hier U immer alt im> 
gerade TOrtUflgeMtit werden. Für D und aber die Tier Fille 

/jl — E 1), oder 1, oder 2, oder 3 ^niod. 4) 

zu unterscheiden. In den letzten beiden ist die Auflösung der Ol. (l) (flir 
ungerades ü) unmöglich, in den ersten beiden eriiält man folgende Beeultate: 

I. J> 5 1 (mod 4). 

A. Tf U seien die ki< iusltii Autlüüungeu der Gl. 

(2) i_j£iL — 1. 

Für k = Zf 9, 15, 31 etc. setze man 

dann ist gerade, «i ungerade, und 

^-B^ 1. 

Für i — 1, 6, 7, 11, 13, 17 etc. setze man 

\ 2 ) i » 

dann sind 1^ und uj^ ungerade und 

Ffir — 6, 12, 16, 24 etc. setze man 

dann ist ungerade, ^ gerade und 

Für ifc — 2, 4, 8, 10, 14, 16 etc. setze mau 

dann sind und uj^ ungerade und 

4 

T und 17 seien die kleinsten AuflOsiuigea der Gl. 

(3) ^^-1. 
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Ffir ifc — 3» 6, 9, IS, 16, 18 eio. setse man 

dann ist für fc =- 3, 9, 16, ■ ■ • <j gerade, ungerade, für = 6, 12, 18, • • • 
ungerade, gerade und immer 

Fflr le 1, 2, 4, 5, 7, 8 ete. setie man 
danit nnd <^ und ungerade und 

II. D = 0 (niod 1), 4i)i. 

A. T, II seien die kleinsten Auflüsungpn dor G]. (2). Dann muß T 
^rerade sein, T = 2 7\, und es sind nur die beiden Möglichkeiten TOrhanden: 
J\ gerade, D| ungerade, oder ungerade, gerade. 

Fflr ein mfimtirs k fletze man in bdden Fftllen 



dann ist <^ gerade, ungerade und 
Fflr ein gtradea h letse man 

Dann ergibt eioh, wenn 2| gerade ist, ungerade, gerade; wenn nn< 
gerade ist, 1^ ungerade, für 3, 6, 10, • *• ungerade, Dir X;— 4, 8, 12, 
gerade; immer aber 

B. r, ZT seien die kleinsten Auflösungen der Ql. (3). Es bleibt alles 
wie unter A.*), nur daß fflr ungerades h die GL 

güt. 

Königsberg, Oktober 1904. L. ÖAALSCHÜTa. 

1) Je nachdem gerade oder ungerade, ist t',, durch 4 oder nur dureh % 
teilbar. — Iti J, uagecade, so ist in A. 1», (mod 4), in B. duxeh 8 teilbar. 
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5. Bei der Redaktion eingegangene Bftelier« 

Amraaire pov i'ui 1905 pmblM par le borean des longitndM, «vee 1* Notiee de 

M. P. Hatt: Explicatioii t'lt^mentaire des mftr^; deuniine pertie. Paris, 
Oauthier-VUlara. lY u. 669 -f 74 44 S. £r. 1^0. 

AttBiMl report of the bo«rd of regenti of ihe 8milhw»iiMi inttitatioii ihawiiig 

tbe Operation«, expenditores, and condition of the institutioii fbr the fear 1908. 
Washington, govemment printing oIHcq. 1904. 876 8. 

Atti ilel congresso int«rnazionale di scienze storiehe (Borna, 1—9 aprile 1909). 
Vol. Xn, Roma 1904. Ti}). Aoc. Line. 330 P 

Baiks, R., Le^oua äur les fonctiuns discontiBues profess^ea au College de France. 
Pari« 1906, Ganthier-YiUara. VIII u. 128 S. fr. 3,60. 

Baise, K . Thdoric dea nombres irrationneU« de« lüniiee et de la continnit^. 
Paris 1J06, Valbert et Nony. 69 S. 

BoLZA. 0 . Lecturea on the calcttlot of Tariatioiis. Chicego 1904, tibe üniT«Ciify 
of Chicago Fnaa. 871 B. $ 

BuBKL, E., Le^one mr let fbnetiong de vanabln »tfettee et lea d^veloppements en 
a^rio« <le jiolynömea pr(»fe^'.~L't'H ä Trcole normale aup^rieure. Ati < lii n Ii - 
per Faul PAiHbivK et Hrxbi LuKaaL-s. Paria 1906, Gaaihier>Villars. Iti2 tr. 4,60. 

Birne, B., Saminlaiig algebiaiiofaer An&aben für severbUehe und teehniMhe Ldbr- 
anstalten nebat einer Abbandlung Aber das SlMveohuen. Frankfurt a. M. 1904, 
Anffarth. 6 Hefte. JC 3^0. 

BCnu«, 0. Th., FormeUammlung und Bepetitoriiim der Mathematik enthaltend 
«lie wichtig^sten Formeln und LehrsiUze drr .^rithrnetik, Algebraischen .Analyais, 
ebenen Geometrie, Stereometrie, ebenen und «phünticbuu Trigonometrie, matbe- 
matiachen Geographie, analytiachen Geometrie der Ebene und dea Ramnee, 
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lung Göachen 61). 227 S. 0,ho. 

BOnsBROBu, F., Lehrbuch der ebenen Trigonometrie mit vielen Aufgalx'ii iitid An- 
wendungen far Gjmnasien u. techu. Mittelflchuleu. S. Aufl. Zürich 1905, O. FaüH. 
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H. BoLRGET. Avec une pr^face de Kmilk Picabd. Tone I (8 nov. 1H82— 22 
jnillet im\)). Paris 1905, Gauthier-VUlan. 447 S. ft. 16. 
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Zur Bfldnng der symmetrisoheii Fnnktionen. 

Von LouiA Saalbohütz in Königsberg i. Fr. 

Wir stelleu uns die Aufgabe, eine syjnmetrische Fujiktiou der 
Größen b, c . . die wir in üblicher Schreibweise als y^a''>b'^ . . . fr 

bezeichnen, nach den Potenzen der Elementarfunktionen oder präsu«er 
der Fujiktiooen: 

-4, — — ^a, — -4,— — ^abe, — ^abed etc. 

zu ordnen, so daiä wir mit einer Potenz von Ä^ (wenn eine solche 
vorbanden ist) beginnen, dann die wachsenden Potenzen von A^, in 
deren Koeffizienten vorkommt, folgen lassen, dami diejenigen Ton 
mit Äi und in den Koeffizienten hinsnfiigen, und ao fort Die für 
die Aofldsung ersonnene Methode iSflt lich nicht immer gkitt anwenden; 
ist es aber der Fall, so besitzt diesdbe mancherlei Vorzflge, wie die 
Erinnerung an die bekannten Methoden zeigen wird. 

Die bisher angewandten Methoden sind im wesentlichen folgende: 
I. Newian^Waringaeke Methode. Nach Darstellung der Potenz» 
summen dar Wurzeln einer gegebenen Gleichung durch die Koeffizienten 
derselben (Newtona Fonnelü aus der Aiithmetica uniTersalis 192, 
an%el8st von Watmg in den Meditat. algebraicae p. 225) kann jede 
ganze symmetrische Fiuikki<m dar Wurzeln durch die Potenzsummen 
nnd somit durch die Koeffizienten der Gleichung ausgedruckt werden 
(a. Senrd Algäbre sup6:. t I § 173). 

n. Warinifadte Methode (a. a. C). Ist V ^^a'^h*^e'*.. so 
bildet man Ap'^^^Ap'^^ Af*^>^ . f&hrt die Multiplikationen aus, so 
daß eine Summe der Form Jac* . . . + Ci ^a«»6*c* . . . + etc. 
entsteht, nnd zieht dieselbe Ton V ab, so daß wieder eine Sj^mmetrische 
Funktion fibrig blmbt, und Terfährt damit ähnlich (siehe Serret a. a. 0. 
§ 3.74). Die Zahlenkoeffizienten können auch nach dem Vorschlag des 
Herrn Netto (Substitnttonentheorie, 1882, § 10) durch Beispiele ge- 
funden wenten. 

IIL Die Methode von Canrhy (a. Serret a. a. 0. § 177). In der- 
selben werden die Wurzeln der Gleichung nach und nach durch Divi- 
eionen eliminiert 
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114 Lofis Saai-schütz: 

IV, Cayleys und Briosdiis Methoden mit Hilfe der partiellen 
Differentialgleichungen. Sie erfordern die Darstellung Ton V durch die 

Potenzsummen und die Auflösung gewisser Gleichungssyateine (siehe 
Faa di Bruno, Einleitung in die l^eorie der binären Formen, deutsch 
TOD Walter lö81 § 2).') 

Alle diese Mpthoden werden bei Funktionen höheren Grades (oder 
Gewichtes), abgesehen von einzelnen besonders für sie ^cei^et^ii Auf- 
gaben, rasch unbequem nnd in der Praxis fast undurchführl)ar und 
bieten bei stikzessiver Berechiiun*? d. Ii. so, daß zuerst dann + 1 , 
duun r -f 2 Elemente ftf nh vorlianden angenommen werden, lieiue 
nennenswerte Erleichterung dar. Das wird bei unserer Methode, bei 
der das Resultat nach Potenzen des letzten Koeffizienten der Gleichung 
A „, hezw. Ä„^^ geordnet wird-'), gerade erstrebt, und wir glauben 
als ^'orteile derselben den bisherigen gegenüber die folgenden aufführen 
zu dürfen. 

1. Zur Bestimmung der Kc»effizienteu der Potenzen von ^ , be- 
dürfen wir nur der Koeffizienten der Potenzen von A^ itui Ait.s.-ichluß vonAl. 

2. Die Berechnung eines Koeffizienten bedarf nicht der gesonderten 
Au&telluug seiner Bestandteile in litteraler Hinsicht (nach Waring) 
und der dann folgenden Bestimmung ihrer Zahlenfaktoren durch kom- 
binatorische Betrachtungen oder durch Auflösung linearer Gleichungen, 
dwMi rechte (bekannte) Seite mit wachsendem n immer unbequemer 
zu bilden ist^ sondern der Differentiation ganaer Funktionen. 

3. Die Rechnung wird fiber ein gewisses n hinaus immer leichter 
und kfirser. 

4. Zur Verein&chung derselben sind Formeln entwickelt, weLdM^ 
wenn mehr als zwei Memente in die ^mmetrische Funktion eiugdien, 
bis zu Funktionen Tom 28. Qrade ausreichen. 

Immerhin bleibt die Ausfahrung bei höherem Gbad der Funktion 
langwierig; dies liegt aber in der Natur des Problems, wie die Img 



1) Tn nenerer Zeit hat P. Gordan iMathem. Ann. .V2, '>0\ tf.) eine Arbeit 
allgemeiuereii theoretisch wertvollen Inhalieti über die syuimetriBcbea Funktionen 
vcröti'entlicht, in welcher unter anderem gewisse dieser Foinktionen, wie die Dis~ 
krimnumte euer «IgebraiioheD Gleichung und die SenUtmtte zweier Qleicliungen, 
durch Potenznnnmen oder damit eng roaammimblUigmde Byxometritehe Elementor- 
funktionen ausgedrückt werden. Diese Abhandlung sowie die sehr interessant« 
Arl»eit von K. Th. Vahlen (Acta Matbetn. 2^, Ol ff.) übf»r Fundamental -Systeme 
für symmetrische Funktionen stehen indessen zum Inhalt gegenwärtigen Auisatzes 
in keiner engem Bcndmag. Danelbe gilt auch toh endereB, s. B. der umfan^- 
reicken Arbeit v<m Kostka im Joun. f. r. n. a. Math. 89. 

2) Wie es bei der Bereehmug der Diaknmiiuuite nach Serret (t. a. a. O. 
S 80S) goaehieht 
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Zur BildoBg der fl|yauii«liiMli0n Fonktionea. 115 

gestreckten BaBoltate seigen, weldie siek dnioh keine Methode ver- 

k&rzen la^^sen 

Der Qtoü ist in folgender Art angeordnet worden: 1. Darstellung 

der Methode. 8. Allgemeine Formeln für ^j^. S. Die Diflferentiation 
» 

der P||. 4* Skiiiitiirdse Veimindermig der Reehenoperationen. 6. Bei- 
spiele. 6* AuBgeBckloMener Fall 7. Beispiele dafür. 

]. DankOung dar MeUtode, — Sei F die Beieiehniuig Itfr die sym- 
metrieehe Funktion ^af^h'^c^"-€^r^tf^r der Torhandenen r oder 
mehr Elemente a, h, e ete., weldie ans dem GUede a'» • • • e^r—ifPr 
entsteht^ wenn die nad^ äbtu^mender Größe geordnäm £xponenteii jp^p^ 
' ' -p, ÜMt an ihrer Stelle belassen und fdr das System der Basen naoh^ 
einander alte Yariationen ohne Wiederholungen rter Klasse der TOr^ 
handmen Elemente genonmien werden, wobei jedoch die etwaigen 
gleichlautenden Glieder nur einmcU za schreiben sind. Ist n die An* 
lahl der Elemente (n^r), so sehreiben wir speaieller: 

(1) I \ ^^a'i 6ä . . . e»r~I f»r, 

(-) 

Nehmen wir a, b, • • • als gleichartige OrSBen ersten Ovades an, so ist 

F, vom Grade (oder Gewichte) p^-i \-Pr und läßt »ich, wie 

bekannt, durch die positiT oder negativ genommenen symmetrischen 
Elementarfbnktionen, d. h. durch: 

(2) Oj = — «t ^ö^* **» — ~ ^ahc, •••,«. — (— lyahc • • /, 

(deren Index sngleich ihren Grad angibt) oder durch die Koeffizienten 
der Gleichung 

(3) «iS-' + • • • + -r ^^«= 0, 

dfflpsn Wurzeln a, h, c, • • • I sein sollen, ausdrücken. Sei dies nach 
irgend welcher Methode ausgeführt^ so ordnen wir K«, welches wir als 
Funktion der als bezeichnen, nach Potenzen von und stellen 
uns die Au^ahe, die in gleieher Art gebildete Funktion: 

(4) , ^ ^a". 6A . . , e'r-tfPr, 

(•+») 

wo XU den obigen Grdfien a, • • • I noch die dne t hinzukommt, und 
wo diese » -|- 1 Gießen der Gleichung 

(5) «"+1-1- 4ia?»-|- -4,af"-*-h . . • -I- Ä^x -h Ä^^t 0 

genügen, durch die Koeffizienten derselben und zwar nur mit Hüie 
des Ausdrucks für auszudrücken. 

8* 
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Die beiden Funktionon F,_^j und können wir in folgender Ali 
miteinander in Zuaammenhang setzen: 

(«) w 
(•) 

andererseits ordnen wir F^^j nach Potenzen von ^l„^i, «etzeu also, 
indem wir die unbekannten, A^^ bis enthaltenden Koeffizienten 

mit J*^ beseiehnen (ü; 0 big q)i 

^ «4-1 M+l . n+l . «-f I 

Hierin ist ^ die größte in dem Brach 

ft + P« + • • • +Pr 

enthaltene ganze Zahl 

Diese K(»eiii/,it'nten 1^,^ ' ' wollen wir nach der Mac Lau- 
rinscben Methode bestimmen, und nehmen zu diesem Zweck ^j,^, - " A^ 
als fest gegeben, A^^^ als veränderlich an; dann sind die Wurzeln der 
Öleichnng i 5 ) von A^^^ abhängig, und diejenige Wurzel, welche gleich- 
zeitig Hill ^l„^.i verscliwiiidet, bezeichnen wir als während die anderen 
in diesem Spezialfall die Wurzeln der üleiciiung 

sind. Hat nnn Gleiehnng (3) dieselben Wuneln wie Gleichung (5) mit 
AnaidiliiB tod i, bo ändern sich anch die KoefiSsienten dieser QIei<diang 
«1, • • • 0^ nicht, nnd swar bestehen swiicheii diesen 4nd den die 
bekannten Beuehnngen: 

Denken wir nun in (6) die symmetrische Funktionen der Wurzeln 
Ton (3) als Funktionen ihrer Koeffizienten ansgedrückty schreiben also: 

80 wird die Natur fb>r Funktionen /i, f^, -- /, durch die Änderung ihrer 
Argnmcnte nicht berührt. 

Wir machcv jetzt bezüglich der Exponenten Pt» ' •' Pr 
beschränkende Voraussetzung, daß 

ses. 
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Zar BUdaag der sjmmeirischeii Funktionen. 117 

Nun setzen wir die rechten Seiten der Gleichungen (7) und (9) 
einander gleich und dann ÄJ^^^ — 0, womit audi I «• 0 wird^ so folgt 

(") X-(yjf»- 

Jetst differenzieren wir nach A^^^ und setzen dieses gleich 0, so folgt 
ebenso ist überhaupt: 

Die Differentiaiiionen werden in der Art auBgefQhrt, daß sich in- 
folge der Qleichungoi (8) ab Funktion von t darsteDt^ und i Termöge 
der Gleichung 

(13) ««+1-1- . . . + + A^^, - 0 

von A^^^ abhängt. Die weiteren Glieder der rccliteii Seito von {\y] 
Weihen, weil selbst die höchste Anzahl q der Ditfereutianonen 
wegen (10) kleiner als und # — 0 zu setzen ist, ohne EinHuß. 

Ehe wir die allgenieineu Formrlti entwickeln, nehmen wir, uui 
das < 'Imrakteristische der Methode klar zu legen, ein sehr einfaches 
Beispiel: 

FQm-Siai 

1^ — — «ei<4: 
m (» 

Durch Differentiation von (8) nach t folgt: 

und durch Differentiation von (13) mit fi <-> 2 nach A^: 

(Sfi+ 2At + Ah'}, + 1 - 0. — i- 

Weiter iet 

also ^10) erfüllt und somit nach (11) und (12): 

p, — Ä,Ji 

F, J} + (2^« + J^^. 



118 



Lot'it Saalscbltz: 



Wir könnteiL hieraus in gleicher Art und dann bilden, welch' 
leieteres gleich dem allgemeinen V wire, unterlassen es aber, weil sich 
später noch eine weitere Urleichterung der Rechnung ergeben wird.') 
Anmerkung: Es ist weitaas am con&ehstMi und fiOr unsere Methode 
charakteristisch, unter t die gleiehaeitig mit Ä^^^ Terschwindende 
Wurzel au rerstehen, ab« nciwendig ist es nidit Verstehen wir 
unter t eine beliebige Wurzel der Gleichung (13), so mflasen wir, im 
obigen Beispiel, + 5^ und -|- h* durch und ansdr&cken, in 
den Differentialquotimt^ i (von Null verschieden) blassen, und kämm 
dann schlieftlich, indem sich aUes ÜberflaBsige forthebt, zu demselben 
Resultat; allgemein ebenso, erforderlichen Falles mit Hilfe der Gleichung: 

3. Allgemeine Formeln für — Um i^, das ist (siebe (12))| ". A 

allgemein bilden zn können, bedürfen wir der höheren Differential- 
quotienten von iiiK ii (j derjenigen von t nach A^^^, und zwar 
beiderlei Ableitungen für t (und A^^_^) gleich Xull, und der bekannten 
sie verbindenden Formeln fQr die höheren Differentialquokienten. 

WuH das erste betrifft, so ist der Voraussetzung nach auf 
die Form 

(14) - Pe + Pi«. + iP,<< 4- + • • • 

gebracht; die Dtfferentialquotienten Ton nach t setaen sich also aus 

n 

denen der nach t und denen der Potenzen Ton nach t zusammen. 
Die ersterrai hängen von dem besonderen Problem ab, und wir kommen 
auf dieselben noch einmal zurflck (s. S.). Die letateren lassen sidi 
in folgender Art finden. FOr die erste Potenz ergibt sich dir^ durdi 
Differentiation von (8) fSr < * 0 

mfA^^^ ffkr m<k 



0 „ w > A; 



und um die höheren Potenzen Ton «e^ zu differemneren, benutze man 
die Formel: 

(10) ^•!^^) « gymb (tt + t; + tt' + • • •)*, 

1) Siehe die Fußnote zu dem Beispiel ^{abe)^ in &. 
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Zur Bildung der BymmetriBchen Funktionen. 119 

worin die Potenzen durch die eutsproehenden Differentialquotienteil und 
insbesondere die 0'* Potenz durch die Funktion selbst za enetEen ist. 
Ordnet man dann noch die rechte Seite von (16) nach StunmoB im 
Simie derjenigen in den nieichimpen (1), (2), etc., setsst darin «, v, tv, . . . 
einander gleich und etwa gleich y, läßt die Summenzeichen fort und fügt 
statt deren die Permutationszahl der Exponenten als Faktor hinzu, 
so erhält man den /?ten Diflferentialquotirnten von if, wenn man die 
Anzahl der Funktionen u, v, w, . . . gleich r macht Z. B. ist 

(« + © + w H- + *)' -^uVi«^i*Ä») + S ^*vu^ifi^ + 6 ^cfpjB^j» 
und denmaoh 

(17) ''Jf; = 5y"y + eOy'Yf/ + OOy'y'yy. 

In dieser Art erhalt man mittels der Gleichungen (15) die auf S. ISO 
folgenden Formeln (18). 

In diesen Gleichnngen ist durch 1 za ersetzen, während ein A 
mit negatiTem Index venchvindei Mit Hilfe derselben (mit n statt k) 
kdnnen wir die Ableitongen Ton nach ^, fttr < — 0, nach Potensen 
▼on ordnen, und wir beieichnen nun die Koeffizienten derselboi 
mit DoDt A ' • E^BiE^ . . . etc^ indem wir setzen: 



(19) 



(^) - -F« + F^An-^F^Al + F^Ai + • • v 



etc. 

Die Ko*jftizienten D^, Dj, Dj etc. setzen sich au8 den Ableitungen 

der nach t (für ^ = 0) und den Größen A^ bis A„_i zusammen; 
wir brauchen für die weitere Rechnung nur ^inen Teil derselben 
und werden die erforderlichen Werte nachher (in den Gleichungen (2S)) 
angeben. 

Um nunmehr die Differentialquotienten von i uuch bilden 
zu kfmnen, brauchen wir Hereits die Formeln für die höheren Diflerentinl- 
quotienten, deren fünt erste wir hier folgen lassen. Wenn X eme 
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•5/). - 8^-.^'. (-3,. ) - 64>-.^i + 6Äl.,Ä, 

U ). - •* A-.^l, („,*).- ^'^'-'^J + 12^2-»^» 



3 



* \ A 



0 

( 

(' 



^^^^ +288^,_,^f ,J,-f 24^{_„ 



( 1440^*-4^»-i^I+ 1440^4-,^*.,^J 
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Zur Bildung der symmetrischen Funktionen: 121 

Funktion Ton t, t eine Funktion ron 9 ift^ so gelten die Glei- 
ekungen 

r dY dYdt 
dv — dt dv '^ 

d*Y rnYf,U\* dYd*t 



(20) 



dv* dt* {dv} dt dt>*' 
d*Y d*Y/dt\* . ^d*Ydtd*t . dYd*t 



(dty ^d^Ydtd't 
\dv) ^ dV dvdv* 



dv* dt* \dv/ ' dV dvdv* ' dt de" 
d*Y d*T/dt\* „d*Y/dt\*d*t , d*Y i../d*t\* . jdtd'tx 
dP'W \Tv) + \dv) + di^ V^[d^*) + 

d»r d»r/< 

drd»f 

dt di>* 

etc. etc. 



+ dt*\dv) dv* + ^ dt> rdv Wv '^Uw di»i 



Setsen wir die linke läeiie der Gleichung (.^) gleich Y, x^t und 
9 » ils^i» eo erhalten wir: 

3^=.{(»+l)<- + nA<-^ + ---+^}gx^ + l-0, 
also für i - 0 

dt 



Mittels dieser Gleichung und der vorher mitgeteilten (20), deren linke 
Seite Terschwindety erhalten wir nun sakseBsiTe die Werte: 

// dt \ 1 / J*t \ 2^-1 

d*t \ W^-i 



n — 1 



flberbaupt 
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WO die Konstanten , , , c^^^^ von A^^ff -^„„fj • • •> 
hingen und insbesondere 

c,„ 2 - - 2*-» .1.3-5.. ,(2m - 3) 

ist. Setzt man nun in den Gleichnngen (20) statt )' und A„_^_^ 
statt V, 80 erkennt rtinn als Form für irgend einen — etwa den Aten — 
Differentialquotienten von }\ nach ^«^i die folgende: 

worin die Konstanten e/,, d^, ... von .4^^,, J„ . etc. abhängen und 
sämtliche Exponenten Si, .<fj, . . . größer als A sind. Für die Dlfferential- 
quotienten von nach t sind in (lU) die Formen angegeben. Nun 

ist aber die linke Seite der Gldchong (22), das ist (siehe (12))^ eine 
ganze FnnUion aller Koeffisienten J^, A^^ also mäsam steft m 

(22) olZe (rltfltfer, iralcfts eine negaUve Ptutent wm A^ äk FM/r haka^ 
gegenseUig teiMrm^ man hwM also diesdbm (außer etwa gur Kon- 
trolle) gar nieki gu heredmm. Daher genügt die Beredmvmg folgender 
Qröflen: 

E^E^E^Ef, . . 

etc. 

Nun folgt z. B. durch zweimalige Differentiation von (14) nach /: 
also ist f&r < ^ 0: 

+ i I (P,)(6 + 6^,-,^) + + etc. 
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folglieh erhalt msn: 

N II 

^ - + (^)j + 

In dieser Weite findet man folgende Formeln: 

H fl Jl 

m n 

■ 



m V dt« V 



G - * ('''^^1 • 

12U ^ ^' 
IT _ 1 /'''^A 

~ 120 \ d<* 7'* 

Soll nun z. B, P, = ( . ) berechnet werden, so ist in der ''-weiten 

Gleichung (20) IT— F^, o — an sefaten; dann wird nach (31) 
nnd (19): 
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- 2(Do + Ayl, + A^* + + • • •) -^r-' 



^5 

'i 

A 



- (Ji 2.4,«, D,) + (JE; - 2il.-.,2>J^. + (£4 - 2^-.iI>5)^+ • • > 
mdem die gebrochene Fniddioii: 

welche, wie oben bemerkt, veiBchwuiden muü, fortgelassen wird. In 
gleicher Art erbiilt inuii die folgenden Formeln, denen wir noch die 
Gleichung ^11) Toranstellen: 

(11) ^, '^»-(y,),; 



(24) 



+ (120.4, .,A.. " L'«^>-i.-5^-i + ^^i'^'l« .1 
7)/r hiermit in IkreiiarJwft gestellten G Icicfmnffssysteme (^3), (IJ) 

n 

KU ff f2f^ ^f)ui, altgesrhrn ron dm Differentiationen der 1\, die eitusüf&i 
in praxi erforderJirliDi Fomtrln. um F„ , , aus abzukiitm. 

Tat. V eine binare, ternäre, ülierhaupt r-näre Funktion, so ist n 
iiiintlestens be/,w. 2, 3. r; also reieheu die Formeln (24) ans, wenn V 
ron geringerei- «//v der l'> [r -\- l)ten Dinuttsion i.v^, Torausgesetzt, daß 
die Z>4, . . . hinreichend weit (falls erforderlich^) weiter als in (23) 
angegeben) berechnet sind. 

1) Ihos Erfordernis tritt mir eiD« wenn f»3» und V di« llto Diiii«»noa 

überschreitet. 



Digitized by Google 



Zur Bildung der tjimiietriwhen Fimktaoneii. 



125 



3. Die Differentiatimen der P^. — Zur Ausführung der för die Be- 

H 

nutzuug der Gleichungen (21^^ 7iÖtigen DifferenthUii neu ihr Pj nach t 
(wobei schließlich ^ <^ 0 zu setzen iat) stehen zwei Wege offen: enfc- 

n 

weder man differenziert P^, welches aus einer Summe TOn Produkten 
der Fonn «■'^«Jot^« • * besieht^ mitteb der gewöhnlichen Regeln fOr die 
Differentialiofli Ton Produkten (siehe Gleichung (16)) and benutzt dabei 
die Gleichungen (IS), wobei aber die (fii+ l)fe Differmtiaiion nkM aus der 
mim abndeiim gtM, sotider» dir^ amgtßkH werden muß; oder maa 

entwiekelt mitteli (8) nach Potensen Ton t, wobei man aber nur 
bis snr mten Potenz zu geben braocht, wenn nicht mehr alt m Differen- 
tiationen anszniBbren tmd. 

Wir Aigen «n (ziemlich kompliziertee) Beispiel hinzn, damit der 
Leser sich selbst ein Urteil bilden könn^ welche Methode im gegebenen 
Falle Toisuaiehen ist Es sotten die drei ersten DiffierenHalquatienien 
▼on i^aj«j fär i'mO gdnidet verde». 

Erste Me&oäe. Wenn die Akzente Differentiationen nach t bedenten, 
so ist 

+ 6«;(i©'(^', 

demgem&B Ar 1 — 0 mit BenutEung der Gleichungen (18): 
+ ^Ali^A, ■ iL'läJ^ + A^(^A^A\ + 0^1^^)) 

4- 3^»(2^.i} ii,(4^,^+ 2^1«))+3^,((6^il«+ QA\A^2ÄiA^ 

+ ZA\A^{^A^Ä^ + ^Ä*j) + 6ii, ' ^A\A^ ' 2A^A^ 

und gehörig zusammengezogen: 

- Hi&A,A^Ä\Al-\-2A,A\A^+UA^A^AlA^-k-i^A^A\A^Al 

in gleidier Art ist 

+ 2i%(«4)X«0' 

und somit: 

(~^''^)~^a,aiai-^a^ai{^^a^a\+(sa\ä;)+a,^^^^ 

V 2 . ^AlA^Al + 2 J[,^J . 2A^A^ + 2^, 3^»^, . lA^A^ 
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also 

\2A^A\A^; 
und endlich: 

ZweUe Mefhode, £b ist> immer bis ^: 

4- (3^,^» + r.A,A,A, + + . . . 

hiermit: 

Multipliziert man dies noch mit so ist der Koeffisient Ton 0: 

ijA,A^A\Al + ^K-UAIA^AI + A\Al + 16 Jä^3>f»^, + 5^«^« 
+ UA\A\A, + ä^l^f^f + A^A\ -r 2.1, .4J^ + A^Al r«,, 
Koeffizient Ton I» gleich QA^A^A\Al + 3^1^^,^« + 8^^J^ + 

Koeffizient von I gleich S^^Jii] + %A^AXA^ + - C^, 

aläo ist 

und dieee Amdrüeke itimmen mit den obigen ttberein. 

Ist nnn F,» auf die Form (14) gebracht, zar WeiterentwickelQng 
▼oigelegl^ so lüid zuent die Diffsientialqnotienten: 

zu berechnen, dann mittele (28) die Größen Dj^, E^, F^, ... zu bilden, 

und schließlich süxd mit Hilfe der Gleiciiungen (^^4) die gcäudiieu i\ zu- 
»umuieozusetzeu. 
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4. SbMNwite VtrmMmmg dar iZscftcNoperalibiiai. — Mit mgIimii- 
dem Index n wird die Dimension von immer gröBer, ako der li9chste 
Exponent von bes. ron A^^^, immer kleiner; demgemiß wird die 

Anzahl der Griißen 1\ und immer gerins^er mvl daher die liechuung 
von Schritt zu Schritt immer kürzer, Ist muri liierbei zu einem yi^v 
tfelaugt derart, daß di»» Dimension von ^Ir, i)ereit.s größer als die- 
jenige von V ist, so wird die weitere iiechnung aehr einfach. Daun 

ist nämlioh bereite NnU, aleo gebt die errte (23) in 



und die erste (24) in 
fiber; dann iet aleo 

(25) 



— A 

/tip\ 



n + 1 



Selbst wenn F. bis n*^v einacUiefilich nach einer anderen 
Methode gefunden worden ist, kann man bequem die für ein beliebig 
großes n noch fehlenden Glieder mittele der Gleichungen (25) berechnen. 

5, Beispiele. — Eine Klaase Ton symmetrischen Fonkkionen, auf die 
■ich nnaere Methode immer anwenden iaät, ist: 

(26) F-V(a^a,...a,y', 

worin r und p beliebige poaitire ganze Zahlen sind, denn die 
Bedingung (10), in welcher 

Pi — A — "Pr — P 

za setzen ist^ wird hier erftült, weil für den Minimalwert r von n 

+ \-Pr r 

HM r^l^<P 

ürt. Dieter Kkne gehdrt daa Beiepiel 

(27) V^^iabcf 

mn, welches ToUstandig durchgeführt werden soll. 

In diesem und den folgenden Beispielen bedeuten Ä^, A^ • • ' 
immer die Koeffizienten derjenigen Gleichung, ftr welche die sjmm^ 
trisehe Funktion V^V^ gebildet winL Tritt nun no«^ dn Element 
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hüura und soll fttr di€ie » + 1 Elemente dieselbe Fonktioiiy also jetst 
V^^if ermittelt werden, so hat man^ mm Zweck der Beredmimgy « 

"4-1 _ 

in statt A gesehrieben zu denken. Da aber nun wieder Pq aus 
herrorgeht, wenn die tt darin durch A ersetzt wm^en, so bleibt f], 
formal unverändert^ ond in diesem Sinne beginnen die Gleidrangen in 
folgender Art: 

^.+.-»^.+ " 

Für unser Beispiel ist zuerst n S und 

(28) F- F, ~2i»hcf - (a6c)», 

(29) K. - - ^, 
also 

Pi = P.-P.-A-0, A 120, 

folgUch nach (23): 

js;-o, 42-, p,-^ 20.45, £:^-j^^_,P5--i0ii„ 

^5 = 0; 
Somit wird uach (^^4): 



P, --D^^J = 5.4,J}, 

P, P; + ^Wi + A+i)-4J-"' = 30^^^ + 30^; 



P^ = 0 für h^A gemäß den Gleichungen ('J4i. in I bereinstinimung 
damit, (lab -.4* von der Kiten, also von grolierfr Dimension als V ist 
Daher haben wir nach (7): 



(31) 



- 5(^ + A^)^Äi ^ ö(^^ + A^)A% 
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Jetit ist n 4 ZQ setzen, und ee folgen nun aus (23) mit Benutzung 
Ton (30): 

- 5(- Ä,Al -f AlAl), I), ö(- Ä,A,A, - ^ + 2yl|), 
Hierat» 



(32) 



- ~ 10(^1^ + iljil, - 9A^A^ + 30 J«, P, 6ü. 



(33) v,=v^^ p,A, + ; p,^i + ; p»Äi. 

In gleidier Art findet man sokBeniTe: 



P, H2Ä,A^A^ - ii} .4, 5(2il,^ - SiiM. - ^^i) A 

iP^ = 40(3^j^, - 2ylJ - yl,); 

+ ^1 A + 2 ^ - 

Pi-ö J 3^^J,--4}-(ilj + 2 J,)il}-(2^f ^ - '6Al^A^A^A^ 

P, 10A,i 

(37) F,-F; + P,^ + iP.^ 



(38) 



P, = b{A,Al-2A\A^At'\-BA^Ai^2AlA^+(Al + A,A,-2A,)A, 
-{2A\-^A,)A^^2A,A, + A,U 



8 



(39) Fg-F, + Pi4,. 

Von hier an wird die Rechnung sehr leicht, denn es laasen sich 
die Qieichungen (2ö) anwenden, und wir erhalten: 

(40) {A = o {A,A,A, - A\A\ + A\A^ + - 2{A\ + A^)A^ 

+ 3^A + Ah 

(41) F,-n+PtA, 

(42) Pj = 5{yff^ - 2^jil{- 2^f^3 + 3^^3 + 3 -4iij), 

_ 10 

(48) F,o-F. + P,A., 

■»d Aftllu ni. Btfb«. IX. 9 
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(44) P,^-b[Ai- 3^1^ + 2Ä,A^ -^Al- -4,), 

(47) V,,=^V,,-^P,Ä,,, 

(48) P. 61^1-^), 

(50) 

(öl) K„«=F,. + P.4u, 

(52; - - 

(öS) K«-Fh + Pi^. 

Für w > 15 ändert sich die Form von nicht mehr. Hier liiüt 
sich für die Zahlenkoeffizienten eine interessant p Probe unstelleu. Seist 
man nämlich für irgend ein n von n = 3 au biä » — 15 

ili — ilj <^ • • • — ^ — 1, 
80 lind die betreffendai Oy «i^ . . , die Wiindn d«r Gleiehung: 

«• + + '•• + «+!- - 0 

oder die + l)ten Wurzeln der Einheit mit Atusdhloß von d; — 1; 
daher sind fiir jedes n, dessen Nachbar » -f 1 prim g^en 5 ist^ 
a^f Ir^f ... di«»elben (» + Wurzeln in anderer Reihenfolge, 
daher: 

(54) r. ^2i^hcf ^2i<fihc) = ^ ^, - ^ 1. 

Betrachten wir nun die Fälle » « 4, d, 14. Für » — 4 iet 

a«-6* = «ö = i?k^l, 

also 

(») r,-(4).-4. 

Für M 9 aind die 9 in Frage kommenden Wtiraelni 

kn , . . kn 



X 



— — 1, ic — coa-^ i: iain-^ 
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also ihre 5ten Potenzen viennal + 1» ittnfmal — \, fulglich Wnneln 
der Gleichung 

(S - i)M 4- if = U + - 1/ - fc» + - 4t' - 44' -i- 0, 

daher^ wenn eie ale ||y || eio. beBeiehnei werdui, 
(68) F.-^(a6<;)'-^'t.J,i,-4 

Ist eudlicli « — 14, to haben a*, ... dt« Werte 

coa— ± isin-j-' (»—1,1,. .,7) 

Beliehnen wir nun die beiden komplexen Kabikwnneln der Einheit 
mit «1 nnd ao tind die | die Wnndn der Gleichung 

« - - <f{i - ly- (I - -««){«- «i)» - «.)« - 1) I* 

- (I' + 1+ 1) d' - 1)*- 6" + I" + i"- 4t" 0, 

abo 

(67) F.-^(<»»*)»-^({,fe|,)-4. 

Wird aber in den AnsdrQcken für F", dir Einheit aa Stelle der A^, A^, 
'''^n J^^^'Pt''^? entsteht die Sunuiu der Koeffizienten. Dieselbe ist 
utläo gemäß deu tileicliimgeu (54) bi.s (Ö7): 

— 4 für n = 4 oder 9 oder 14, 

— — 1 fär jedes andere n, 

daher iat die Summe der Kctffvnadm in 

5 für 11-4, 9, 14 
— 5far» — 5, 10, 16 
0 für jedea andere n. 

MittflJa der AnsdrOcke (30), (32), (34) etc. kann man eich Tön der 
Bichtagkeit dieser Behauptungen leidit flberzengen. *~ Ähnliches gill^ 
wenn p in (26) gleich einer anderen FrimiEahl genommen wird, wShrend 
fttr j> als snsammengesetste Zahl die Resultate sieh komplisionen.^) 

1) Der VoUständigkoit wegen fahren wir noch das sehr leichte Beispiel aas 1. 
F — ^a'ft' zu Ende. E» war gefunden 

3 

also P| » 2 ^{ -f ^ ; demgemäß nach Uleichung (25) 
und daher 

r « ^ ^ ^ + (2 ^ + J,) il, — 6 + 6 ^ . 
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Folgendes Beiflpid ioH nur begonnen werdfln: 

also ist: 

V,-^{a^b)(ah)\ V, A,Jl, 

• daher: 

Unsere Formeln (23) reichen f&r den ersten Schritt nicht, sns, da sie 

m 

nur bis gehen und die Oleidiungen (18) ebensowMug^ da sie nur 
bis «{ gehen; wir_m(ISBen also o^«} direht diflSBrenzieran und zwar ein- 
bis Anfinal, da Yon der Form 

F. - P. + P. ^ + i P,^ + i P, ^ + i + d, P. ^ 

S 

ist, woT)oi konstant wird. 

Nun ist. 

+ 36 ^<*(i^ + .-.) + 21^<*(^ + •..) + etc. 
Dadurch findet man leicht 

(^),-7^^i (^^)^-14(^4-3^^)i 42(6^^ + 5 AM}); 

{^-^}\ = 168 (3 J4 + IbAlAi + bA*Aiy, 
{W\ - 840(15 + 20AM| + ^ÄlA^), 
und femer, da — ^ + ^ ist: 

Ordnen wir diese Ausdrucke nach Potenzen von d. i. A^, so finden 
wir unmittelbar die Größen 2>*(A > 1), E.ih ^ 2), J\(/fc ^ 3) etc. 
gemäß der durch (21) ang^benen Bedeotung derselben, nnd zwar: 

ü;,-=£, = 0,E,-0, 42^J, ^;, = -28A, £.= 0 

(59) J^;-0,j;— 210^}, 378^?, J^s--42, jP,- 0 

(?^— 336ü.iJ,Ö5=-1512A,ö,-0, G,- 0 

H— 2520, ^-0, 0. 
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Nmmiehr könoen wir die Qleichiuigeii (24) «nweadeii nnd erlialteii 
miltelB dendban: 



(60) 



Ä,Al, A = (7^f + ^,)^5, (UAl-\-l^A,)A,Äl 



m A — 



Weiter ist nun n 3 zu setzen, und es wird: 

_ - 4 4 4 

1 ~ ^4 ^5 + -^1 -^4 + i •'^S-^i + ? -^^8-^4 • 

Min mnfi nvai folgende Differentiationen anaftthren: 

a r» 3 

/di^A /ti*i'i\ 

findet dann mittels (23) die neuen />j Iiis i?, bis JS^, und Fj, 
wahrend R . F , F nnrl die anderen üröüen verschwinden, und dann 
wieder mittels (^24) lolgende Werte: 

(1Ä\ - 6il,)^,^| + (21^} + 4AIA, - 5 Jf)^*^, 

- {1A\ + 52^1^ 4- 2Ai)A,Al + (46^* + 4 J,)^»; 
jjFt - - (7^« - 2ii;^ + 10 JJ)^i + (29^ + 26^;^ + ^J^A^ 

Die folgenden Entwicklungen (für n > 5 bis n 15) sind genau 
nach der Art und Weise des vorigen Beispiels aussuffthren, was hier 
jedoch unterbleiben soll. 

6. Ausgesdihtsener Faü. — Fügt sich q, das ist die größte in 

ii±i''^+ ^J±er enthaltene ganse Zahl, nieht der Bedingung (10), 
ist also 

(öl) « ^ Pr> 

■o sind die Darstellungen Ton ^«-i-i ^uroh die Koeffizienten der 
Oleiehung (5) auf Grund der Darstellung von durch die Koeffi- 
sienten dar GUeichnng (3) omstandlusher, weil eine oder mehrere Hilis- 
fnnkttonen, aber, wie wir sehen werden, mei^ens nw unvoUständigf zu 
entwickeln sind. Wir wollen diejenigen Fälle, in denen die Bedingung 
(10) gilt, als die fügsamen, diejenigen, bei denen die Beziehung (61) 
an deren Sk>lle tritt, als die unfügsamm bezeichnen and uns zur Be- 
sprechung d^ letzteren wenden. 
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\\ euü besteht, können niehrore der Zahlen p^, /v_i> Pr 

kleiner nh oder gleich (/ sein; ein© derseiheii gieiieu wir heraus und 
nennen sie p. ^Vir setzen nun die rechten Seiten der Gleichungen ^7) 
and emuiider gleich, wodurch wir erhalten: 



n+l » + 1 nJ-i j » + 1 

_ I 



(62) p^-f P,^.^,+ ;i>^^s^^^ + ' P^^v^, 



Diese Gleicliiiiig differaasieren wir tfmal (tf ^9) naeli Ä^^^ und setzen 
dann ^,4.1 und ^ gleidh Null, so kommt: 



Das erste Olied auf der reehten Seite dieser Gleichung wird erhalten, 
wenn man die Großen D^, etc. wie bisher aus den Gleichungen (23 ) 
berechnet und ihre Werte in die Gleichungen (24) einsetzt, nachdem 

auf deren linken Seiten F^, P, etc. durch J » \iA*^ ) 

eneist worden sind. Die Glieder der Summe, lUr welche p^>€ vskf 
Tcrsdiwinden, di^enigen, fßr wdche i>|^ff ist, Tcrschwinden nidit; 
eines der letseteren P| sei ^, so daß 

(64) '/ > ^ P 

ist, and der KoeMzient von werde mit bezeichnet Dann ist 

der in (63) auftretende Differentialquotient von t^WJ^ au bestimmen. 

Derselbe ist nach bekannter Formel aus denen von und von zu- 
sammemsusetaen. Ist nun die Entwiddung: 

(65) w,^, -4'+ 4*^.^.1 + • ;"4'^Ui + iiiUut + • • • 

w+t »+1 

bekannt, worin die eine den in (7) entsprechende Bedeutung 
haben, so ist (s. (10) imd (11)): 



und daher 
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worin die DiflFerentialquotienten von /p in bekaiintor Art (vprgl. (16) 
und nachfolgenden Text!) and mit Hilfe der Gleichung (21) zu bilden 
sind, z. B. 

und überhaupt 

Die Funktion W, deren Entwiekelnngpkoefifiiientm mit diesen 
Difforentjalqnotienten multipliziert sind, nennen wir Hi^rfmkOmi sie 
broncht nicht YoUständig berechnet zu werden^ einmnl wdl nicht alle 

Yon ^' = 0 bis /; — </ erforderlich sind, und zweitens, weil in den 

Produkten! — 7^/ J Q^, deren enter Faktor nach negattTOi Potenien 

von /!.^. und deron zweiter Faktor nach |)08itiveii Pnt«>nzen von 
fortsciireitet, nur die gange Funktion von beibehalten werden darf, 

- — " ) in der oben angegebenen Art dies 

auch genehehen ist. sVergl. 2. hinter (ileichung (22)). Hierdurch 

trird die Ikrhmmg oß arsndlkh verkürzt, was i\uvr\\ die nachfolgenden 

Beispiel^ Ipichter als durch allgemeine Darlegungen veranschaulicht 

werden wird. Dabei kommt als günstiger Umstand biui^u, daß zur 

■+1 I» 

Bereebnmig von nur die P^i, ftr welche h^k^ nStig sind, zur Bo> 

rechnung von (niit auBuahms weiser Benutzung dieser Bezeichnung) 

n 

Ulli' D4, WO h ^ k etc. 

Mit wachsendem n Tcrkleinert sich 9; es werden also immer weniger 
von den Exponenten p,, Pr^ir Pr-tf • kleiner als q sein und daher 
nach und nach immer weniger Glieder unter dem Summenzeichen in (63) 
zurückbleiben, bis die Summe ganz fortfallt; auch dir nUfsfunktionen 
f^{tL^ • • • a^) sind nur his zu dcmjeniffm n, für uddics norh 5' 7 fst, zu 
berechnen. Ist allerdings iV«=l, so MfMht dies Glied dfi Summe 
während der ganzen Rechnung besteh* n, und ist die Hilfsfunktion 
deren Faktor t ist, vollständig zu entwickein Dnrh soll eine auch in 
diesetn Falle bei einem gewissen n beginnende Erleichterung der 
Rechnung, die durch Gleichungen analog den Gleichungen (25) in den 
ftigsamen Fällen charakterisiert ist, nicht unerwähnt bleiben. Man ge- 
langt nämlich bei fortgesetzter Rechnung immer zu einem n (w^ v) 



Digitized by Google 



136 Iioou SAAucHtfn: 

derurt) daß der Grad (das Gewicht) TOn kleiner als 2tr, also kleiner 

»4-1 »4-2 I4-.S 

als das Gewicht tob J* ist Dann haben nur noch J\, P|, P^, etc. 
▼on Null Terschiedene Werte; folglich ist die Gleiehnng (68) nnr ittr 
— 1 anzuwenden nnd geht, da alle Glieder der Snioffle, für welche 
Pt>l is^ Terschwnnden sind, in 



flher. Nnn ist aber, gemafi oben angegebener Bechnnngsart 

und nach (23), da P«», gleich Null: 



\d^+i/« »—1 



ferner ist auch, da IV von geringerem Gewicht als ist^ Qg etc. schon 
verschwunden, also wird schließlich 

(70) („>,). 

7. Beispide. — Die folgenden Beispiele gehören den nnftgsamen 
FMen an. Zugleich wird geieig^ wie man sich in pnod die Tabellen 
Ton Meyer Mmdt nnd Faä di Bruno, welche alle symmetrischen Funk- 
tionen Yon der Form ^a'^b'^e^ • • • bis zum Gewidite 10, besw. 11 
einschlieBlich enthalten, nnfabar madien kann, wenn das Gewicht der 
voigel^lien Funktion großer als 11 ist. Wir bedienen uns dasn eines 
Knnstgriffs, der am bequemsten an den Beispielen selbst erlSutert wird. 

Sei als Beispiel F i-^a'^M«*^* Toigelegt Wir können direkt 
durdi die genannten Tabellen erhalten, wenn wir 

setsen, da die Summe eine symmetrische Funktion Tom Gewicht 10 

ist Wir können mtUels der TäbeUen aber aucft F^ erkaUen, Wir 
setzen nämlich 

(71) «=4s i-^/,- ,.-t>)i 

dann wird aus der Gleichung 

(72) aJ» + il, as* -f ^, + + ^4 » + ilj - 0 

1) 6tatt <if, ^, y, • • • sind bei Bruno die iiezeicbnungen «j, a,, • • • gebraachi. 
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diese: 

(73) + + fl|^* + «il« + + 05 - 0, 
wobei 

(74) % - J,, Oy - Ja J,, tf, - j4; J,, - AlA^, fl» - -äj, a,^,^« - 0. 

Wegen aßyds ■= — — — -4^ ist: 

also ^/Ij^d*«^ oder in gebiftnehlicher Schreibart 

(74) -AiV^^^^^ßY^. 

Die rechts stehende Funktion ist Tom 11. Grade, findet sich also bei 
Bruno und hat unter ForUaesiing der in a^t ^> " * mtütiplisierten 
Glieder den Wert: 

(76^ ya^ß*yH «3 — a\a^a^a^ + Za\a\ + 'dn\n\n.^ + '^awh + Oio|«4 

+ 18a,a4% — 9%a^ — Tajo^a, H 

Seist man Hierin fttr Oi, • • • ihre Werte aus (74) ein, so erhalt man, 
nach beideneitiger Forthebung dea Faktors (— Af) den Wert Ton F^: 

CT) F.-F. + P.4, + iP.^. 

wob« 

V, » (^,^ - 3^Ö^J - (3 j; - 4 J,) JJ; 

(78) — 2 J, J,^; + 6^5+ (8-4Mi - J, 7J, Jj 2 A^:; 

i P, - - 2ii; + 6il{ - 18 Jjil, + 9 J^. 

W9x die Werte m — 5 und 6 wird die Gr5ße q in (10) beaiehungsweiae 
— [^g^] und \^^\ d. L bdde male » 2; somit ist die Bedingung (10) Ar 
dieae Werte ▼«! m nicht erfBU^ nnd wir bedOrftin einer Hüftfirnktion, 
Ton der wir jedoch so wenig wie möglich berechnen wollen. Sie ist: 

(79) W==^a^¥c^ 
nnd 

femer, gemSB (63) mit r » 1: 
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Für <f = 1 verschwindet der zweite Sunimaiid auf der rechten Seite, 
ffir 0 — 2 ist nach (07) 

und duisx, wenn wir 

^. - «, +«.4. + 1 4^ +i 441 

setBUi, nach (66) und den Anweisungen der Nr. 6: 
Also ist nach (80) für » > ö : 

(82) 

(88) "*.'-(Äfc)+4. 

Nun iat II' vom Gewicht 12, also direkt nicht in den Tabellen ont- 
lialten, aber für die Gleichung vierten Grades vermöge der Sabstiiutioa 
x^Ä^/i nach der vorhin entwickelten, durch die Gleichungen (71) ff. 
daiigeBtellten Methode hmtellbar, und swsr 



(84) 



U Q, -= bAlA^ - 10A,A^ _ 4 J}; i - 8. 

Von diesen Auedrücken bedürfen wir zur weiteren Rechnung nur 
der beiden letiten, und es ist nach den Formeln (23) und (24) mit 4: 

(m 4 - + 22^; 

und ebenso das neue ^ 

(86) 4 - 24. 

Die Diflforentialqnotienten «ud (^r"") werden (siehe 6.), 

ebenfallB nach den Formeln (23) und (24) berechnet So entstehen 

^/jdr - (^^5 + + (23^,^, - 2^; J, - 4-iD^^ 
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Somit nach (81), (82), (83) aud (85): 

A = ÖA^AIA^ - (6 vif + ^A,)Al + {2^A^At - 2Alji^ - -4-4*)^ 
(87) - 20^^ + (10 J,^ + + 9^,)^, 

iP, - - 17.4*; = n + P, A + i P,Al 
und in gleicher Art mit Hilfe von (86) 



^88) 



- (21^j^ - 8^)^4 + (lö^l; - 43^)u4j + 22^j J,; 
iP,-7; n==n + P,^,+}P,.rf. 



Vou hier an bleibt unberücksichtigt^ da für » > 7 verschwindet, 
■ _ 

(ebenio «ich P, für n > 8), und wir erhalten in gleicher Art, wie bei 
den jfQgBamen £%Uen, folgende Resultate '): 



(89) 



Pi - (ll^f - \2A,)AI - (4A\ + 11A^A,)A^ - üAl 
+ (ßÄ\ + Ö6A^A^ - 15-ä, - 36 At ; 

P, = (31 A^A^ - IHADA^ + {26 Ai - 21 A^)A^ - 47 A^A^ + blA^', 

10 

P, = - 38^} + 54.4,^ - 18^; Pj - üOJif - 36^,^ 

tS 14 

IP, 84.li; P,-84. 

Und r, d. h. K. f&r beliebiges n, erhalt den Wert 

(90) K- -f Piil« + Pj^ + • • • + JPi Ai-') 



9 

1) Von an treten bei der Berrrhming die tileichungen (26) in Kraft. 

2) Ureprünglii Ii hatte ich die Al'öii lit, noch andere i'nKtniktlvf Bpisjiiph» umi 

/war V(rt6c)*r/, V'(a6c)*(rff i'. ^a^fc't.^r/'f bier folgcu m hisHcii, döch verbietet 
mir die Rücksicht auf den scbou sehr in Anspruch genommenen llüttiu des Archivs 
die AuffÜbniiig dendben. Mar «ei noch die Mitteilung des ReeuUat« fSa 

gatattet. 

P, - (- A, A^A. + SAl^A^ + (3^? - 4^).45, 
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Zum Schluß losen wir, des Yergleichi wegm, zwti beraite Yon 
Serret ^) behandelte Aufgabeo. 

1) y -^i-t-h . . . a^' 

imd 

Ad 1) Fttr« - 1» i0t _ _ 
Dann ist 

+1» 

wahrend Äl^i, von "höherem Grade als V ist, also nicht mehr vor- 
kommi Komnehr iat nach (12), (21) und (18) 



6 

= (3 ^, ^ — l»^,>^| " (4 AI 4- ö .-Ii vi, — 20 AJÄ^ ~^A^Al 

I\ ^ iSA] -4- V.iA,)Al - 7yt, AlA^ -l- iir..M A^^nA\ — h^Ay^A^)A^ + 48^» 
-f il5.4, .4, - J2^J — 16^) + <26vlJ -1-12^)^1 

= 12.1, .IJ — (2! A\A^ + 28^5-1, j -f- (48^, A^ — ZA\ — 82^4,)^, 

— (23^? _ 32 .1,M, - 24 J, 1- 24^,. 

= (- 26 vi» + 28 .4» -j- (28^2 + 9^^) + 9^1 — (lÖ^J + IM J,)^ 

+ 68v4, ^4-36.4,,; 

10 

P, — 72^, J2 + 42^{^ — lOO^f + I86il, il, + 104^^. — 140^; 

11 

«a, ^«Oilt + 168 jI, — 6«^, - 28^« + 8i<4? 

IS IS 

P, — 126 ilf — 240 4- 72^; Pj = — löS^j -f 804 J,; 
14 15 

P, — »«^ ; Pi — — SeO; 

_ r» 10 15 

V = I\ A„ -L .4,, + . . . + P,^,. 

1) Algöbre «up^. I § 176. 
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und Ton nun an lawoi mk die Oleichongeu (25) nrnrandoi, weldie 

und 

(91) F-^;-2^_,^^ + i+2il^-,^;, + ,-2^^_si4^+,±... 

bis die Reihe, bevor der erste Faktor des Produktes yl,, ^^^^^^ einen 
oegativen Index erhiält und deshalb verschwindet, abbricht. 

Ad 2). Die vorgelegte Funktion gehört zu den ,,uiifüg8amen 
Fällen", wir bedürfen also bei der Lösunu: einer Hilfsiunktion. Ferner 
ist n mindestens gleieh it + v, der Gruti von V ist 2/i + f, "Uo kleiner 
als 2n, daher tritt von vornherein die Uleidmug (Ki) in Kraft. 

Sei zuerst v — 1, K<*^ => ^(Oj . . . dann ist für n 1 : 

(92) F?ih i - (- ^YM- ^y+'^-^i + 1, 

abo 

« 

und die Hilfsfunktion ist himr 

(93) M^.-M^M^x»^>.fl....«,)*, 
abo 

(94) ^ft+i^ A}, — 2Aft—tAft+t, 
demgemäß neeb (70) 

—iÄ .A 

fi — 1 ~/<+J 

alio. unter FoTHteeamig von -j-^' 
Für n = 11-^2 folgt ebenso 

und dann 

'J/^ 

in gleicher Art erlioiten wir allgemein 
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Nonmelir ist v ^ 2 zu nebiBen; dab«i wird die ob«ii in (,95) «ntwiekelfce 
Funktion Bur HiUsfiuiktion und es komm^ nachdem saenfc i» — |» + 2, 
-\- A^A^^^ entwickelt worden, in gleicher Art ohne jede 
Sdiwierigkeit: 

(96) F;«^s + , = A^A^^, - ^A^.rA^^, ± • • 



Aus den Gleichungen (95) und (96) schließen wir per analogiam anf 
die allgemein» Form: 

(97) -(- iy[A^A^^,-i^A^^^A^^,^^-)r]^A^.t^^^,^^ll^^- 

Dariu sind die p unbekannte Konstanten, tou draen wir nur wissen, daß 

(98) i,-2f + l 

ist Die Hüfsfonkfcion ist 

VT, =»^(«1 . . . a^)'«^ +1 . . . %^—\» 
(«•) 

worin : 

(99) „ = ^ + v 

Um aas (97) zu erhalten, haben wir v — \ statt v zu setzen, aber 
da n denselben Wert behalten muß, f + 1 statt ^; also wird: 



(100) 



Aua (97) entneluneu wir 

(101) 

daher wird nach (70) 



»-1 



(102) P. - (- l)'+«+U,.,.,(p, + !>,+,)! 

setzen wir aber in (101) + 1 statt q, um n in // -\- 1 übergeben zu 
lassen, so folgt ein Ausdruck derselben Fonii, wodurch die Richtigkeit 
der Aunahme (97) erwiesen ist, und gleichzeitig durch Vergleich mit 
(102) die Gleichung 

oder 



Digitized by 



MucBL Qbouham«: Ueiriaobe EigeiMchRfteii i«siproker BOndel. 143 

aus welcher wir mit Tlilfe der Gleichung (98) die Konstaute ;) be- 
stimmen könoen. iSet^eu wir in (103) ^ — 1^ 2, . . q und addiereu, 
so folgt 

ahm ist Bseh (98): 

Qud dabor ^ 

schreiben wir dafUr: 

» 9P(* + m + 2) , ( y+lK^-f 8) 

so können wir leicht weiter sammieren imd erhalten: 

« « - + 1) . (g + i)(g + 2)...(g-f »-!) 

*f 1.«..,» i.a...(«r— 1) 

oder 

« 2(p + 1. - l), + (p + V - 1),.,. 

Mitteis dieses Ausdrucks, worin q 1, '2, . , ^ q zxi setzen ist, gibt die 
Oleichong 1 97 ) die Lösung der Aa%abe. 
JnU 1901. 



Metrische Eigenficiiafteii reziproker Biindel. 

Von ]fAB€BL Obossmamii in Fnuenfeld (Schweis). 

Die fokalen Eigenschaften reziproker (korrelativer) Figuren nnt^r- 
scbeiden sich von denen kolliiiearer Figuren wesentlich dinhirch, daß 
bei reziproken Figuren sicli Elementargebilde entsprechen kouuön, die 
mit ungleichartigen Alabbestinuuungcn ausgerüstet sind. In zwei rezi- 
proken Räumen entspricht jedem Punkt des einen eine Ebene des 
andern. Die Frage nach denjenigen Ebenen des Punkte«, welche gleiche 
ötrahlbüschel tragen wie die entsprechenden Punkte in der entsprechen- 
den Ebene, ist leicht zu beantworten, II. J. St. Smith hat in einer 
kurzen Note*): „On tiie FocaL l'ropertifs of Corrdaiive Figure^^ einige 
Andeutungen Über seine Resultate gegeben. Weil ein Strahl des 
Bfindeb eUiptisehe Maßbestinunnng anfweis^ sein entspraehender Stnhl 
in der Eibena aber parabolische, so Ist die Frage nach den y^eicfasn" 



1} Ptooeedtngs oT the London Math. Society. voL m (i8«ft). 



144 



ALuicBL GiiosaiLiiut: 



Ebeaenbfiflcbelii und FonkbreUien nicht ao ohne weiieie FestMtsiingeD 
xa beaatworteD. Ähnlich liegen die Verhaltniase bei swei resiproken 
Ebenol; anders dagegen bei zwei xesiprok^ Bfindeln, denn hier hftt 
man nur Elemente mit elliptiaeher Mafibeatimmnng. Es aind alao 
(Reiche Btiachel in doppeltem Sinne in beiden Bflndeln an erwarten. 
IKeaer FftU seheint noch nicht behandelt worden zu sein. 

Es soUen nun im folgenden die metrischen Eigenschaften resi- 
proker Bündel dargelegt werden; insbesondere wird gezeigt werden, daß 
aich auch auf reziproke Bündel der Begriff der ^^Charakteristik" der 
ebenen zeutrischea Kolli luation ausdehnen lasse; wie ich es in nieiucr 
Dissortatiou *) fär beUebige koümeare Gebilde sweiter Stufe durch- 
geführt habe. 

1. I^nwmsche Darstellung des avudytiaehm Zusammenhanges rezi- 
proker Bündel. — Es ist bekannt, daß es in zwei reziproken Bündeln 

stets drei Strahlen a^, a^, a^, welche aufeinander rechtwinklig stehen, 
SU gibt, daß ihr© entsprechcndeu Ebenen Ä^^ und auch aufein- 
an«ler .senkrecht stehen. Diese Tripel wähle man ZU Fundameutul- 
elementeu der Maßbestiium ini«j. Wählt man noch einen Strahl f und 
eine Ebene E als Einheituelemente, so hat eine Ebene P die Koor- 
dinaten 

Dabei bedeutet die Schuittlinie der Ebene P mit Af. Ein btrahl p 
hat die Bündelkoordioateu 

HIB 0| QID A| 

» - a - (AA£,P.), y - 1' = iA^J^P,)- 

Pi iat die Verbindnngiebene Ton p mit 

he^ man diese Koordinatensysteme angrunde, ao geben die aU- 
gemeinen linearen Subatitationaformeln 

«n+«i»«+«t»y' ' «11+ «Ii* 

welche den Strahl (x, jf) mit der entsprechenden Ebene (Ji', if{) ver- 
binden, über in 

«II * ' «ti 

oder 

(1) r-!jf. ri-^. 

1) „über die metrischen Eigenschaften kollincarei Gebilde." Dias. ZQricii, 
190S « Beilage nua Pragramm der Thurganisehea botoondmle ftr das 8ehnl-> 
jähr IMl/M. 
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Der Ebene 
entopricht daiui der Strahl 

•0 dtB 

ist 

Die mdrisdim Hatiptdemenie retipniktr Bändd, — Bin Ebenen- 
baschel des OriginalbflndeLi wird dem ihm eEtspreehenden Strahlbfiachel 
des andern Bflndeb insbesondece fßeüh sein, wenn sich die sbsolnten 
Elemente beider enispreeben. Man maß sLm) diejenigen Strahlen des 
Onginslbflndeis bestimmen, denn Tangentialebenen an den absoluten 
Kegel entspraebend sind den Schnittlinien der entspreehenden Ebenen 
mit dem absoluten Kegel des andern Btlndeb. Ist JT der absolute 
Kegel des einen Bflndels, K*' der des andern, so hat man daher die 
swei reellen Schnittlinien der 4 gemeinsamen Tangentialebenen der 
Kegel K und K* zu beBtinimen, um die FokalstrtMm au finden, und 
man hat die zwei reellen Yerbindungsebenen der 4 gemeinsamen Kanten 
dieser Kegel zu suchen, um die tyHüchm Ebenen zu erhalten. 

Dazu braacht man die Gleichung des absoluten Kegels in Bttndel' 
koordinaten. 

Man sieht leicht ein, daA der abeolute Kegel in Strahlenkoordinaten 
die Gleichung 

+ + 1 - 0 
hat, wahrend seine Gleichung in Ebenenkoordinaten 

ist 

Gelten für die zwei reziproken Bündel die kanonischen Formeln (1) 
und (2), so hat man, da und gleichberechtigt sind, man also 
> a, pofltnliemi kann, die folgenden Fille zu unterscheiden: 

Diese drei möglichen Fälle unterscheiden sicii nur bezüglich der 
Rolle, welche die Tripelkanten Oj, a, und o, bei der Realitätsfrage 
spielen. Es sei daher festgesetzt, daß im folgenden die Ungleichungen (I) 
stattfinden sollen. 

Der absolute Kegel des Originalbfindels hat die Gleichung 

.r» + t/^ 4- 1 = 0. 

Archiv d«r Matb«roatlk und Pbjrtik. III Balbs. IX 10 
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Der Kegel II. Ordnung, welcher dem abeolntem Kegel sweiter Klane 
des andern Systems entspricht^ h»t die Gleichung 

Die 4 gemeinsamen Strahlen dieser Kegel haben daher die Koor- 
dinaten 

W « tf «8-«? 

Ans der Ungleichun«? (I) folgt dann, daß < 0, r/* < 0 ist. Das 
Paar reeller Verbindiiugst'beuen dor 4 Strahlen iß) geht sdso durch die 
Tripelkante und hat die Koordinaten 



(4) i-xl/-«?-«^ 

Die gjßilixhm Ebenen C^, des OriginalbOndeLs gehen also durch 
Oj und sind symmelaisch zu den Tripelehenen und A^, 

In Khenenkoordinaten haben die zwei K^el die Gleichuugen 

Für die gemeinsamen Tangentialebaneu dieser Kegel findet man 

somit 

(h\ — _ Si^"» — _ g><^"' — "«) 

Es ist nach (I) < 0, < 0. Das reelle Paar der Schnittlinien 
der 4 Kbenen (5) liegt also in der Tripeleb«ie und ist g^ben durch 

Die FokulsiraJdcn /j, des OrigiiiulbüudelN gehen alt»o s^^ai metrisch 
zu und in der Ebene 

8. De/Sittlrofi «lu^ Beretktmng der Charakteristik reziproker Bündel — 
Setst man zur AbkUrsung 

c) «-+1/-:!^. 

so ergeben sich also für die Fokalstrahien /j , bezw. c^, der beiden 
Bflndel die KoordinateuTerhaltnisse 

(8) y..j,ft.iund<-T?i.l. 

FOr die zyklischen Ebenen C^, bezw. t^, ^ findet man 

(9) - T a und ^ - ± «. 
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Man denke rieh mm die beiden reziproken Bündel so inBammen» 
gelegt, daß ihre Sdieitel soBammen&llen nnd daß die Tripelkante 
anf ihrer entspreehendai ISbene lenkrecht atehi Der Fokalstrabl 
liegt in A^, seine entsprediende zyklische Ebene F[ geht durch »[, 
weleh lelaterer Strahl mit Oj sosanunenfiillt Non drehe man das eine 
B&ndel so lange, bis ^ und F\ anf einander senkrecht stehen. Dann 
steht (wie ans den Koordinatenwerten (B) und (9) Iblgt), endi die 
ayUisehe Ebene auf ihrem Fokalstrahl cl senkreehi Fignr 1 stellt 




II 



Z 

diese Lagenrerl^tiiisse in der Ebene Äg^Ä^ dar. Legt man durch 
den Fokalsfarahl eine beliebige Ebene Pf welche mit der Tripelebene 
Ai den Winkel 9 bilden m9ge, so entspricht ihr in der auf senk« 
rechten i^klischen Ebene ein Strahl p', der mit a[ den gleidien 
Winkel 9» bildet, wie P mit Ä^. Denn die Büschel nm nnd in 
sind ja gleich. Daher steht der Strahl p' anf seiner entsprechenden 
Ebene senkrecht. 

Jeder Ebene P durch den Fokalstrahl entspridii daher ein mi 
ihr seMknekter 8inM p' in der jn^diaehen £3>ene F^. 

IQ* 
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Diese Zueammeiilegiiiig der beiden renproken Bfindd iat offanber 
gBOB analog der Yereinigung kollineerer Bflndd zur porspekÜTiich- 
insidenien Lage, bei der das Zusammenfallen zweier Fokaletmhlen and 
sweier zyklischen Ebenen vor Folge hat, daß aüe entsprechenden 

Ebenenpaare durch den genicinB<iTnen Fokalstrabl znsammenfalleni nnd 
das uämliche für alle entsprechenden Strahlenpaaire in den sosammen- 
faUenden zyklischen Ebenen gilt. 

Dem Strahlbüschel in der Ebene P enJbspncihi der projektivische 
Ebenenbüschel um den Strahl p'. Also hat man die DoppelTerhältnis- 
gleichheit 

IC^A y) - (1^1, [<pi'x\ F). 

[(\P] ist die Schnittlinie der Ebenen (\ nnd P, t und y sind 
zwei beliebige Strahlen in P. Ausgeführt lautet diese Gleichung 



oder 
(10) 



sin X _ öiii fy y sin F[ X' sin F[ Y' 

sin [C\ P]x ' «n [C\ P]y 8in"[c,>'] ' iin [clp'l Y' 

dinFiX' . sinfyX sin F(^i" ^ Binf^y 

Es hat also das YtthSltnis 
mFlX' im/;« 




■in [«!>') X" am [C;PJ« 

für alle Strahlen x der Ebene P 
denselben Wert, er werde mit ^^P) 
bezeichnet. Es ist also 

^ si« [ciy'J X • ^^^y »in [C, Pj«" 

Es steht nun sn erwarten, daB 
^(P) sich als ftbsolnt inyanant 
erweist gegenüber Drehnngen der 
Ebene P nm den Fokalstrahl 
T7m dies zn beweisen, yerstehe 
man unter x die Schnittlinie der 
Ebene P mit der Tripelebene AJ. 
Setat man (TgL Fig. 1) 



Fi«, t. 



(12) 



n 



so ersieht man ans den Formeln (8) und (9), daß 

1 



(13) 



tgtt « + 



und ig t' + « 
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ist. Dpr Willkol der Ebene P mit j4, sei wieder mit rf bezeichnet; 
dann bildet auch p' mit a[ den Winkel 9. Dem rechtwinkligen Diei* 
kant/;,a:, a, (vgl. Fig. 2) 
entspricht das rechtseitige 
Dreikant F[, X\ Ä'^ (vgL 
Fig. 3). Daher ist 

tg i- , A -2-^ , 



also 



(W) 



srni'.X r_-. 

y cos* 9 -|- ctg* « 




Femer ist 



FS» s. 



(15) 



Das Dreiflach A^,0^y P ist recht winkligi es eDthält den Winkel 9 
und die Seite v — u. Darum wird 



(16) 



tg ( p ^ ») 

coa qp 



Da« entsprechende Dreikant aj, c,', p' ist das folorvIM'afi^ au 
jenem. Der Winkel \c[p']Fl kommt im Nebendreikaut Tor, also ist 



(17) 



t(f(ll — ») 

[ . . a 

cos tf> 

Nach (15) berechnet sich somit 

c<wy(tg (P — M) -f tg m) 



sin [CJ'\x 



sin [c^p \^ = 
Daher ist nach (11) 



y(COB» 9 -I- tg* (P — »» (CO*» V + tg* ««) ' 
co«9(tg(u — «) + ctgl') 



|/(oos' qp + (V — «)) (OOS* 9 -f- ctg* «) 



tg« * tg (» — a)4-ctgi>' 



Alis dieser Formel ersieht man bereits, daß J{P^ von tp on- 
abhängig ist, d. h. daß allen durch gehenden Ebenen P derselbe 
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oharaktpristisolic Wert zukommt. Entwickelt man tg (v — v)t bo 
reduziert sich dieser Wert auf 

tg 1« 1 -f- ctg* V 

Setst man endlich fiir tgt« und otgv die Werte 



ein, 80 bleibt 

(18) ^ . 



Sind »Kci ratiproke Bündd dwrtk die kanonischen Fiirmdn 



ge^Am md isi x ein heutiger Sbrahl des ektm BäuMs, P seine Fer- 
bindungaAene mU dem FehtUirahl f^, so hildei der euttprediaide Slrahl p' 
w der g^Oieeken Ebene mU der TVipetkante a[ den nämlidien Winkd, 
de» P mU der TripMene hädet. Die Lage der Ebene X\ weUAe 
dem Strahl x enkprield, isi gegeben dw^ die CReithung 

■mCc;i>']X' ^ ' nn(C^ P]x* 

Daher liann man den Wert J «» — — als die „Gtarakteristikf* der 
reziprohn} Bündel bezeidinen. 

Fraueufeld, den 17. Febr. iU03. 



Über dektiiscli» Wellen. 

Von E. ÜEUKCKE in Berlin. 
(Atttrittivorl«euDg, gehalten am 23. Juli 1904 in der üniTenitit Berlin.) 

M. H.! Ein Vortrag fllior elektrische Wellen pfle^ gewohnlich 
der Hauptsache nach in Exj)erinienten /ii bostpluri: in der Tat gibt es 
kaum ein besseres Mitt«'l, die Aufmerksamkeit der Zuhüi i r y.u l'esseln, 
als (hirch die Vorftihruntj lebendiger, durch sich selbst wirkendpr Natur- 
erschemuiij^en Oder aber es tritt die theoretisch-mathematische Behand- 
lung der l'hänomene an die Stelle der Experimente. Der konseqnente 
Aufbau der Theorie, die folgerichtige Ableitung der Einzeltatsacheii 
aus den Maxwellschen Gleichungen ist allerdings eiü vollwertiger Er- 
satz für Demonstrationen. Nun^ m. U., Experimente kann ich Ihnen 
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hier nicht vorführen, eine mathematische Theorie aber miM hte ich 
nicht geben. Ich will aucli nicht auf die teeliuische Bedeutung der 
elektrischen Wellen eingehen^ vielmehr raein Thema Ton einer andern 
Seite her zu behandeln versnchen Ich bitt-c Sie, mir hei einigen Be- 
trachtungen mehr prinzipieller Xatur zu folgen Ohne auf spezielle 
Erscheinungen und Entwicklungen näher einzugeben, möchte ich mich 
darauf bescbriinken, in proßeu Zügen und im Luinß diejenigen Tat- 
sachen und theoretischen Auffassungen zu besprechen, welche für die 
«Ugemeinen Onindbgeti und die prinzipiellen YorsteUnngen, die wir 
über die elekferitehen Wellen besitsen, mefigebend sind. Ich haSe, 
Urnen am Schloß meinee Vortrags eine Anhrort anf die Frage gegeb^ 
zn habm: Was hat man ridi naeh dem heutigen Stande dea Wissens 
unter elektrischen Wellen su denken, was ist die Natur der elektrischen 
WeUen? 

Man kann heute eft die Meinung außein hören, die MaxwelK 
sdlie Theorie der Elditrisitat habe geleistet^ was sie leisten konnte^ und 
die theoretiadie Elektrisitätdehre greife hentsutage wieder auf die 
Grundlagen dter, vordem henschender Theorien surfiek, die man be* 
reits d^nitiY Qberwunden glaubte. Insbesondere werden hier die Unter» 
suchungen Wilhelm Webers zitiut. Weber hat bekumÜich die 
Elektrodynamik anf ein Femwirkungsgesetz zu begründen Teisucht, 
indem er annahm, die £iektriaitiht sei ein atomistisch konstituierter 
Stoff, welcher nach außen hin ponderomotorische Kräfte auszuQben 
vermag. Diese ponderomotorischen Kräfte befolgen ein sehr kompli- 
ziertes Gesetz, insofern die zwischen zwei Elektrizitatsatomen statt- 
findende Wirkung nicht nnr Ton ihrer Ladung und gegenseitigen 
Entfernung, sondern auch noch von der Geschwiudigkeits- und 6e> 
schleunignngskomponente in der Richtung Ihrer Verbindungslinie ab- 
hängt Die niuilerne Elektronentbeorie, sagt man nun, sei nichts 
anderes, als eine Vertjuif'kung Maxwellseher Theorie mit AV'eber- 
schen Vorstellungen, das Elektron sei nur ein anderer Name für das 
Webcrsche Elektrizitiitsatom, und 80 Bei klar, dwß wir uns heute 
wieder von Max well Hertz rückwärts bewegen, und <laß dieWebersche 
Elektrizitätstheorie in den Elektronen ihre Auferstehung feiere. 

Man kann diese Meinung, so scheint mir, kaum besser auf ihre 
Richtigk(>it prüfen, als indem man auf die elektrischen Wellen zurück- 
geht. Gerade die Entdeckung der elektrischen Wellen durch Heinrich 
üertz hat ja seinerzeit der Maxw ellschen Theorie zum völligen Siege 
▼erholfen und bewirkt, daß die alten ElektrizitStstheorien der Vergessen- 
heit anheimfiele oder doch stark in den Hintt igrund gedrangt wurden. 
Angesichts dieeer historischen Tatsache kann man die Frage aufwerfen^ 
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ob die Vorstellungen, welohe Hertz mit seinen Wellen verband, heute 
noch dieselben geblieben sindi wo wir eine Elektronentheorie besitzen. 
Wenn auch alle Elektronen und wiederersteh endon Weberschen Elek- 
trizltatsatome die an Hand der Max well. sehen Theorie entdeckten Er- 
scheinungen nicht wieder rückgängig machen könuen, so ist doch die 
Vermutung nicht ohne weiteres abzuweisen, daß unsere heutigen theo- 
retischen Anschauungen dieser Erscheinungen sieh durch die Eh ktronen- 
theorie modifiziert haben Wir wollen also jetzt de« näheren unter- 
suchen, ob eine eolehe Moditikation der V^orstellungen eingetreten iat, 
und wenn dies der Fall, worin sie besteht. 

Wie in der Akustik die Schallwellen, so kann mau auch die elek- 
trischen Wellen in zwei große Gruppen einteilen: die erste Gruppe um- 
faßt die freien elektronifignetischen Wellen, wie sie in der Luft und 
im Iceieii iiaum auftreten können, die zweite Gruppe enthält die er- 
zwungenen elektromagnetischen Schwingungen; ihr wichtigster lie- 
jnaaentant sind die elektrischen Wellen in Drähten. 

Betrachten wir znnacliet die erete Gruppe, also den FaU elektro- 
magnetieeher Well^ m dsr Luft oder im ftmk Äther, wie tie s. B 
Ton einem Hertseeliai Oezillator aaegeeandt wenden. Wo« fOr ein 
Vorgang ist es, der von dem Oszillator ausgeht, und wie haben wir 
mu das Wesen der siek hier abspielenden Vorgänge za denken? 

Ein Hertzsoher Oszillator besteht ans zwm einander gegenfiber» 
gestellten Leitern, die zu hohen Potentialen an%elad«i sind nnd plöts- 
lieh entladen werden. Man wußte anoh ohne Maxwellsche Theorie 
sohon, daB unter geeigneten Bedingongen, wenn nämlich 




(wo w den elektrischen Widerstand, S die Selbstinduktion, C die Kapop 
zitftt fies Leiters bedeuten) die Entladung des Leiters oszillierend 
mrfolgt. Aber erst die Maxwellsche Theorie macht außer den Strömungs- 
nnd Potentialverhältnissen in dem Leiter auch Angaben fiher die Zustande 
des ihn umgebenden Raumes oder Dielektrikums. Wir wollen zur 
Vereinfachung unserer Betrachtongoi annehmen, die Oszillationen seien 
sehr wenig oder gar nicht gedämpft und bestehen in einer einfachen 
(sinusartigen) Schwingung einer einzigen Periode. Weiches ist dann 
der Zustand des Uaumes, der den Oszillator umgibt, zu irgend ein«r 
Zeit t? 

Der Raum um den Oszillator ist nichts anderes als ein elektrn 
magnetisches Feld, und zwar ein solches mit periodisch wechselnden 
Eigenschaften. Betrachten wir die Zustände dieses Feldes in der Ebene, 
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die senkrecht zur StronrangBrichtung im Oraillfttor eteht und dieeen 
eynuneiiriBch tmlt. Die elektrisclie Kraft ist ttbenU aenkredit sa unserer 
Ebene geri^tefc; ibie Intensität ist auf ein^ Exeise um den Oszillator 
als Mittdponki von gleicher Größe. Äbnlich verhalt sich die magne- 

tische Kraft, nur liegt ihre Richtung überall in der betrachteten Ebene 
und senkrecht zur Richtung des Oszillators. Die Stärke der Kraft 
weehselt periodisch Tom Oszillator nach außen hin; wenn wir uns auf 
einem Radiusvektor bewegen, schreiten wir in periodischer Fol^ durch 
Werte der Kraft, die von Null bis zu einem Maximum wachsen, dann 
kommt wieder Null, dann wieder ein Maximum usf. Diese Verteilung 
findet in gleicher Weise für die elektrische wie für die magnetische 
Kraft statt. — Tti Ebenen parallpl r.n den betrachteten liegen die Ver- 
hältnisse gunz ähnlich, nur l)ildeii dann die Hichtnnc^en der elektrischen 
Kräfte schiefe Winkel mit der Ebene 5 allgrmfMn gilt, daß die Kräfte 
senkrecht stehen 2U jedem liadiusTektor^ den man vom Oszillator aus 
Ziehen kann. 

Damit haben wir in großen Umrissen den Anfl)au unseres elektro- 
magnetischen Feldes beHchrieheii, ßo wie man sich dieses nach den 
Anpehauungen der Max well-Hertzschen Theorie zu denken hat. Zu 
irgend einer andern Zeit t' würde ein ähnlicher, gegen den obigen ver- 
schobener Zustand gelten; wir haben uns vor/nst-ellen , daß mit der 
Zeit das Feld sich derart ändert, als ob eine Bewegung desselben vom 
Oszillator nach außen stattfände, und zwar eine Bewegung, die mit sehr 
großer Geschwindigkeit vor sich geht, eben der Ansbreitungsgesch windig- 
keit der HertzBchen Weilen und des Lichts (300000 km in d. Sek.). 

Zusammen&ssend kennen wir demnach sagen: die elektrischem 
WeUen bestehen in einem Texandeilichen elektromagnetischen KraA- 
fdd. Worin diese EiSIte bestehen, ob in elastischen Mafien, wie man 
nach der alten Elastizit&tsifaeorie des Lichts ann^un, oder in i^di- 
elektrischen Polarisationai'' nach den Anschauungen Faradays nnd 
Haxwells, können wir dahin gestellt sein lassen. Wir bedürfen anch 
nicht der grobsinnlichen mechanischen Analogien und Kombinationen 
Ton Zahnradgetriebe!, die die SehQler Max well s, %. B. Lodge, er- 
sonnen haben. Derartige Hypothesen sind unnötig, denn ihre Prämissen 
lassen sieh weder dnrch irgendweldie Tatsachen begründen, noch aach 
kann man ans ihnen Folgerungen ziehen, an denen ihre Richtigkeit 
geprüft werden könnte Wir begoligen uns damit, den Vorgang der 
elektromagnetischen Wellen so zu beschreiben, wie ich dies angedeutet 
habe. Damit erreichen wir, daß wir uns Ton willkürlichen Zutaten 
frei halten nnd die Natur allein mit solchen Eigenschaften ansstatfem, 
die sie uns swingt ihr beiralegen. 
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Solche elektrischen Wellen, wie sie zuerst TTertz experimentell 
dargestellt hui, sind nach Maxwell auch die ScliwinLninrfpii dn-- Lichts, 
der strahlenden VV';irme und der idtravioletten .StrHliNii. Derartige, 
den wtdlenartigen Zuständen ähulitdie, variable elektroniagnetische Felder 
sind venntitli'di aueli die Höntifen strahlen. Die Unterschiede zwischen 
den verscliiedtii'rlen elektromagnetischen Welieuzuständen sind rein 
quantitative uu 1 ' > tretfen nur die Anordnung des Feldes, die Periode 
der Schwingungen u. derj^l. 

Diese Zusammenfüsaung der verschiedensten Strahlenarten unter 
einheitlichem Gesichtspunkt ist bis heute ko unersoliüttert geblieben 
und erscheint in ihrer Ri(ditigkelt so siclier, wie die Vorstellungen 
und l'rämissen, auf denen die Maxwel Ische Theorie steht, ungeändert 
geblieben sind. Wir können behaupten, daß unsere heutigen An- 
schauungen über die Natur der elektrischen Wellen im freien, durch 
keine wägbare Materie erfüllten Äther noch genau dieselben sind, wie 
m Zeiten Ton Uaxwell und Hertz; hier hak die Eldrtro&eiiiheorie 
nichtB geand«! 

Wir wollen jetst dazu übeigelien, die oben genaonte zweite Ghnppe 
der elektromagnetisdien Wellm zn behandeln, und wieder an Hand 
eines bestimmten Beispiels unsere Folgerungen ziehoi. Dazu ver- 
gegenwärtigen wir ans die Hertzsehen Drahtwellen, etwa in der Ton 
Leoher gegebenen Anordnung. 

Die Schwingungen eines primiren Oszillators werdm hier (durch 
elektrische Jnfluenz'' lesp. durch dynamische „Induktion'') auf einen 
sekundären Oszillator flbertragen, Ton dem aus 2 parallele Driihte 
fortgeführt siod. Dann entstehen unter geeigneten Bedingungen, auf 
die wir hier nicht nötig haben nSher einzugehen, in den DrShten 
stehende, elektrische Wellen, die man durch Abtasten mittels eines 
Resonators oder Indikators ■ längs der Drähte nachweisen kann. Es 
zeigt sich, daß das Potential an gewiraen Punkten der Drähte, den 
Schwingin i^shäuchen, ein Maximum hat, an andern Stellen, den Sch^vin- 
gnngsknoien, ist es gleit li Null. Der Abstand zweier solcher Maxiraa 
oder zweier Minima des Potentials ist die halbe Wellenlänge der elek- 
trischen Drahtwellen. 

Es fragt sich für uns wieder: Wie haben wir uns die hier jstatt- 
findonden Vorgänge zu denken? Die Maxwellsclie Theorie liiBt auch 
hier voilstänlig das in dem Haume um die Drälite eraeugte »>lf'ktr<>- 
maguciische Feld hcroehnen und «jril t s< iiie Verteilung zu irgend oituT 
Zeit t an (alhTdin!/'^ sind die matlu'in;iTischen Schwierigkeiten hier 
größer ah in d^ni ol is^en Fall eines einzelnen Hertzschen Oszillators). 
Au(^ hier haben wir periodisch wiedeikehreude wellenartige Zustände 
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der elektrisehen und magiietischmi Kraft, nur die spezielle Konfigaration 
des Feldes ist hier eine andere als dort. Aber außerdem haben wir 
jetct nodi im Räume zwei leitende Körper, eben die beiden Drähte, 
deren Anwesenheit wir nicht ignorieren können, und wir fragen nun: 
Welche Vorgänge spielen sich in den Drähten ab? 

Die strenge Maxwolleche Theorio 8ag:t: In den l)ralaen spielen 
sich gar keine Vorgänge ab. Die Drähte bilden lediglich eine Be- 
grenzung des umgebenden, nichth itenden Dielektrikums, in welchem 
allein die Wellen, d. h. der periodisch wechselnde elektromagnetische 
Zustand verläufi 

Und doch sind die Drilhte keineswegs ganz tot, sondern durch sie 
wird ein Phänomen herbeigeführt, das im Falle der freien elektro- 
magnetischen Schwingungen, wo (abgesehen vom Oszillator selbst) keine 
leitenden Körper zugegen sind, fehlt: es fließt ein Struni durch die Ober- 
fläche der Drähte. Dieser Strom wird auch von der MaxwellschenTheorie 
berücksichtigt, und seine ^\ irkungen, wie z. ß. die durch Erzeugung 
Joule scher Wärme hervorgebrachte Dämpfung, werden in Rechnung 
gebracht. Die Max well sehe Theorie ist also auch hier Tollkommen 
richtig. Aber wir fossen den Vorgang der eLektxiidieii Drahtwellen 
faroildem heute nodi eiwte mdeis ao^ als Hertz und aeine Vorgänger 
dies taten. Daa Resultat der Reehnung und die Qnmdkgeii der Theorie 
bleiben nnangetaatet^ nur f&hren irir noch eine etwae apesiellere Yor^ 
ateUung xa dem bisher Genannteii hinsu. Diese apesieUeie Yorstellung 
betrilil den Torgang der eUlrtriacheii Strömung. Die Maxwellaehe 
Theorie^ wenigetena in dar Ton Hertz geboten Idaasiaehen Fomi| 
macht keinerlei Annahmen darflber, worin die elektrische Strömung be- 
ateht und wie man sie aich su denken hai Die atrengen Anhinger 
Maxwella sind Tiel&di aoweit gegangen, elektriachen Strom lediglich 
einen Vorpng in dam den Leiter umgeb^den Dielektrikum zu sehen; 
aie leugnen flberhatipt andere ab im Dielektrikum Tor sich gehende 
dektrische Vorgange. Die alten Theorien nehmen im Gegenteil an, 
daß das eigentliche WeRen des Stromes im Fliefien eines Fluidums, der 
iSektrizität, besteht, und daß das Dielektrikum nur eine sekundäre Holle 
spielt. Nach Weber z. B. besteht, ein elektrischer Strom in einem 
Fließen von Elektrizitttsatomen in dem Leiter. Eine solche Vorstellung 
wollen auch wir zugrunde legen. Wir wollen annehmen, daß sieh in 
jedem Leiter elementare Ladungen oder Elektronen befinden, welche 
sich frei im Leiter bewegen, aber unter gewöhnlichen Umständen*) 
nicht heraus können, und daß die Bewegung solcher Elektronen in 



1) d. h. abgesehen von den Enchsinungen der Radioaktiwtftt. 
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irgend einer Richtung einen elektrischen Strom repräsentiert. Diese 
Elektronenthcon'o der Mptalle ist durch viple Erscheinungen wohl be- 
gründet, ich erinnere nur an das Hallsche Phänomen und die Be- 
ziehungen awißchen elektrischer Leitung und Wärmeleitunt^ — In unserm 
Fall elektrischer Drnhtwellen nehmen wir also an, daß in den Drähten, 
von einem Knotenpunkt der Weilen zum nächsten, eine hin- und her- 
gehende Bewegung von Elektronen statttindet, und daß Uiesc Eh'ktronen 
durch ihre Bewegung Joulesche Wärme erzeut;' n. Wären keine Holche 
bewerten Elektronen da, so würde auch keine Joulesche Wärme er- 
zeugt werden, und umgekehrt wird nirgends Joulesche Wärme erzeugt^ 
aulier wo sich Elektronen bewegen. 

Dann haben wir wohl doch die Web er scheu Vorstellungen an- 
genommen, und es feiert wirklich das Web er sehe Elektrizitätsatom in 
den Elektronen seine Auferstehung? M. H.I Allerdinga scheint diea 
Bo SU sem, und der Qedanke liegt eebr nahe. AW idi ^nbe, wir 
mflABOi trotsdem die Frage, ob der moderne Elektronenbegriff in einem 
Zorlt^kgehen auf alte Theorien der Elektristtftt «ntetanden iet, ver* 
neinep. Insbesondere aber dflrfen wir, ohne den Leistungen Webera 
irgendwie in nahe m treten, die Behauptung ansaprechen: mit den 
Weberadien AufateUungen hat das moderne Elekfaron nichta sn tun. 
Die Ähnlichkeit iat eine rein ivfierliehe. Den Anagangspnnkt fdr die 
Elektronentheorie, eowohl was die mathematisehen Gmndlagen ala aneh 
die prinzipiellen Vorstellungen anlangt, bilden immer noeh die Max« 
wellachen Gleichungen; unaer letatw B^pciff bleibt| ganz wie Herta 
dies auagefilhrt hat, die- elektriaohe und magnetiaohe Kraft Nur 
operieren wir in den Elektronen mit speziellereu Annahmen, als die 
allgemeine Maxwell- und Hertzsche Theorie. Auch das Elektron 
ist nichta weiter als ein eliktromagnetisches Feld, aber ein solches 
von ganz spezieller Struktur/ Ein ruhendes Elektron ist ein statisches 
elektrisches Feld von gleichf(>rmiger, um eine kleine Kugel Terteilter 
Anordnung, seine Ladung ist ein gewisses Inti^gral, genommen Aber eine 
nm das Elektron als Mittelpunkt geschlagene Kugel Wir machen uns 
keine Gedanken darüber, wie dies die alten Theorien taten, worin dieso 
Ladung bestehen mag, ob sie z. B. substanziellcr Natur ist u. dergl. 
Wir legen auch keinen besondereu Wert darauf, die elektrisclien Vor- 
gänge auf I']|pktrizität8teilchen zurückzuführen, die sich mch irgentl 
einem Elemeutargesetz beeinflussen. Unsere Fnige ist immer nur: 
Weiches ist die augpnblickli<'ho Konstitution des elektromagnetischen 
PVldos? Wenn diese Frage beaiiLwoiiet ist, wissen wir alles, was wir 
heute wissen können imd was wir wissen wollen. 

Fassen wir unsere Betrachtungen kurz zusammen, so küuueu wir 
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sagen, daß den im freien Xther vor sieh gebenden elektriscben Wellen 
heute noch genau dieselben Vonftellungen KOgrunde gelegt werden, 
welche ihr £ntdecker Hertz benutzte; die sogenannfcen erswungenen 
Schwingungen in Leitern werden aber heute etwas weniger allgeanein 
gedaeht, und man verbindet mit ihnen bestimmtere VoreteUungen, indem 
man sich die elektrische Strömung als in einer Beweguig von £loktronen 
bestehend denkt. Die Grundlagen unserer Auffassung sind jedoch auch 
hier uuTerandert diejenigen der Maxwell-Hertzschen Theorie. 

Es ist klar, daß durch die Rollo, welche die Elektronen bei deu 
erzwungenen elektrischen Schwingungen spielen, der Forschung heut<^ 
neue Perspektiven eröffnet sind Das Verhalten d^r flektriaclieu 
Schwingungen in Gasen verdient vielleicht besondere Beachtung. Der 
interessanten Erscheinungen auf dieHem Gebiete sind gar viele, dnrcli- 
gearheitet ist nur Weniges, ihc exj)eniiientelle Erforschung der elek- 
trischen Wellen erscheint, von dieser Seite her betrachtet, in einem 
ganz andern Lichte als in dem alltäglichen der drahtlosen 'JV'legraphie 
und Telephonie; ich möchte die Vermutung aussprechen, daü die Wissen- 
schaft gerade aus dem bisher weniger gepflegten Studium der elektrischen 
Oszillationen iu Gasen uuch manche Bereicherung erlaixreu dürfto. 

Berlin, Juli 1904. 



Bttitriig znr UnterBnchimg des erkanntniBtheoretischeiL 
Wertes der yerseliiedeiieii aiiAlytiseh mögliolieii 

BAumformeiL 

Von P. MiLAU in ETenniach. 

1. Difl Joffiach möglichen Raum formen. — Die Lehre Kants') über 
Raum und Zeit, der beide als „reine Formen albr sinnlichen An- 
schauung" ansieht, welche „dadurch synthetisclie Urteile a priori müglich'' 
machen, setzt voraus, dab die Tatsachen, welche die Geometrie lehrt, 
strenge Ailgemfuiheit und innere Notwendigkeit aufweisen und von 
der Erfahrung gänzlich mmidiangig, (iuri:li sich selbst klar und gewiß 
sind. So lange nun die euklidische Rauniform unumstrittene Allein- 
herrschaft besaß, fand auch Kants Theorie kaum Widerspnieh. Anders 
wurde es, als die Mathematik die Lehre von den verschiedenen möglichen 
Raumformen ansbildete. Da schien es so, als ob nunmehr den geo- 
meirischai S&tien die rtrenge Allgemeinheit vnd innere Notwendigkeifc 
abgeeproehen werden nnd die Geometrie %n den empiriachen Wissen- 



1) Kant, „Kritik d. r. V.** verlegt von Hartknoeh 1871, S. 64. 
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Schäften gesShlt werden mflßte. Im folgenden soll nun geprüft werden, 
inwieweit hierzu ein Recht vorliegt, und zu diesem Zweck sollen die 
verschiedenen Raumfonnen auf ihren erkenntnistheoretischen Wert 
hin unteisacht werden. leli hoffe, daß ea mir gelingt nachzuweisen, 
daß der apriorische Charakter des Raumes und seiner Qualitöten 
durch die Theorie der TersohiedeneD Eaomformen keine £inbaDe er- 
litten hat. 

Zunäclist unterliegt es meines Erachtens keinem Zweifel, daß der 
mathematische Nachweis erbracht ist, daß sich uel»on der ouklidischeii 
Eaumform auch andern Rmiraformen konsequent durchführen lassen, die 
ebenfalls nie zu einem inneren Widerspnifh fflhren. ja nicht einmal zu 
einpm solchen führen köinien Bekanntlich wurde der erste Anstoß 
zur Ausbildung von Raumfuruieu, die von der enklidisehen abweichen, 
durch die langjährigen vergeblichen Versuche gegeben, das sogenannte 
XI. Axiom Euklids, das l'arallelenaxiom, zu beweisen.*) Die weitere 
Entvvickeiiing des vorliegeuden mathematischen Problems läßt sich in 
4 Perioden einteilen.^) Die erste derselben lunlußt dann die Versuche 
derjenigen, sich von dem Parallelen axioni zn emanzipieren 

streben, ohne daB sie indessen die riclitigen Konsequenzen ziehen und 
sich zu den neuen liuunifurmen durchringen. Hierher gehören Saccheri 
und Lambert.^) Zu der zweiten Periode gehören diejenigen Forscher, 
welche den selbständigen Wert der nichteukUdiwsluii Bnnmfonnen 
voll erfaßt haben. Die HeChode^ die sie anwenden , ist die rein geo* 
metriaehe bezw. trigonometnsohe. Es gehören hienn Lobatechefekijy 
Bolyai nnd Beltrami. LobatBohefskij^) und Bolyai*^) haben ftst 
gleichzeitig und auf TerediiedeBen ^ egeu in bewnBter Weise eine 
Geometrie MUgebildet, die von dem Pamllelenaxiom EaUida vollkommen 

1) Man vergl. Schotten „Inhalt und Methode des planimetr. Untexrioht*'*. 
Bd. II. L«i^ 1893. 

8) Haa nt^^ ftr das folgende des Verf. ProgEammabhandlung: „Aua dem 
GnuigeMek xw. Math. u. Fkiloeophi«^, Kiel, IMl, am der einige Stellen ftber^ 

nonunen sind, 

3) Stäckel: „Die Theorie der ParaUeUinien von Euklid bis auf Ganfi^, 

Leipzig, 1896. 

4) Geometrische Untenmchiuigen rar Theorie der FiraHeHi n ten in MCoUertloa 
complMe des oeams g^^trii|iies de N. J. Lobatschelbky* Tone 8. 1886. — 

„üdomötrie ima^jiiiaire" ebendaselbst nad in Crelle« Journal XYll, 1837. S. -290 
bifl 320. Fri* dr. Engt'l: „Nikoliij TwaBOwitsch Lobatachofsk^, 8 geometriscbe 
Abhandlungen", Ltii>zig iH'.i.s u IHUÖ. 

5) Job. Bolyai: „Appendix, scieuiiam spatii absolute veram exbibens etc.** 
(als Anhang zu dem „Tentamen etc.** seines Taten W. Bolyai; Maros Yftstv- 
helyini 1888.) Man TgL faientn: Frischauf: „Absolute Geometrie nach J. Bolyai 
bearbeitete Leipng 1878. 



Digitized by Google 



Beitrag zur Untersuchang den erkenntnütheoretUchen Wertes asw. 159 

BbitrthMiri Sie sind so dsr ErkenntniB gelangt, dafi die gefundene 
j^ekienUidiBch^ (Ganfi)^) oder „imeginSr^ (LobfttBehefekij) oder 
^haohaie" (Bolyai) Geometrie die allgesieinfli» iat, die auch die 

„euklidische^' Geometrie als besondem Fall umfaßt Die Theorie dea 
ParaUelwinkels (Lobatschefskij), der Greuzliiiieu und Grenzflächen, 
sowie die Entwiekelung dea trigonnTii ein' sehen Formelsystema iet Ton 
beiden ForBchern ToUkommen durchgeführt. Beltrami^ knfipft an 
die G au ß sehe Theorie der gekrflmmten Flachen an und weist nach, 
daß die Satze der nichteuklidischen (hyperboliachen) Geometrie fUr 
Flächen von konstantem negativem KrOmmungsmafi geltw; es gelingt 
ihm so, den Sätzen der nicliteoklidisolien Geometrie eine gewisse kon* 
Ip'ete Intprj>rptation zu geben. 

Die dritte Periode umfaßt die am meisten in diesem Gebiete ge- 
nannten Namen Riemann und ilelmholtz. Uiemunn') hat die 
analytische Met In »de eingeführt, faßt den Kaum als Oröße auf, sub- 
somiert ihn unter den weiteren Begnü" einer Mannigtaitigkeit und ge- 
langt zu den 3 bekannten Kaumformen durch die Einführung des 
Begriffs des Krümmungdmaßes einer Mannigtaitigkeit. v. Helniboltz^) 
gelintft, es, die Voraussetzungen über den R^um genauer zu präzisieren 
und zu redui^ieren. Mit Hilfe seiner Voraussetzungen weist er die 
Amiahme Riemauns nach, daß die Größe des Linearelements gleich 
der Quadratwurzel aus einer immer positiven, ganzen, homogenen 
Funktion zweiten Grades der Koordinaten-Differentiale ist. 

Eine YOn der früheren abweieihende Behandlung fand das Problem 



1) Oanft Mlbtt nlaimt «ine en^tioiieUe Stellang ein. Er wiude nvr dedhalb 
ob6n meht erwShnt, weil er keine nuanmenliMiigeade Thetnie der ^,nichteoklidiich6P** 

Geometrie binterlaKseTi hat. Dafi er indessen dieselbe nicht nur fUr sich Toll- 
•t&sdig ausgebiltk't hat, sondern auch über ihre uhilogophischen Konfleqaenzen 
gründlich nacb^dacbt hat, die ihn zu einer Ablehnung der Lehn' Kuutti führten, 
gaht deelüdi InrrQr aus den ebeniUli tod St&ckel herauHgegebenen nach- 
gelassenen Aeftelehiwwgea nGnndlagen der Geometrie'* im VUL jBd. der ge- 
Munmelten Werke von C. F. GauB. GOttingen 1900. 

2) Beltrami: „Satr<_ro di interpretazione della Geomctria non - eucliiha" 
Gioraale di Matematiche lHt3H. ^FranzOs. in: „Annales scientifiqaea de TEcoIe 
Normale Sapdrieure*^, Tome 6, 1869.) 

8) Biemann: „Über die HypoflieMa, welche der aeometaie an Gronde 
Hegen.'* Habilil Ted««. 1864; verOiTeiifUdit in den QMtiiiger Abhandtnngen 
i«e7. 

4) V. Helmholtz: ,,Ühpr die Tatsachen, die der Geom<'trio zu d'runde liegen". 
Giitlinger Nachrichten 18C8. — „Über die tatsüchlichen Gruudiageu der Geometrie". 
Hodelberger Jabrbücther 18tt8, Nr. 46 n. 47. — JÜhet den Ursprung und die 
Bedeutung der geometriteheB Aziome'S Popel. Yortrftge, Heft lY. BraaS" 
idiweig 1B16. 
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in der vierten Periode durch Felix Klein.*) Nach dem Vorgang toh 
Cajlej-) werden projektive und metrische Beziehungen streng ge- 
sehipdcn, und es wird gefunden, daß die ersteren iillen „ebenen" Raum- 
formen gemeinschaftlich, die letzteren aber je nach der für die I?anm- 
form geltenden Maßbestimnning vorsehieden seien. Alle Maßbestimmungen 
werden dabei auf zwei fuiuluijnntnle Aufgaben zurückgeführt- 1, Be- 
stimmung der Entfernung zweier Funkte und Bestimmung der 
Neigung zweier sich schneidender Geraden. Beide Bestimmungeu Imben 
das gemeinsame Merkmal, daß aich die Maßunterschiede addieren, und 
daß dieselben durch eine Bewegung im llaume nicht gtiitndert werden. 
Da nun aber sowohl Verschiebung einer Punktreibe, als auch Drehung 
eines Strfthleni)üacheli> in sich unter den Begriff einer linearm Traus- 
formatiu)! liiüt, welche daa betrefieude Gebilde in sieh überführt, so 
wird es soviel von einander verschiedene Maßbestimmungen auf den 
Grnndgebilden erster Stufe geben, als es Arten Ton Idneartransformationen 
für diese Gebilde gibt JStva. |pbt es aber eoldm* Tnuufonneüoneii 
nur sweierlei Arten: 1. solche^ bei denen 2 (reelle oder imaginäre) 
Elemente des GmndgebUdes feetblatben (allgemeiiier Fall) und % solche, 
bei denen nur ein (doppelt aSblendes) Element des Grundgebildes nn- 
gtöndert bleibt (spezieller FaU)'' (Klein, a. s. 0. p. 582). Die ge- 
wöhnliche Ahßbestimmnng des enklidisdien Baumes ist Ton disr 
zweiten Art (doppelt dUilendes Element der unendlich Herne Punlct). Die 
Maßbestimmimg der hyperbolischen Eaumform entspricht dem ersten 
(allgemeinem) Fall mit 2 reellen Elementen (2 unendlidi ferne Punkte)^ 
diejenige der elliptischen Baumform demselben Fall mit 2 imaginären 
Elementen (kein unendlich feiner Pnnkt) des GmndgebUdes. — Außer 
den genannten Forschem kommen für diese Periode hauptsächlich 
no4äi in Betracht: Lindemann*), Killing*), Lie^), der die Theorie 



1) Felix Klein: „Über die «ogenaaiite mebteuklidiscli« G«ometrie^\ Math. 

Annal. IV u. VI. — „Zur uicbtcaklidiscben Geometrie". Malb. Aunalen, Bd. 37. 
\^\. auch von tlemsclftcu VertMBer: HVeigleichende fietraohtangen fiber neuere 
geometriscbe Foracbungen." 

8) Caylej: „Sizth Menoir npon Queatie«**. Philo«. T^saetions t 149. 

1869. 

5) Lindemann: „TorieBungen über Geometrie unter besonderer BenntRiing 

der Vorträge von Alfred ri»<l>s<'h". II. Bd , l. Teil, Lpipzij? 18'Jl. 

4) Killing: „Die niciiieukluliHchen Raunilunuen in analytischer Behandluiij;". 
Leipzig 1685. — „Einführung in die Qmndlagtiu der Geometrie**. L Bd. Paiier- 
bom 1898, n. Bd. Paderborn 1898. 

6) SophusLie: „Theorie der Transformationsgruppen". Bd. III, Abteilung V, 
Leipzig 1893. Man vgl. liierzu auch: F. Klein: fntnrliten AnlftAUcb der enten 
Verteilung des Lobatscbewskj-rreises". Math. Ann. 1698. 
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der Traiisfürüiatioiisgriippen aut iln von Riemauu und Uelmholtz 
gestellte Problem imvveudet, imd Hilbert.') 

Aus den aufgezählten Bearbeitungeü ergibt sich, daß eiue Aiizuhl 
von Raumformen gleiche mathematische Berechtigung hat wie der 
Msoute enUidiBelie (parabolische) Rantn, dessen charakteristiscbe 
Merkmale^ Bestimmbarkdit der Genden dnrch 2 Punkte, Kongruenz, 
DreidimeiiaionalitiUv Endlichkeit und Uaabbängigkeit des ParaUelwinkela 
Tom Abstand rind. Durch Abstraktion eines oder mehrerer der ge- 
nannten Markmale ergeben sieh namli^Ji: 1. Solche Kanmformen, bei 
denen gerade Linien (kürzeste Linien) Raum einsehliefien kennen. Hierzu 
gehört die sphärische oder Riem ann sehe Rauniform, bei der jedem 
Punkt ein G^enpunkt zukommt. 2. Solche Raumformen, bei denen 
der Raum in sich selbst nicht mehr bew^ werden Innn, wo vielmehr 
die Eongmenz des Raumes auf einen gewissen endlichen Bereich nm 
jeden Punkt heschrSnkt bleibt. (Glifford-Kleinsehe Baomformen in 
der Beeeiehnung von Killing, deren Gesamtheit sich je nach ihrem 
Krummungsmaß in elliptische, parabolische und hyperbolische einteilen 
Vk&t.) 3. Dio Raumformen von mehr als 3 Dimensionen. 4. Die 
endlkhm Raumformen (hierzu gehören die elliptisclien Raumformen 
nach Klein, oder Raumformen mit positiv konstantem Krümmungs- 
maß). 5. Solche RanrnfonoeUy in denen der Parallelwinkal eine Funktion 
des Abstands ist (hierzu gehören die hyperbolischen Kaumformen nach 
Klein oder Raunirormen mit negativ konstantem Krümmungsmaß, bei 
denen der gerudeu Linie 2 unendlich ferne Punkte zukommen). 

2. Logisch m'f'Mjliche linnitif'orntni sind nivhi ohne ?rr/7w.<f anrh 
erkenntnistUeoretisch miUilich. — I^]s wird mm vor all«'ni dio l-'rage zu 
beantworten sein, ob logisch mögliche Iiiiiiin formen auch (»Inn' uiikres 
erkeuutnjstlif'oretiseh als möglich nn/usclieii sind. Wenn nämlich in 
der Tat das Denken allein ein Kriterium für die Möglii'hkeit einer 
Raumform ^be, dann Ulitdje allerdings kein anderes Hillsnuttel als 
die Erfahrung, um heranszutinden, welcher der mogliclun l^aamformen 
unser reoller Kaum ent.spricht, und dio Lehre Kants über den luiuui 
wäre von Graud aus umgestoßen und ale> laUch erkannt. Sind aber 
logisch mögliche Raumformen nicht olme weiteres erkenntnistheoretisch 
möglich, dann wären die Bedingungen anizustellen, die der Raum zu 
erfüllen hat, um nicht nur logische,, sondern audi erkenntnistheoretische 
Berechtigung zu gewinnen, und es wäre zu untersuchen, ob die einzelnen 
logisch möglichen Raumformen sich mit den neuen Forderungen ver* 



1) David Hilbext: „Gnmdlagcn der Geometrie" in d. Festschrift zur Feier 
der EathtUImig des Oauft^Weber-Bsnlmala. Leipzig 1999. 
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einbaren lassen, die man nonmehT an den Baum an rteUen hat. — 
Knn ergibt sieh die logische Möglichkeit der Tenohiedenm Baaro- 
formen ans analjtiachen Betraehtiuigeii, d. h. aas der Anwendung der 
Zahl auf das Gebiet des Rännilich«i. Da das BSomliche an sich aber 
nichts Diskretes enthalt, rielinehr durchaus in sich homogen ist, so 
kann den Zahlenoperationen, so nOtzlich und unentbehrlich sie auch 
fflr die Mathematik sind, doch nicht die I^higkeit angesprochen werden, 
ein erkenntnistheoretisch riditiges Urteil über das eigentliche Wesen 
des Raumes abzugeben.*) 

Das wird auch für die elementare analytische Geometrie meistens 
anerkannt. So sagt B, Lindemanu^ gelegentlich der Besprechung 
der unendlich fernen Geraden: „Es soll dadurch jedoch nur diese aua- 
lytische Tatsache^ alm- keinerlei metaphysische Auffassung ausgedrückt 
werden. Die Einftihrung dieser Besetchnung erlaubt uns dann, manche 
Satze einfacher zu beweisen und auszusprechen, indem wir mit der 
unendlich fernen Geraden wie mit einer wirklich vorhandenen operieren." 
— Die Analvsis alloin kann uns also zu keiner rielitigoii Erkenntnis 
räumliclier Eii!;fn schatten verhelfen. Sie ist immer nur als Mittel :ui 
zusf'hen, geometrische Tatsachen einfach darzustellen, t;»'\v'N-.scrniaüeu 
als eine Ahl)ilduug des räumlich Kealen durch das Zahlengeiuet. Nicht 
die Algehra entscheidet daher auch iii)er die Möglichkeit dieser oder 
jeuer Haumforin, sondern nur die iJetraclitung des iiaumt^s selbst.') 
Wir bleiben üIöo in Übereinstimmung uut Kaut^) und nennen nur 
dasjenige möglich, „was mit den formalen Bedingungen der Eriahiung 
(der Anschauung und den Begritfen nach) übereinkommt". Haben wir 
nun eine Wisseiiaicliail vor uns, die nur auf Begriflen aufgebaut ist, 
so wird auch die logische Folgerichtigkeit aliein das Kriterium für die 
Richtigkeit der aus ihr entspringenden Erkenntnis sein. Eine solche 
Wissenschaft ist aber nur die Transzendentalphüosophie selbst^) Bei 
ihr wird die Eikenntnis nur dnrdi logische Bearbeitung der Begriffe 
gewonnen, ist also eine disknrsiye. Bei allen andern Wissenschaften 
aber mfissen auch intnitire Urteile gelten.^) Kun ist aber die Geometrie 

1) Vgl. Wnndt: „Logik, eine üntfrsuchuug der I*riuzipirn der Erkenntnis 
und der Metboden wissenschaftlicher Forechung^'. 1. Bd. „Erkenntnislehre". Stutt- 
gart 1880, B. 440 ff. S. auch Lotzc: „Mctapbyaik" S. 246 f. 

8) Lindemanii: „YaderaiigeD Aber Qeonietrie*'. L Bd. Leipog 1876. 8. 67. 

3) Vgl. Rusaoll: „Ksaai eur les Foodements de la Gt^om^trie (ins Franz. 
flber»etzt von Caden.it i Paris 1901. r,0. 1; Kant: „Kr. d. r. V." S. 202. 

5) Vgl. J. C. Hecker: „Abhandlungen aus dem Qreiugebiet der Mathemfttik 
u. Philosophie" S. 16—20. 

6) Vgl H. Weissenborn: „Ober die aeueren Aandttea vom Baum u. von 
den geoinetr. Axiomen^^ TierteUahnchrift f. vissennclu Pbfloa. II, S. 45i£ 



Digitized by Google 



BeitMig lar üntenoehung des erkendtniiflMwgetiachen Werte« uiw. 163 

sicher eine Wissensrhaft. die die Anschauung nicht entbehren kann. 
Sie ist keine Wissenschaft axs Re<^iffen, sondern sie hat die liegnÜ'e 
im Kaum zu konstruieren. Es genügt demnach für die Geometrie nicht, 
daß die Eutwickelung ihrer Begriffe logisch folgerichtig vor sich geht, 
sondern sie hat hei jedem entwickelten Begriff mittels der formalen 
Anschauung zu untersuchen, ol) tler dem Hegriff euisprecheude Gegen- 
stand auch möglich sei. Vom menschlichen Standpunkt natürlich er- 
scheint ja das Streben, alle Erkenntnis auf eine einzige Quelle zurück- 
führen zu wollen; nichts desto weniger kommen wir aber nicht über 
die mm einmal feststehende Tatsache hinweg, daß hier ein Dualismus 
bemehfey daß wir hinaielitlidi miaerer psychiseh«! TItigkeit einem 
dxtppeUm Zwang imterwodEen sind, dem Denktwang imd dem AnsiAatmiiffS' 
MwangJ) Daher mußten aaoh alle Versuche fehlachlagen, die darauf 
hinausgingen, die Geometrie rein logisch frei von jeder Anschauung 
zu begrQnden*) od«r Überhaupt riUmiliehe Ansehanung dorch begriffliche 
Yerbindnngen zn ersetzen.') Hiemach unterliegt es slao keinem Zweifel, 
daß ein Anschanungszwang, d. h. ein Zwang, Mannigfidtiges fiberhaupt 
linmlich aufeufassm, oder Empfindungen nach außen zu projizieren, 
eb^o gut Torhanden ist, wie deqenige, Begriffe logisch zu bilden 
und zu TerknOpfen. Wenn aber anerkannt werden muß, daß im Qe« 
biete des Räumlichen das logtsehe Denken allein nicht ausreichty so sind 
auch die logisch möglichen Raumformen nicht ohne weiteres erkenntnis- 
theoretisch möglich, sondern es muß geprüft werden, ob sie auch d«i 
Bedingungen des Anschauungszwanges genflgen. 

8. Itaumformen, die den Axiomen der jm/jeltivrn Gemnetrie wider* 
sprechen, nnd erkenntnistheoreUseh mchi möglich. — Wir wollen nun 
diese Prüfung in der Weise Tomehmen, daß wir zuuäciist die reale 
Möglichkeit solcher Raumformen untersuchen, die den Bedingungen der 
prf^ektiven Geometrie widersprechen. Wir sahen im vorigen, daß die 
Fähigkeit, Mannigfaltiges räumlich aufzufassen, a priori vtirhanden ist. 
Die räuniiiche Anffassuu)^ des .MaiinijTfaltigen bestciii juiu im wesent- 
lichen in einem qualitativen und in einem quantitativen Vergleichen 
von Kaumgebilden, d. h. im Unterscheiden verschiedener Lagen- und 

Ti V^I Schotten: „Die Grenze zw. Philoaophie u, Mathem/* Untemchte- 
bläiter für Mathem. w. Naturw. 11. 4. S. V.). 

2) Vgl. üolzanü: „WitttteuHcliart^lebre" 1837. 

Man vgl z. B.: Schmitz-Dumout: „Zeit und Raum in ihren denknot* 
wndigen Besümmiuigen, abgeleitet am dem Satee dee Widenprucha'^. Leipsig 
1876. — Thiele: „Grundrifi der Logik u. Metaphysik". Halle 1878. — Eine 
nähere Begründung der oln'gen Rehanpt\ni^' tliKict sich in des Verfasaer» Programm- 
arbeit: „Aus dem Ureuzgebiet zwlschea Mathematik u. Philosophie". Kiel, 1901. 
S. 17 f. 
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GfTÖßenTerbüIlnisse. Die Fähigkeit, Raumgebilde qualitativ und quan- 
titativ zu vergieiciicn, mttssen wir also nis eine a priori gegebene an- 
Bebeu. Die projektive Geometrie behandelt nun die erste Art des 
YergleichenSy xniiächst ohne Uüeksicht iuif metrische Beziehungen unter 
alleiniger Yoraussetzung, daß durch 2 Punkte eine Gernde voUkommeil 
bestininit wird. Um dann ührrhaupt räumliche Maßbestimmungen und 
metrische Beziehungen auf projektive Betrachtungen anfznlmnen, muß 
noch voraus<^eset/.t weiden, daß die Maßbestimmungen durch eine 
Bewe|jfung im Kaum nicht geändert werden. Das qualitative \ ergh'icht'ii 
von ÜAumgebilden hat also zur X'oranssetzung die Bestimmbarkeit der 
Geraden durch 2 Punkte, das quantitative außerdem noch die Kon- 
grueuz des Raumes. Da aber bei(U,' Arten des Verj^h ichens a priori 
gefordert werden, so sind jene beiden Sätze von tler Bestimmbarkeit der 
Geraden durch 2 Punkte und von der Kongruenz des Baumes t'lxMifalls 
a priori. Die Erkenntnis aber, daß die räumliche Auffassung (ks 
Mannigfaltigen gezwungenermaßen im Unterscheiden verschiodeiu^r 
Lagen- und Urößcnverhältuisse besteht, ist wiederum ein Zwang, der 
unabhängig vom Denken uns auferlegt wird, ein Anschauungszwang. 
Nun könnte der Einwand gemacht werden, daß sowohl das qualitative 
wie das qiuuititatiTe Ym^ielien sieh durefa Erfidiruug ergeben hat 
Das ist indessen nicht richtig. Die Ei&hrnng geht natürlich auch 
hier wie stets der Erkenntnis seitlich Yorans. Ohne Toraugcgaugene 
Er&hnmg ist die AnftteUnng der Gesetze der x&nmlichen Ansehannng 
ebenso wenig mSglich, wie die der Denkgesetze. Wenn wir aber 
behaupten, daß die Axiome der projektiven Geometrie a priori richtig 
sind, so soll damit gesagt sein, daß ohne sie eine Exfahrong, hier also 
iftamliche Er&hnmg^ unmöglich wird. Wenn aber die F&higkei^ t«i^ 
schiedene Ptmkte iftomli^ m nnterscheiden und in Benehmig zu 
bringen, geleugnet wird, so ist allerdings Jeder Erfiüirbarkeit der Boden 
entasogen.*) Setzen wir aber die genannte Fähigkeit voraus, so ergeben 
sieh jene Axiome durch einfaches Proji/i<>ren der Kategorien Qualität 
und Quantität auf räumliche YerhSltnisse: Ein Punkt unterscheidet sich 
von einem andern zunächst weder qualitativ noch quantitativ. Nach 
dem Ttnigen sind wir aber veranlaßt^ eine qualitative und eine quantitative 
Beziehung swischen 2 Punkten anzunehmen. Ycrglichen können solche 
Beziehungen also erst werden, wenn wir mehr als 2 Punkte ins Auge 
fassen, .le 2 Punkte können mit je 2 andern gleiche oder verschiedene 
qualitative Beziehung haben. Indem wir diesen Gedanken in Raum- 
anschauung umsetzen, werden wir zu dem Axiom gedrängt, daß durch 



1) Vgl. hierzu Uassell a. a. 0., S. 69 ff. 
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2 Punkte eine Kicbtmig (gerade Linien vollkommen Ixstiiiimt ist. 
Analog steht es mit der quantitativen Besiehung: Die Besüehmigen, die 
Bwisclien einem Punktepaar und einem andern benselien, können 
quantitativ gleich oder verschieden sein. So gelangt man durch Über- 
tragung in räumliche Verhältnisse zum Begriff AV)stand. — Nun ist 
aber noch ein Einwand zu entkräften, nämlich der, daß die Vergleichung 
verschiedener Raumgebilde hinsichtlich ihrer Größe nur möglich ist 
unter der Annalime ihrer freien BefcrglichheH und Frst/r/kcif, daß aber 
die genannten Eigenschaften sich nur durch Erfahrung f^rn;ebcn konneu, 
und daß also hieraus die empirische Herkunft des Axiomos von der 
Kougruen/ des Haunies folgt. Daß der Bogriff der Bewegung etwas 
Empirisches voraussetze, pbt allerdings auch Kant zu, wenn er sagt: 
„Im Kaum an sieh selltst betrachtet ist nichts Bewegliches: daher das 
Bewegliche etwas sein muß, was im Räume nur durch Erfahrung 
g(lun»ien wird, mithiu ein em])iriselies Datum."') Doch die Worte 
Kaiit.s geben auch gleichzeitig die L()sung dieser Schwierigkeit. Den 
Raumgebilden kommt eben die Hewegbarkeit nicht als Eigenschaft zu. 
Die Bewegung ist ebenso künstlich in den Raum durch uns hinein- 
getragen wie die ZahL Die Raurogebüde als solche sind unbeweglich, 
mid der Bewegungsproseß in der Gemnetrie bemlit darauf, dafi wir die 
psychiaebe Fähigkeit beattsen, ein Bild*) des betreffenden geometriacben 
Gebüdee in uns aa&anebmen, dasselbe festaobalien und an eine andere 
Stelle des Banmes zn projizieren.") — Gleiche Gebilde sind gleiebi 
ancb ohne daß ich Superposition anwende. Diese ist nnr für mich 
ein Ifitiel, mich von der Gkichbeit oder Verschiedenheit der beiden 
Gebilde an fiberaengen. — Da non die Bewegbarkeit dem r&nmlichen 
Gebilde selbst nieht sakomm^ so kann dasselbe sich saek nicht durch 
Bew^[iuig^ als dnrch einen von uns hineingetragen«! psychischen Akt, 
Tenndem. Ebenso wie die Bewe^chkeit ist also anch die Festigkeit 
gamicht ala änjtere Eigenschaft dw geometriaehen Gebilde anansehen, 
sondern beide Eigenschaften sind dnrdians subjektiv zu nehmen, und 
daher ist auch das Axiom von der Kongruenz des Raumes sicher nicht 
durch Erfahrung gewonnen, sondern es ist eine Forderung, die wir 

i) Kant „Kr. d. r. V. 8. 65 u. 66. 

S) Hau TgL J. C. Becker: »«AbhandlangeD am dem Grenzgeb. etc.** 8. SB ff. 

8) Kant nennt dieses Vermögen, einen GcgcuBtand auch ohne donsen Gegen» 
wart in der Anschatnnig vomistellen, .,«b> Einlnldung^^kraft". (Kr. d. r. V. S f?72). 
Kr UDterecheidct die Bewegung einte Ubjekteti im llaunie, die nur durch Krtahrung 
eckanat werdi» kann, und die Bewegung aU Bewlixeibung eines Baame«, weldie 
er einen ««reinen Aetae der •aoceesiTen Systhesia des Mannigfaltigen in der 
äußorcu AnH( haaang überhaupt duicli produktive Einbildungskraft'' nennt (a. a. 0. 
& 674, Anux.), und welche er als sor "nransBendentalphilosophie gehörig ansieht. 
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H priori stellen. Ebenffogiit könnte als Ertahrun^sat/. der Satz gplten, 
daB Hatiragebilde sich mit der Zeit nicht verändern. — Hienlnrch 
erledigt sich nun auch die Fr.ige, ob der Raum nicht eine den Clifford- 
Kleinschen Kanniformon — iu der Bpzpirhnniijjsweise von Killing — 
entsprechende (ie8taltuu^^ haben l^tniTuv Soiue Gleichf()riiiigkpit blif^bo 
dann noch hest^ohen, „solange man nur einen gewi«*8en ciKllichon licrtMch 
um j»'dt'n rin/.<'hioii Pnnkt betrachtpf". Nur (ian/es hctrarhtet 
wäre der Kaum tiüglciclifViniiig. Es muß lii<'r l)t'tont werdi'U, daß this 
Unendliche Hborbnupt uiciils oljjcktiv Exisncroiides ist, daß uir ritl- 
UH'hr silhsf uns IJnmdUche hn/struit nn, als Npj^ation des Aufhr>roiis 
einer Erscheinungsreihe. Die für den endlichen Hereich gefuntbiie 
Gleichförmigkeit des Raumes kann also garuicht im Unendlichen ver- 
schwinden Chamkte ristisch für den Gedankengang der Em|>iristen 
ist der Einwand, den KiJlin;^ selbst gegen seine Clifford-Klein- 
sehen Raumformen macht, nämlich daß die Gesetze der Mechanik sich 
Sndeni müßten^ insofern ak dk Emvirknng zweier Massenpuukte auf- 
einander nicht nur von deren Bnifemung, sondern aucIi von der Rich- 
tung ihrer Verbindungsgeraden abhinge. Killing nimmt also hier an, 
daß etwaige Beobachtangen, die man in dem angefahrten Sinne in der 
Mechanik machen wQrde, m einem Schluß auf die Inkongruenz des 
Raumes in der einen oder andern Glifford-Kleinschen Form führen 
mflßten. Uns dagegen scheint es, daß das Wesen des Raumes von 
jeglichen Beobachtungen der Meehaoik unabhängig sein mösse. — Ans 
dem Torigfm ist auch ersiditlioh, wie die BVage, ob die geometrischen 
Koip«r auch Undurchdringlidikeit aufweisen; je nach der Tersehiedenen 
Auftoung vom Wesen des Banme« verschieden beantwortet werden 
muß. Die Empiristen bedttrfen der Undurchdringlichkeit der geo- 
metrischen Körper geradeso wie der freien Beweglichkeit nnd der 
Festigkeit, als einer empirisch gefundenen Eigenschaft. Wenn mui in 
ihrem Sinne') einen Körper A mit einem ihm kongruenten Körper B 
zur Deckung bringen will, so kann <las nur so aufgefaßt werden, daß 
der Körper J{ fortbewegt wird, und Ä an die Stelle gebracht wird^ 
die B vorher inne hatte. Nach unserer Meinimg dagegen kommen 
dem geometrischen Körper üborhanpt keine mechanischen Eigenschaften 
zu. Die Ei<^nnischaft der Undurchdringlichkeit können wir vollends 
ganz iMitbeliren. Unsere Seele hat eben das Vermögen, das Bild des 
bf>trpfVen<len HaiunL'"el »Ildes .1 ühn'all hin zu transportieren, also auch 
nach dem Ort, den ein and< r»'s ihm kontjruentes Raumgebilde B geratle 
einnimmt Die pHunetrischeu Körper zeigen also gewissermaßen gerade 

1) Killing: „KiiitVihninj? in die Grundlagen etc.*' I. S. S4S. 

2) Killing a. ». 0. IL ä. 32b. 
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JJurrlxffhiqdrhli ,'f. Jene vou don Empiristen vollzofjene Fy)ertragnng 
mechanischer Eigenschaften fester Kiirper auf die <ie«jinetrie imissen 
wir aher als eine unberechtigte V'ermengung geometrischer und jdiysi- 
kalisoher Vor«t^lIiuigen zurückweisen, auch dem Kanin, als einer bloüeu 
p\)rm, jegliclie Tätigkeit und Kraft absprechen, vielmeiir ein vollkommen 
passives Verhalten des IJaunies postulieren.') Hiernach sehen wir uns 
also genötigt, sowolil allen Uaumforiuen, bei denen zwei gerade Linien 
ein Flächenstück einBcbließen können — insbesondere auch der Rie- 
mannschen Raumfurm in der Killingschen Bezeichnung — als auch 
den Raumformen mit nicht konstantem Krümmungsinab — insbesondere 
den Clifford-Kleiuscheu Kauuifornieu — jede reale Exibtenz ab- 
zusprechen. 

4. Eautnformm vm mehr als 3 IHmenswnen sind crlrnninis- 
theontM ntdd möglich, — Wie sehr sieh die begrifflidie Möglichkeit 
einer Ranrnform Yon der durch rdne AowhAniiiig bedingten nnier- 
echeidety tritt hesondm bei dem Axiom von den Dimeniion«n des 
Raumes berror. Es unterliegt gar kemem ZweiMi daß sieh anf ana- 
lytiscbon Wege Banmformen behandeln busoi mit beliebiger^ konstanter 
Anzahl (n) von Dimensionen, and doch werden wir sehen, daß miser 
Raum nicht einer Form entsprechen kann, bei der n > 3 isi — 6e* 
wohnlieh schreibt man einem Ranmgebilde dann n Dimensionen zu, 
wenn das Einzelne in demselben, der Punkt, durch n TOneinander on- 
abhingige Variable bestimmt wird. Nach Erdmann') besteht nnn das 
Ghaiakteristische des Baumes and der r&amüchen Gebilde (der n>&cb 
ausgedelmten Mannigfaltigkeiten) darin, daß bei denselben die Dirnen- 
* fiiouen gleichartig sind und sich vertauschen lassen. Bei andern 
Maunigfaltigkeitnn dagegen, z. B. bei dem System der Farben oder 
1 onempfiudungen, die Erdmann für dem Räume koordinierte Größen» 
begriffe hält, seien die Abhängigkcitsyerhaltnisse (Farbenton, Sättigongs- 
grad, Lichtstärke liezw. Höhe, Intensität, Klangfarbe) nicht Tertauschbar. 
Die Tatsache ist richtig, daher ist aber der Ranm jenen „Größen- 
begriffen" eben nicht koordiniert, und daher ist es auch unerlaubt, zur 
Veranschaulirhung des vicrdimcnsionalen i^uumes eine mit den andern 
Veränderlichen nicht vertauschbare Variable, etwa die Dichtigkeit oder 
Temperatur, hinzu zu nehmen. Gegen die angeführte Definition der 
Dimensionen ist übrigens einzuwenden, daü sie rein analytischer Natur 
ist und das eigentliche Wesen des Raumes nicht genügend erfaßt. 
Jedenfalls kann aber aus der analytischen Möglickkeit) für die Anzahl 

1) Benno Erdmann: „Die Axiome der Geometrie, eine philosophische 
Untersuehung der Aiemann-HelmhoUsBcben Batuntheorie." Leiptig 1877. 
Kap. II. 
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der unabhängigen Verilndeilichpn eine Zahl zu nählou, die ^ößer als 3 
ist, nicht uut" die reale Müglichkeit einer sokheu Kaumibrm gesclilosseii 
werileü. — Ebensowenig befriedigt die bekannte Definition, die von 
dem Punkt ausgeht und ihn sich fortbewegen lafit. Diese Erklärung 
hat das Mißliche, daß sie die Bewegung benutzt^ die erat durch einen 
psjchoh)gischen Akt in das Räumliche hineingetaragen ist; auch laßt 
dieselhe sieht recht erkennen, daß das Axiom Ton den S DimeEnsionen 
des Raumes gamicht als ein ein&ehes anzusehen ist, sondern daß in 
ihm eine Reihe von Axiomen enthalten ist — Mehr dem Wesen des 
Raumes entsprechend und mit d«r obigen Forderung Temnbar sdieint 
diejenige Definition zu sein, die von dem Körper ausgeht und Be- 
grenzung und Teiinng benutzt Sie lautet^): Teilt man einen Kdrper 
(endL Kaumteil), so ist das die Grenze der beiden Teile bildende Ge- 
bilde (Greozgebilde erster Ordnung) wieder teilbar uod so fort Endlidi 
gelangt man zu einem unteilbaren Grenzgebilde. Unter der Anzahl 
der Dimensionen eines Raumgebildee wird also die Anzahl der m^- 
liehen Teilungen verbunden mit Grenzübergängen verstanden, die man 
bei dem Gebilde ausführen muß, am zu dem unteilbaren Gebilde (Punkt) 
7M gelangen. Hieraus ist Hofort ersichtlich, daß das Axiom, welches 
für den Kaum H Dimensionen fordert, aus verschiedenea Annahmen 
zusammengesetzt is^ nämlich: 

1. Es läßt sich aus dem Raum ein allseitig begrenzter Teil aus- 
scheiden. CExistonz von Kör})('rn wird gpfordort.) 

2. Bei (Inni vorher :ingege))euen Teilungs- und Ahgrenznngs verfahren 
gelangt man sehließlich zum unteilbaren liaumgebilde (Punkt) (Anzahl 
der Dimensionen ist endlieh). 

3. Man golangt zu dem unteilbaren Hannigchilde ( Punkt'» Ktet« 
durch die gleiche .Anzahl von Teilungen mit rirenzühergiingen, von 
welchem Uanmteil (Körper) man auch ausgehen mag. (Anzahl der 
der DimeuBiouen ist konstant.) 

4. Diese Anzahl ist filr den Jiauni H. 

F.s ist nun v.ii untersuchen, ob die reine Ausehauung die Richtig- 
keit dieser 4 Sätze fordert. Die 'd ersten Forderungen sind dem Kaum 
mit der Zeit gemein. Daß sie auf Anschauungszwang beruhen, geht 
ans dem bereits früher erörterten Umstand hervor, daß ims a priori 
die Fähigkeit zukommt^ räumliche bezw. zeiiliehe Gebilde quantitativ 
zu Tergleichen. Unmittelbar folgt daraus der erste der angeftthrten 
Sätze; denn wenn der Raum so beschaffen isty daß wir in ihm Gebilde 
quantitativ vei^leichen können, so mufl der Raum selbst uns als ein 



1) Vgl. Killing a. a, 0. T. S. 174. 
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Qnantuni erscheinen, also teilbar sein. Man muß also einen Kauinteil 
80 alMonderu können, daß Punkte dieses Teiles uur ihm, nicht aoch 
dem fibri^ebliebenen Teil des liamnes Eagehüren, d. h. es existieren 
Körper. — Die Anzahl der Dim^MBOneii kann ferner nicht unendlich 
soin, da man sonst niemals zum unteilbaren Raumgebilde kume. Die 
Existenz eines solchen haben wir aber bereits durch die Forderung 
vorausgefetzt, otiie Kuiptindung raumlich zu proii/.ieren Wenn fenier 
die Anzahl der Dimensionen nicht konstaut wäre, s(» würde duruuter 
die Homogenität des Raumes leiden, die wir unbedingt zu fordern 
haben. — Die 4. Annahme, daß die Anzahl der möglichen Teilungen 
mit (irt'n/.iiberijÜTit^en '.'> ist, ii;ilt nur noch fQr den Kaum. An üire 
Stelle tritt für die Zt-it die Annaliuie, daß diese Anzahl 1 ist. lienic 
Annahmen 8ind ziiiiiiclist tutsiichliche Wahrheiten, wenigüteiis if<t es 
mir uuverständlieh geblieben, wie die Behau ptunsj, daß die Anzahl der 
Dimensionen des Haumes u > 3 sein kumu', daü er uns nur 3-dimen- 
sional erseheine, ernstlich verteidigt werden kann. Sie scheint viel- 
mehr nur auf einen» {alsicheu Aüidogicüehluß ') zu beruhen. Für die 
Zeit ist meines Wissens nichts Analoges behauptet worden, v. Ilelm- 
holtz glaubte bekannttieli darcli die Supposiiion von ^yverstandbegubteu 
Wesen ron nnr 2 Dimensionen, die an der Oberfloelie irgend eines 
unserer festen Körper leben und sich bewegen'' % die Möglichkeit einer 
Tieften Dimension wahrscheinlichin' madien sn können. Gerade so, wie 
sidi jene ^Flachenwesen^ irren, könnten wir nns ancb irren, und es könnte 
also doch eine vierte Dimension existieren. Doch, sofern ich t. Helm- 
holta recht yerstehe, soll ja den „Flächenwesen^ jede Mo^<MtH der 
Erfahrong der dritten Dimension abgesprochen werden. Sie irren sich 
also gar nicht, sondern f&r sie hat der Raum a priori 2 Dimensionen. 
Außerdem begegnet die Annahme von „FISchenwesen" an sieh schon 
bedeutenden Schwierigkeiten, da es unklar bleibt, wie man sich diese 
keinen Raum einnehmenden Wesen vorstellen soll.") — Wenn also die 
Tatsache nicht erschüttert werden kann, daß die Anzahl der Dimen- 
sionen des Raumes 3 ist, so muß doch eingeräumt werden, daß ein 
mehrdimensionaler Raum begrifflich möglich ist, und es bleibt daher 
zn untersuchen, ob wir zur Kenntnis jener Tatsache nur durch £r^ 



1^ Man v;rl. Wim dt: „Logik" 1 Hoff 

2) V. Helmhültz: «,Üb«r den Ursprung und die Bedeutung der geometr. 
Axiome" S, 27. 

S) Hau Tgl. hienu: Lotto: HMctaphvsik" S. «5401 — Wuttdt: „Logik» I 
Kap. S. — WeiBenboro: „üher die neueren Ansiebten vom Räume und von den 
geometr. Axiomeo.'* — Schotten: ,4Bhalt und Methode des pUin. Unteir. I 
S. 868, Fußnote. 



Digitized by Google 



I 



170 P- VnMBi 

fahrung gelangt sind, oder oh die n iii ' Anschannnjr üV)erhau])t für 
unsern Kaum die Aunahme eiuer <;iubercn Anzahl von Dimensionen 
verbietet. Dio Unterscheiduni? dioser heiden Fälle wird leider nicht 
immer tronüj^cnd beachtet, und gjir zu oft die Meiuung jj^eüußeri, daß 
inaii die L'hcraeugung der Realität von hogrifflich Möglichem nur durch 
fclrfahrung gewinnen könne. Daß ai)cr die unmittelbare reinr AnscJuiu- 
muf seihst uns zu einem Urteil a priori äiaiigen Imin, haben wir bereits 
auseinandergesetzt. Wie steht es damit nun in unserm Falle? Gründen 
wir die Überzeugung von der Richtigkeit der Tatsache der Drei- 
dimenBionalitBt ftuf Kr&hrung, und sind wir yielleicht nur deshalb so 
fest Ton dieser Riditigkeit Qberzeugt^ weil wir es hier mit einer „mts- 
nahmslosm Erfahrung* zu. tun liaben? Das ist leidit zn entBcheiden. 
Bd Urteilen, die duich ansnahmslose Erfolirung gefnndoi sind, laßt 
sich ihr Gegenteil noeh immer sowohl denken, als auch vorstellen. 
Das Gegenteil bleibt noeh immer den formalen Bedingungen der Er- 
&hning der Anschauung und den Begriffen nach konform. Man denke 
z. B. an das durch ausnahmslose ürfahmng gefundene Urteil: ,,AUe 
Menschen mfissen sterben." An dess^ Richtigkeit sweifelt sicher 
auch niemand, und doch ist ein Urteil, das diesem widerspricht^ etwa: 
„Ein Mensch Ä lebt ewig'', swar ftlsch, aber immer noch den formalen 
Bedingungen der Er&hrung konform. Anders steht es non aber mit 
dem Urteil: ,,Es gibt kein RaumgebUde von mehr als 3 Dimensionen" 
oder: „£b gibt kein Zeitgebilde TOn mehr als 1 Dimension." Gegen 
Urteile^ die diesem widersprechen, ist swar auch niehts begrifflich ein- 
zuwenden, aber ein Raumgebilde von mehr als 3 Dimensionen, bezw. 
ein Zeitgebilde von mehr als 1 Dimension, widerstreitet den formalen 
Red ingangen der Erfahrung der Anschauung nach geradeso, wie die 
Annahme, außer der Möglichkeit eines A und eines Nicht jj^be es 
noch eine dritte, die den formalen Bedingungen der Erfahrung den Be- 
griffen nach entgegen wäre, — Wenn wir uns also sehr wohl Eigen- 
sehat'ten von Dingen anschaulirh vorBtelleu können, die unserer 
ausnahmslosen Erfahrunt? widersprechen, und doeh durchaus nicht 
Eigensehaften eines vierdiHu usionalen Raumes, so kann der Satx von 
der Dreidimeusionalität des Ruunies nicht dureh ausnahmslose Erfahrung 
erworben sein, sondern ift a j)riori dureh reine Anschauung gegebeu. ■ — 
Zur Verteidigung der Mögliehkrit von 4 Dimensionen ist von 
Zölln»*rM das eigentümliche, abt r weit verbreitete Argument angeführt 
worden, dnß symmetrische Körper im .l-dimeusionalen Räume nicht 
zur Deckung gebracht werden könnten. Ebenso wie der Beweis der 

1) Zöllner: Über die Natur der Komeleu ". Leipzig 1872. 
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Kongruens BymmetriBelL gdegener ebener Figuren nur dadnreh zn er- 
bringen ist, daß man dieselben aiu der Ebene berausbew^y also die 

dritte Dimension benutzt, ebenso würde die Kungm^iz symmetrischer 
Körpt r sich durch die yierte Dimension erweisen la«^sen. ZunSchst ist 
mit Killing*) hiergegm einzuwenden, daß damit ^^uichts Wesentliches 
gewonnen^' wäre, da nunmehr vierdimensionale Gebilde in ihrer Gestalt 
und Größe ül)ereinstimmen kr)nntea| ohne kongruent zn sein. »Wie 
groß man auch die Zahl der Dimensionen annehmen mag, niemals 
wird der Begriff der Kongruenz identisch sein mit dem Begriff der 
ITHereinstimmuTi^ in allen rrrößenbeziehungen " Wenn nun aber 
syinniefrische Körj)er, obwohl sie doch ,,in allen zur Größe und (Qualität 
gehörigen Bestimniungeu völlig einerlei sind"' «Kant), einander doch 
nicht räumlich ersetzen, so folgt hieraus mit Notwendigkeit^ daß das 
„Einerleisein", da« durch begriffliches Definieren i»esiiinint wird, und 
das „raumliche Ersetzen! assen", das nur durch Anschamiug gefunden 
werden kann, nicht ein und dasselbe ist, und daß das Deukeu, das nur 
mit Begriö'eu ar])eitet, auf Abwege geraten kann, wenn es seinen rein 
logischen Deduktionen eine munili(he Interpretation geben will. Der 
ebenbesprocheiio Einwand hietet uns also gerade ein neues — wie niir 
scheint, nicht unerhebliches — Beweisnionient für die von uns ver- 
tretene Ansicht, daß auf unsere ErkenntuiB nicht nur durch das Denken, 
sondern andi dnreli die reine Anschauung ein Zwaug au.sgeflbt wird. 

1) Killitig: „Einführang in die Gnutdlai^B etc.** I S. 368 f. — Tgl. aach: 
Lotse: «,Metaphjaik'' S. SSe. 

(Fortsetzung folgt.) 
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F. SehOlIng, über die Nomogrsphie von IL d*Oeagae. Eine Ein- 
fiihrung in dieses Gebiet. Mit 28 Abbildttngen. 8^ 47 8. Leipsig 1900, 
B. G. Teubner. 

Besteht zwischen einer Anzahl Verlluderl icher eine gesetzmäßige Be- 
/.u iiuiifT, so kann man eine der Vt rfindcrliclicn als abhflngige, die übrigen 
als unabiiängige Veränderliche betrachten und für alle möglichen Werte- 
Verbindungen der letzteren die zugehörigen Werte der enteren emittelo. 
Handelt es sich darum, die Werte der abhftngigen VerladerUdien ta finden, 
so hat man häufig die Wahl, hierzu entweder den Wog der Rechnung oder 
der Konstruktion nnf («rtiiul der <lie gesetzmilßige Beziehung dai*stellenden 
Gleichung ein/Aisehlagen. In letzterer Beziehung sind vornehmlich die 
graphischen Methoden, welche z. B. in der graphischen Statik in hohem Maße 
ausgebildet sind, bekannt In jedem einzelnen Falle muß aber die Rechnung 
oder die geomctrischo Konstruktion von neuem durchgeführt werden, um 
dpn zugehörigen Wert der gesuchten Veriiiulorlichen zu erhalten. Dies wird 
aber sehr lästig, sobald die Aufgabe in sehr vielen FHllen zu lösen ist. 
Handelt es sich um eine Beziehung zwischen uur zwei Veriiuderlieheu, so 
wird man sich Zahlentafeln herstellen, aus denen man fCür jeden Wert der 
unabhüngigen Veründerlichcn den ib r abhängigen direkt oder durch Inter- 
fiolation piitiieliinon kann. Solilio TalVln lassen sich auch noch für Oleichnngen 
mit (hei und mehr Veränderlichen horsteilen, werden aber dann sehr un- 
bequem. 

Hier greift nim die Nomogropbie ein, indem sie fOr die Zahlentafeln 
Ersatz zu schaffen sucht. Zu diesem Zwecke gibt sie Methoden an, um für 
gt'Sf'tzmUßige Beziehungen zwischen mehrt'ren Veränderlichen granhische 
Tafeln (abaques) herzustellen und hierdurih rechtfertigt sich ihr Name 
[vofioi =■ Gesetz). Ist für ein bestinuntes Gesetz die entsprechende Tafel 
einmal konstruiert, so kann man für Jede beliebige Werteverbindung der 
aoabhftngigen Yeiftnderlichen den zugehörigen Wert der abhängigen Ver- 
änderlichen uDmitt«Ibar aus der Tafel ablesen, und hierin liegt eben der 
Unterschied pfgen die gewöhnlichen graphischen Methoden. 

Die Ausbildung der nomographischen Methoden ist voniehnüich das 
Verdienst des französischen Forschers Maurice d'Ocagne, welcher seine 
Resultate aoBer in kleineren Abbandlangen in den beiden größeren Ver- 
öifentlichungen: Les calctils usucls rfficiuh au moym des ahaqitcs (Paris 1)^91) 
und Trnltc de vownfTrnphir fPiiris l'^IM)') bekannt gegeben bat. Auf diese?? 
letztgenannte Werk will die vorliegende kleine Schnft des iierm «Schilling 
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die Aufinerkaamlnit d«r deutschen Hftthematiker lenken und zum Studinm 
dieses Werkes anregen. Zu diesem Zwecke werden die Methoden der 
Nomonraphir n.n verschiedenen Beisplelüii, wt li ht' dun h die aus dem t'ninzö- 
sisclifD Originale berübergenomraenen Fi^niivu illustriert suid, für (,jioichuiig«n 
von 2, 3, 4 und mehr Veränderlichen auseinandergesetzt Jksondere üerück- 
siehtigung haben bei den Gleichungen mit 8 und mehr Verttnderlichen die 
alaqtifs d cdignement oder, wie Herr Schilling vorschlagt, koUineureu 
B"'heiit<ifrln gefunden, denn in ihnen liegt der Schwerpunkt der Nomographie. 
Der Hinweis auf VPr*«chiHdfne theoretiRehe Fragen, zu denen die Nomographie 
anregtf bildet den Schluß der Schrift, welche aus einem vom Verf. in der 
Gottinger tfathematischen GessUscbaft gehaltenen Vorfcn^ entstanden ist 
(Auch in dem Artikel flbor mimer/scAM Betkfuen von S. Mehmke in Bd. I, 2 
der Enzyklopädie der math. Wiss., S. 1024 — 1052 findet man die nomo- 
graphischen Methoden besprochen.) 

In Deutschland scheinen dem Ref. die nomographischen Methoden nicht 
ganz den Terdisnten Anklang gefunden zn haben. Yielleioht liegt die Sebnld 
mit daran, daß in dem Werke von 1699 Herr d'Ocagne — im Gegen- 
satz zu seinem ersten Werke — nicht innerhalb der Grenzen geblieben ist, 
in wt'Iolu'Ti seine Metbodi ii wirklich für die Praxis brauchbar sind und mit 
Vorteil ajigtiwendet werden. 

Karlsruhe i. B., März 1904. Kubekt Haus^^nlk. 



J. Lflrotby Vorlesungen. Aber nnmeriadieB Beobnen. Mit 14 Figuren 
im Text 8^ VI und 194 a Leipzig 1900, B. G. Tenbner. 

Das rMrliegende Weric darf zu den erfreulichsten Erecbeinungen auf 
dem Gebiete der mathematischen Literatur in den letzten Jahren gezählt 
werden, und der liofercnt ht'ilinu'it nur. <hiü vcrsrliiedeiie ^vi(^rig(' T^mstiinde 
ihn erst so spUt zu der Besprechung desselben komuiea lassen. Ks kann 
das Ikieh ab ein Zeichen der teilweisen Umkehr angesehen werden, welche 
in der jüngsten Vergangenheit auf dem raathematischen Foradiungs* und Inter- 
essengebiet« in Deutschland einzutreten begonnen hat, und welche neben 
den rein abstrakten Forschnngen auch don anwcndungsfUhigen uml direkt 
nützlichen wieJi-r zu ihrem Kerbte vorhilft. Welcher Mathematiker hätte 
uocb vor eiueni Jahrzehnt oder wenig mehr Fragen des nmu«>riächen Rechnens 
Beaehtnng geschenkt! Nicht ganz mit Unrecht herrschte sogar die Ansieht, 
dafi Mathematiker im allgemeinen scfaledite Hechner seien. 

Wenn sieh jot7t Mathematiker ^vieder auch konkreteren Untersuchungen 
zuzuwenden beginnen, so ist in erster Linie die sehr geringe Ijie!»e, welche 
Seitens der Techniker der Mathematik so häufig entgegengebracht wird, 
Sdinld daiu. Nicht ohne Berechtigung werfen sie jetzt der Mathematik 
vor, daft sie ihnen keine Antwort auf die ihr von der Technik geteilten 
Probleme zu geben vermag; in der Tat, praktischer Anwendung sind die 
meisten der großen und schönen mathematischen Disziplinen, welche vor- 
nehmlich in der zweiten Uülfte des vorigen Jahrhunderts entstanden sind, 
iitir schwer f&hig. Die Antworten, welche die Teduiik Yon der Mathematik 
zu erhalten wünscht, sind nieht Ton der Pittiiaifms*, soodeni von der 
Approiiiiiationsmathematik au erwarten, snmal dieselboi nidit nur in knapper 
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und bequemer Form, sondern aurli mit gfriiif^'om Zeitaufwaiule erhalten 
werden sollen. Um dies zu leiston, luuli aber die Apiiroximatioiisinathcinatik 
in ganz anderem Maße noch ab biiiher bearbeitet und ausgebaut werden; 
jetst liegen nur kleine AnfUnge erst vor. 

Zu den UnterBOchmigen, welche fiir die Praxis von henromgender 
Bedeutung sind, gehören alle über Fragen des numerischen Rechnens, welches 
sowohl drr Präzisions- als der Approxiniationsmathematik zugehört. Dor 
ersteren allerdings nur soweit, als bei dem Bechnen nur ganze Zahlen oder 
endliflhe DeumallttlLehe in Betfadit kommen. Sobald Spber nnoidlielie 
Dennmlbrüdie suftreien, en als gegebne Elemmie, sei es als raehnexischa 
Hil&mittel (Irratidnal/.ablon, Logarithmen, trigonometrische Funktionen n. dgl.), 
so befindet man sich schon im Gebiete der Approximationsmatheniütik I>enn, 
da man beim Rechnen unendliche Dezimalbrüche nicht verweuduu kann, so 
muß man sie durch endliche ersetzen and fttlnrt dann die ganze Rechnung 
tataSchlich nur mit Nlhemngswerten. Ifierdurefa entstehMi aber sofort filr 
jede Rechnung nnd für jedes benntite Hilftmittel eine Reihe der wichtigsten 
Frasjpn: Wie groß ist die mit den gegebenen Hilfsmitteln und in kürzester 
Zeit überhaupt erreichbare (lenauigkeit? Welches sind in gegebenem Falle 
die zulässigen Fehlergrenzen? Auf welche Art gestaltet sich die Rechnung 
am ftbersichtlichstMi und ennöglieht bequeme Kontrollen? Und andere solcher 
Fragen mehr. Nur bei Berücksichtigung aller dttrarttgen Gasichtqiunkte 
ist ein rationelles numerisches Rechneu möglich. 

Dif» pokennzeichnoten Fragen , wie alle Fragen df^r Approximatioiis- 
niaUieiiiatik, erheischen ihre Beantwortung von der reinen abstraktt^u Theuiie 
nnd sind daher geeignet, auf diese tSrdemd nnd anregend surficlcsuwirkan. 
Die Schwierigkeiten, welche sidi dabei hindernd in den Weg stellen, sind 
häutig weit L'r<")üor als die ix i rein abstrakten TTjitei-siichnngen anftretendpn. 
Und deshalb ist es nidit ü]»ena.scliend, unter deu Matbematikeru , welche 
sich niil Fragen des nuraeriächeu Rechnens beschUftigt haben, die be- 
denteadsten — es sei nur an Ganse und Fourier erinnert — zu finden. 

Die vorhandenen Untersuchungen sind aber in den ▼enohiedensten Zeit- 
und gelehrten f^cliriften weit verstrr nf ini l bei dem geringen Interesse, 
weiche^ bisher die meisten Mathematiker ihnen entgegen I trachten, nur wenig 
bekannt. An einer zusammenfassenden Darstellung der wichtigsten Methoden 
und HOfsmittel fftr das numerische Bechnen fehlte es. Diese Lflcke lllllt 
das vorliegende Werk in vorzüglicher Weise aus. Der Herr Verfasser 
heschriiiikt sich in demselben auf die Betrachtung der Mittel zur Erzielung 
grulier iienauigkeit und hat deshalb die mechanischen Vorrichtungen und 
geometrischen Verfahren zur Erleichterung der Rechnung nicht berücksichtigt, 
da sie nur eine Genauigkeit von wen^pen Ziffern zu gewahren imstande sind. 

Allgemeine Bemerkungen fiber das numerische Rechnen leiten in dem 
ersten Kapitel das Werk ein. Es wird zunächst unterschieden zwi.schen 
dem Zahlenrechnen als Kunst und als Wissenschaft. Von der Kunst des 
Zahlenrechnens, welche sich nur zum Teil erlernen läßt und wesentlich von 
dem angebonien Talente, lange Zahlenreihen an behalten, aUdtngig ist, kann 
natfirlieh in dem Buche nicht die Bede sein. Diese Kunst reicht aber 
auch nicht hin, um die sichere und rationelle Ausführung einer Reizung 
zu garantieren; es muß vielmehr die Wisse nseliaft des Zahlenrechnens hin- 
zukommen. Diese hat zu lehren, wie eine Rechnung mit möglichst geringer 
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Arbeit dntchgeftklirt werden kenn, und wie die Versuche, weldie bei den 
meölten indirekten Opentionen (Wunelauaziehen , Auflösen von Oloi- 
chungen, usw.) nStig fallen, zwc(l<inäßi<: t-inzurichtfn oder ilurcli systt'iiiatisrho 
Verfahren zu ersetzen siiul. Für die Durfhtuhrun<: größerer Kechuungen ist 
sogar dh Beachtung von Äußerlichkeiten uiciit unwesentlich; deshalb finden 
»dl am Gnde des ersten Kapitels Batndilige Aber des su Terwendende 
Papier, ül)er die Anstellung von Eontiollent lU>er die Zeit, wihrend welcher 
man eine IJeclinuiig ruhen lassen soll, ehe man sie von neuem riir Kontrolle 
durchrecbii 't , u. «igl. Es darf vielleicht an dieser Stelle daran erinnort 
werden, dati kein Geringerer als Gauii auf die Beobachtung solcher ÄuUer- 
Hdikeiten das' gröfite Gewieht gelegt hat nnd s. B. beim Becbnen die 
Benutzung des Bleistiftes durchaus verwarf, nur die der Tinte gestattete. 

Die folgenden drei Kapitel sind den vier elementaren Operationen der 
Arithmetik gewidmet. Bei der Aihlition, Bubtraktion und Multiplikation 
finden sich die einfachsten Rechenprobt^u angegeben und im Anschlüsse au 
die lebtere die wichtigsten Produkt- und Qnadrattafebif ihre Einricfalangen 
und Benutzung besproefaen. Der weitra Verbreitung, welche in der Ken* 
zeit Rechenmaschinen gefunden haben und welche immer großer werden 
wird, ist durch Vorführung von drei wichtigon Typen Reehming getragen 
Die beiden ersteren, die Leibuiz-Tbomassche und die ältere äoliingscbe 
sind sog; Addilionsniasohinen, wftbreod die Steiger- B gl isc^e, die sieh unter 
der sonderbaren Bezeichnung „IfillionSr^ im Handel bedSndet,' eine sog. Hnlti- 
plikationsmaschine ist. Bei der Division findet man außer der gewOhnlidien 
Methode die geistreiche Foutiersehe Methode der geoninetpn I>ivision ein- 
gebend bespruchen und die Ausführung von Divisionen mit der Rechen- 
maschine gt>7.eigL 

Die Division führt zuerst zu unendlichen Dezimalbrüdien und leitet 

so zu dem Rechnen mit approxiinaliven Werten über, welchem die übrigen 
Kapitel gewidmet sind. Das fünfte Kapitel gibt zuiiiichst die Kegeln lür 
das Rechnen mit solchen ungenauen Werten und die dadurch bedingten 
Fehler (Berechnung von abgekürzte Multiplikation und Division.) 

Die HauptfehlMqnelle bei einer Rechnung aber ist in der Benutzung der 
Tafeln mathemutischer Größen, ohne welche eine giöfiere Beohnong fast nicht 
dnrebnihrbar ist, /u suchen. Von solchen Tafeln kommen in erster Linien 
die der Logaiitbmen uud trigonometrischen l'unktioncn , welche mit 4 bis 
7 Stelleu überall verbreitet äiud, in Betracht; in zweiter Linie die Gaußscheu 
Additions- wid Suhtraktionslogarithmen. Vornehmlich sind hier die Fehler 
untersucht, welche aus der linearen Interpolation entspringen, und ihre Ein- 
flflsso auf logarithniische Rechnungen festgestellt. Die lineare Interpolation 
ist Ifoi Tafeln mit mehr als 7 Stelleu oft nicht mehr statthaft, und mau 
muB dunu auf die höheren Differenzen Kück^icht nehmen (quadratische 
Interpolation). Besondm Beachtung findet hierbei Vegas T^esrnrntt loga- 
rithmofum eomplefuSj welcher durch den Florenzer Neudruck von 1897 wieder 
leicht zuganglich geworden ist. Im letzten der drei den Logarithmen 
gewidmeten Kapitel werden die HilfwmiUel zur Berechnung der Logarith- 
men der Zahlen auf 9, 15, 24 und uiehr Steilen uud der Logarithmen der 
trigonometrischen Funhtionen auf 16 Stellen erörtert 

Für die Berechnung von Quadratwurzeln findet man im vorlettten Kapitel 
das gewöhnliche, das Darbonxsobe und das (auf seiner oben genannten 
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Methode der geordneten Division beruhende) Fourier idie Verfahren angegeben; 

an letctei%s schließt sich das Verfahren defiselben Forschers für die Auf- 
lösung quadi-atischcr Gleichunf»en. X)\c Bf^rc^hnunsf fler Kubikwunsel leitet 
biDÜber 7,u der Anwendung von Logarithmen und Heihen, hei. deiu Ne wtonschen 
Näherungsverfahren, 7.u welchem man bei höheren Wurzelexponenten unbedingt 
seine Zuflucht nehmen mnA. VieUeieht finden bei einer Neuanflage des 
Buches auch die Verfahren BOT Beredinung der Quadrat- und Kubikwursel 
mit Hilfe der Rechenmast hine an dirser Stelle Erwähnung. 

Das letzte Kapitel euthält die Berechnung der Wurzeln der kubischen 
und allgemeinen tiinomischeu Gleichungen nach der Gauttscben und anderen 
NSheningamethoden (Regula fahd, Bubstittttionsmethode, Benutzung von 
logarithmischeu Diifereuzen) , nach denen autJi die komplexen Wuneiln Ter* 
bftltnismäBig leicht vermittelt werden können. 

Dieser kurze Uherblick wird den reichen Inhult des Buches, dessen 
Wert durch i&ahlreiche Literaturuuch weise noch erhüht wird, genügend er- 
kennen lassen. Das Buch, dessen Lektflre nur die Kenntnis der Elemente 
der Analysis und Algebra Toranssetzt, wird nicht nur allen Berufsreclinem 
aiispre'/eirhuet«' i>i*'n«ite leisten, sondern kann auf das wilrmste auch rillen 
Matheniatiklehnru jin lu^heren Lthranstalten eniprobb-ii werden; es wird 
ihnen vielseitige Anregungen bieten, um sich und ihren Schmem den arith- 
metischen Untfltricht in den höheren Khusm «^nmckhafler su gestalten 
und ihn sn vertiefen. 

Karlsruhe i. B., Ittn 1904. Robbrt Havssncb. 



Schenk, Julius, %x. i^ng., Festigkeitsbereohnung größerer Lireh- 
strOBunMoUnen. Mit 45 Figuren im Text und einer Doppeltafel^ 
Leipsig 190B, Verlag von B. O. Teubner. 

Die Schrift ist ön Rechenboispiel für die Anwendung der Gastigliano- 
sehen SSt7e vom Minimum der KorniUnderungsarbeit. TTcrr Schenk scheint 
die Kritik nicht zu kennen, die Herr Weingarten in seiner Besprechung 
der Füpp Ischen Vorlesungen über technische Mechanik an diesen Sätzen 
geflbt hai In der Ton Castigliano gegebenen und von Herrn Schenk 
wiederholten Fassung ist ihre Aussage unbestimmt und kann zu Wider- 
sprüchen und Irrtümern Veranlassung geben. Herr Schenk formuliert die 
Sätze so (S. 1): „Die Formänderungsarbeit, welehe bei Beausprucbung 
eines Körpers geleistet wird, teilweise differenziiert nach einer dieser Krätle, 
gibt die Verschiebui^ des Angriffspunktes dieser Kraft nach ihrer Richtung; 
bei Momenten tritt anstelle der Verschiebung die Drehung des Querschnitts. 
Ist nun die Vorschiebung bekannt (bei den Anwendungen ist dieselbe ge- 
wöhnlich Null), so hat man eine lineare Gleichung, aus der die Kraft| faüs 
dieselbe unbekannt ist, berechnet werden kann.*' 

Nehmen wir nun den einfafifaen Fall eines an zwei Punkten gcstfltzten 
Stabes, der in der Mitte die Last P trftgt. £!, 9 und / seien Elastiatits^ 
modul, Tifl|^eitsmomeDt und Lftnge des Stabes; dann betragt die Fom- 

inderungsarbeit jP-^ ^.^^ und die Dnrchsenkung der Last P erhklt 

r F PI' 

mm richtig mit /> =- w-5 — Wäaä ' Schreibt man aber die Formänderungs- 
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p . 

arbeit als Funktion der Aut'lagerflriicke A = B ~ ^ in den Stützpunkten A^B^ 

so wird die Formändertmgsarljeit F — jr0 2i Differeniialquotient g-^ 

gibt nicht, wie es sein müßte, &ir die Statipunkte die Einsenknng null, 
, , AP PI» 

Der Fall, für den diese Verschiebung gilt, entsteht aas dem vorigen, 
wenn Angriffs- und Stüt/.punkte mit oinandpr vprtaustlit werdf^u; der Stab 
wird dann in der Mitte gehalten, und an den Enden hUn^t je eine Last 1'. 
Die Widersprüche verschwinden, wenn die Kräfte, nach denen die Form- 
IndomagsaHMit düSfemitiiieit wifd, tiatigdt unbestimmt sind tmd eine Ver- 
schiebung gleich ftUÜ kalben, und das sind eben die FlUe, in denen Hflsr 
Schenk den Satz anwendet. Er gibt dem Satz aber eine viel allgemeinere 
Fassung, alü er für seine Rechnungen braucht, und in dieser erweiterten 
Fassung ist der Batz falsch. 

IMe Krifke, die in elfliEtriacfaan MaMhiiwit anftreteD, find squi Teil 
▼on der Formänderung nnabhtogig, wie z. B. das Eigengewidit, sum Teil 
sind es solche, die nur dann eine Biegung bewirken, wenn eine Form- 
änderung sehon vorhanden ist. Die magnetischen Züge rufen keine Durch- 
biegung hervor, solange das Gehäuse genau kreisförmig and konzentrisch 
mm M^pietrad ivt, eine Abweichung hieron rsKiAMAm. die magnetischen 
Zogkrlfte und irscbsen selbst damit, da der Lnftranm Ueiner wiid. Herr 
Schenk behandelt nur die erste Gruppe von Kriften, und die zweite 
ebenso wie die erste, nämlich als unabhängig von der Deformation. Von 
einer „Festxgkeitsberechnung größerer Drehstrommaschinen** muß gefordert 
werden, dafi sie, wie jede wissenschaftliche Arbeit, sich Bechenschaft gibt 
Uber dto begangenen VematAdllssigungea* Der Konstnikteor wird in dem 
Bache nicht einmal Aber die eigentümliche Wirkungsweise dieser Krlfte 
unterrichtet nn<] lernt nnr einen Teil der wirklieben Aufgabe kennen. 
Sekundäre EiutiuÜe dagegen, wie Formänderungen durch Normalspannungen, 
werden in einer Ausführlichkeit behandelt, die otfeubar die unbestrittene 
pfakUsehe Vielseitigkeit der Gastiglianoseben Sitae unter den mrtUinten 
£inschr&nkangen beweisen soll. Für Kräfte, die von der Deforaiatioii selbst 
abhängig sind, gelten diese Sätze freilich nicht mehr. 

Es wSre für Herrn Schenk sicher eine lohnende AufL-^abp fx'^'.vcsen, 
die Vorarbeiten nach der dynamischen Seite des Problems hin auä;£ubauen, 
wofür eben nur die Grondgleiehnngen ohne LSaung aufj^esteUt sind. SSne 
solche Arbeit iribre das Gegenstück zu den zahlreichen Untersuchungen Uber 
die Schwingungen eines Trägers mit bewegter Last im Brückenbau. LSuft 
das Magnetrad exzentrisch oder schwingt es, so gerät auch dan Of bäuse in 
Schwingungen, und die magnetischen Züge verstärken jede Delormation. 
bt die Tooreuxahl der Masehine teilbar duick ihre elastiache Eigen- 
stdnringnngszahl, so werden die dynamischen Beanspruchnngen und Defor- 
mationen sehr grofib Fflr eine solche AnJ&ssang des Problems ist kein 
Fingerzeig gegeben. 

Was an der Arbeit des Studiums wert ist, sind interessante Einzel- 
bsitsn; die Untenmciraageii -Uber das Vagnetrad sind Imneidiend ToUstBndig 
xuammengestdlft; die EnnitUnng dnr statisch unbestiuiiutiii Eiu^annungs- 
BODiente, Sdinbkrilfte und Züge in den Spannstaagen nach ein und der- 

AnUr Sm Mrthwtlfc ud tt^ük. HL SMhm. IX. 1% 
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Mlben aUgemeinen Bechen vorscbrift ist elegant durchgeführt, und die Be> 

merkungen über den EinÜuß verschied*" nor Aufla^nrhedingiingon für das 
Gehäuse treffen zu. Aber als eine „Pestigkeitsht rPi hnuiij; gWißerer Dreh- 
strommaschinen'* mit der Yollstftndigkeit, die das Problem verlangt, können 
wir die Schrift niebt beseichiMii. 

BerUn. H. Iiisrannf ahn. 



Kleiber, J., Lehrbucli der Physik für hxunauistUohe Gymnasien, 1 
2. Auflage. 319 8. Mit 392 Figurem und laUreicben Hu8teib«i(piel«n 
und Obnngmufgaben. ICflneben v. Bwlin 1903, B. Oldenbenrg. Mk. 3. 

Die Kleiber sdien Lehrbücher haben mit Recht große Auerkenuung 
gefunden, was daraus! horvorgpht. daß auch das vorliegende Buch schon 
nach 2 Jahren einer Neuauflage bedurfte. Es sind besonders zwei Umstände, 
welche diese Anerkennung veranlaßt haben: erstens die knappe und meistens 
klare Daistellnng und Ansdmeksweise neben der durch die Art dea DtocIms 
hervorgebrachten Obersiohtliehkeit; aweiteot die Elazheit der Figuren, bei 
denen das Wesentliche in meistens recht guter Fonn luTvorgehoben ist. 
Bei der voraussichtlich auch ferneren weiten Vfrbreituug der Lehrbücher 
erscheint es aber um so mehr geboten, auch auf einige Fehler und 
Scbwichen hinxnweiBen, die bei einer weiteren Auflage Tetmieden oder 
doch gemildert werden können. 

S. 1: ,J)ie Mpngo dos Stoffes" nennt man „Masse" ist eine Definition, 
bei der der Schüler sich uichts denken kann. S. 2: Die Einführung des 
Äthers ist an dieser Stelle mindestens überflüssig. §§ 2 u. 3 könnten ohne 
Schaden fSr das Buch TOUig fehlen. Die hier gebotene Moleknlarlheorie, 
in welche eiiii<^n' chemische Formeln los^ eingeflochten sind, entbehrt der 
sonst ticin Ihichc rngfintf^mlicbcn Klarheit. T)vt „ünterschied zwischnn 
Chemie xind Physik'' ist eins von den Kapiteln, das sicli sfit Generationen 
durch faüt alle i'h^sikbiicher hindurchüchleppt zum Verdruß de^ unter- 
richtenden Lehrers, des nntenrichteten BehOlers nnd — vieUacht auch des 
Verfassers, (iedient ist niemandem damit. Wenn S. 12 spezifisches Gewicht 
als das „Gewicht der Volumeneinheit" definiert ist, so ist es falsch, auf 
S 1 r> zu sa^on: „das spezifische Gewicht ist eine itnhmannte Zahl". 8. 15: 
in Autg. G iät der au» dem eingedamplleu Meerwasi>er erzeugte Salzrüukstand 
ans dem auf der TOrheigehenden Sinte angegebenen spezifischen Gewidii 
des Meerwassei^ berechnet; das ist fklsch. Wenn S. 24 definiert ist: „der 
Schwerpunkt ist jener Punkt, in dem man sich das Gewicht eines Köqjers 
vereinij^'t denken kann", so denkt sich der Schüler günstigsten Falles nichts 
dabei. Wenn aber S. 25 „der Schwerpunkt sozusagen der allein schwere 
Punkt des Körpers ist", so wird gewifi jeder Schttler eine Ihlsehe Vor- 
Stellung TOm Schwerpunkt)' bekommen. S. 44, Fig. 64 ist die sehmflckende 
Kulisse von Baum imd Wolken bei der schiefen Ebene völlig unmotiviert; 
ebenso, wie S. G6, Fig. Baum nnd Haus besser fehlen sollten, denn 
ein richtiges Bild der (irötlenverhältuis.se wird hierdurch nicht erreicht. 
8. 83, tHg. 119 n. 131 verflihrt den Schfiler, abgesehen von den gana 
nnnatflrliohen GröfienverhAltnissen /.u der falschen Vorstellung einer bestinunt 
abgegrenzten Atniosphilre. Wenn aber S. 84 bei der Hai lotschen Wind- 
regel gesagt wird, daß beim Maximum ein »nach außen dringender, also 
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die Wolken ceiteilender Luftetrom** und beim Minünum ein „nftch ümen 
dringender, also die Wolken verdichtender Luftsfarom^ heamdiif so ranft ein 

Meteorologe hierbei mit Recht bedenklich den Kopf ob unserer Schulpliysik 
s.'tiiittpln. S. 129: Die in Fig. 159 abgebildete Dampfmaschine läuft 
überhaupt nicht, denn der Exzenter muß gegen die Korbel der Pleuelstange 
mn nniiSbemd 90^ Terdrobi sein, wenn dio Muebine in G«ng kommen boU. 
Hier betrlgt alior der Winkel 180*. Bei dar nbgobadeten Maacbine bleibt 
der Kolben unfehlbar in der Ißtte des Zyliudors stoben. S. 130: Bei ößt 
Lokomotive tritt moht nur das „mächtige Httderpaar'\ sondern die ganse 
Masse des Eisen bahmuges an die Stelle des Schwungrades. S. 132: In 
dem Beispiele findet sioh ein sinnentstellender Druckfehler, denn die aus- 
gweebnete Maacbine «beitet niebt mit 16, sonden mit 6 AimoBpbiren 
BftnqifArack. S. 153, Fig. 188 gibt dnrcb die nnnatürlioh«i GxOBenverbSltdaie 
der zu sehr schematisierten Fi^nir ein ganz falsches Bild vom Ran des 
Ohres. S. 155, § 69: Das „Wesen des Lichts" gehört nicht au den An- 
fang der Optik, auch nicht bei einem systematischen Buche. S. 165, 
Fig. 304, T«xt: Bei paralleler Lage der beiden Spiegel T xmA 8 eines 
Bpiegelsextanten sieht man das Gestirn nidii „doppelt*^, vielmehr benutzt 
man das einfache Bild dos Gestirns 7,um Justieren der beiden Spiegel in 
die parallele Lage. S. 17(5, Fig. 225: Dio landschatllicho Ausgestaltung 
des Bildes hat den Verfasser zu ganz unnatürlichen Größenverhältnissea 
Terleitei 8. 178, Fig. 236: Die Linie Z ist flberflflssig nnd dem Texte 
entsprochond falsch, da Sonnenlicht verwandt werden soll. S. 192, Fig. 244: 
Die Beleuchtungslinse im Projelctionsapparat macht die Stralileu nicht 
parnUel (wie auch flllschlich im Text angegeben), sondern sie sammelt die 
Lichtstrahlen nach dar Mitte des Projektionskopfe^ hin. S 195 — 198: 
Bei einem Fenirobr treten die Liditatrablen ans dem Okular niebt divergent, 
sondern parallel aus. es entsteht also gar kein virtuelles Bild. (NB. dieser 
Fehler findet .sich bei der größten Zahl der gebrüuchli(-hen Schulbücher für 
Phy«?ik). 8. 206: Die elektrische La<1':ni:spinheit wird mit Hilf© der Kraft 
eines Dyn erklärt; leider ist dieser ivralibegriff aber früher noch gamicht 
eingefttbrt Die S. 209 angegebene ErklKrung des Begriffes nVolt" ist wobl 
kaum aasreichend, besonders nicht, um hieraus noch andere Bi^riffe, wie 
Kapazität her/uleiten. Das Wort „Coulonili KTpazitiit" ist ungebräuchlich 
und auch nicht ohne weiteres verständlich. S. 2i;5: Die am Schlüsse der 
Seite angegebene Formel für die Dielektrizitätskonstante ist durch mehrere 
DmiAfelüer eotstelli Es mnß heifien wd/(d — fy Aucb der Eigumame 
im Text und in der Figur des Bucbes ist durah einen Ihuokfehler entstellt 
S. 218: Die noch völlig unerklärte Wimshurstmaschine gehurt weder in 
ein Schulbuch, noch in ein Schulkabinet; auch die im vorliegenden Buche 
gegebene schematische Erklärung löst die Bätsei der Maschine nicht 
8. 233, Fig. 289; Abgesehen von den völlig unnat&rlichen 6r6fien- 
Terblltmasen ist die Darrtellung des BÜfases durdi ZieksackUnie, sowie 
dio Bezeichnung der Blitzbahn als Zickzack im Texte eines Pbjsikbacbes 
auf das schärfste ?.n vemrtoilen. Es ist schon schlimm genug, daß auf 
einem modernen küustlorischen Wandbilde für Schulen der Zickzackblitz 
nocb immer gezeicbnet wird. 8. 340 wird die cbemiscbe Wirkung des 
eldrtrisdien Stromes ricbtig angegeben. Trotsdem wird lei^ auf 8. 341 
wieder die Zerlegung des Wassers in einem langen Kapitel bebandelt. 

18* 
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Wanun niciit konseqtunt richtig? S. 265, Fig. 350: Die schon bei anderen 
Figuren gerügten unnatürlichen Größonverhaltniss<> liabtu hier zu der 
Zeichnung einer Induktinns.spiilo von 150 cra Läng»' geführt, wenn mau 
den Maßstab des beigezeichneten Knaben anlegt War der Junge nötig V 
Auch 8. 274, Fig. 868 seichnet sicli durch VernaohllSBigung jeglicher 
richtigen GrflBenbeziehung zwischen Dampfmaschine, Dynamomaschine und 
Landschaft aus. Dieselbe Bemerkung gilt für Fig. 371, S. 281; denn wenn 
sich die Figur auf den danebenstehenden Text bi ziebt, müßte das übrigens 
völlig überÜüssige Haus bei einer Geschwindigkeit der Kanonenkugel von 
nur 400 m mindestena 800 m hoch sein. 8. 281 iBudet sich bei dtta Bm- 
apiol Aber den Eiaenbahnang ein ainnentafcellender Dmekfebler; es kommt 
der Zug nach 10 Minuten (nie hl Sekunden) zur Ruhe, wenn der Rest des 
Beispieles stimmen soll. S. Anfg. 9 ist «lio Angabe der Fallhöhe 

überflüssig. S. 287: Bei der Fallmaschiue darf mau das Trägheitsmoment 
der Bolle nicht mit Stillschweigen flbcrgehn, wenn man seine Versuche den 
SchtUeni gsgenüber nicht fUachen wiU. 8. 296, Fig. 883: Bei der durch 
die Figur daigestellten Neigung des Pferdes müßt« dasselbe eine Geschwindig- 
keit von (•;( 1.')ni 'sek haben, während es dem Texte nach nur 6 m/sek 
Cteüchwindigkeit haben soll. Auch hier wäre ein Festhalten der richtigen 
Größenverhältnisse wünschenswert gewesen. 

Wenn trots der in den Torliegmiden Zeilen gerOgtea Hiagel und 
Fehler das Kl r Iber sehe Buch angelegentlichst empfohlen werden kann, SO 
mflge das ein Zeichen dafür sein, daß die schon im Eingange hervorgehobenen 
Vorzüge des Buc hes dasselbe vor vielen anderen Schulbüchern der Physik 
sehr wesentlich auszeichnen. 

Hamburg. £. Grimscul. 



Aatronomiaoher Kalender fOr 1S04, herausgegeben t. d. k. k. Sternwarte. 
Wien, Karl Geralds Sohn. 141 8. u. 12 Blätter Ar Notizen. IV. 2,40 M. 

Das Bflcblein ist für den Laien bestimmt. Es enthält nach einer 
ansführlii'^u-n rJcnealogic einige gpsef /liehe Bestimmungen und Tarife für 
den Verkilir und eine Anleitung zum Gebrauch des Buchfs. Ais bezeichnend 
für die große Mannigfaltigkeit der religiösen Bekenntnisse in Österreich folgt 
dn Kaloidarium ftr Katholik«!, Protestanten, Ghiechen, Juden und Tüik«i. 
Zu jedem Tage sind noch Rektaszension und Deklination der Sonne auf- 
geführt. Dann kommt eine Angabo der Ilimmelserscheinungen Im laufenden 
Jahr uu<i ein Verzeichnis der Sterne bis zur vierten Größe und ihrer Stand- 
orte. Ein Anhang bespricht veriinderlicbe Sterne, Nebelflecken, Kometen usw. 
Zwei populXre Abhandlungen Aber die HeUigkeiten T<m Nebeifleoken imd 
fiber neue Planeten und Kometen schließen den Kalender. Jemand, der sich 
für Himmelskunde interessiert und vielleicht ein kleines Fenirohr besitst, 
wird in dem Kalender Anregung zu Beobachtungen finden. 

Dortmund. H. Küune. 
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L Aulg^aben und Lehrsätze. Lösun^eiu 

Am AaUpilMB vb4 LelunltM. 

Man dreht dio Kurve, deren Gleichung jr* — ax' -f ay' = 0 ist, 
}\m i^if r-Achse dfs n'chhvinklif^oii Koonlinatengjatems, 80 daß ihre Schlurf« 
pinpu l>r«>hiingskürpt'r erzeugt. Es ist riai hzuweisen, daß der gröÜte in diesen 

Körper ^'estcllte gerade Zylinder die Höhe ^aY'S (]/? — l) hat. 

Breslau. O. Gütscue. 



129, Die allgemeine Parabel y ■■^'a,«* Ut in dem Falle » — 2 ein 

0 

Kegelschnitt, mitliin das Er/,eugnis projektiver Strahlenbüschel. Wio folgen 
die beiden Trilger diesor Büschel xind die erfnrdf^rlichea drei Paare ent- 
sprechender Strahlen aus den cegebeuen drei Funkten 

4. = 0, = 

und den bddea «beolttten Fttukten 

jf-0, «-±1 

durcb lineare Koufamktion? 

HolzmiDden. G. Kobbe. 



B. Lösnofen. 

7 I 101 (Bd. VII, 262) (L. Saals( hfltz). — Außer in Wertheims 
.,Zahlen|phrp'^ B. 348 (nicht 350, wie in lid. Vlll, 331 irrtöinlich steht) 
i.st der Satz, um den es sich handelt, auch in Wehers und Wellsteins 
Enzyklopädie der Elemmtarmaihematik Bd. I, 8. 335—236, bewiesen. Zur Zeit 
ihr Al)fassung der Lösung war mir diese Litemtnr nocli nicht bekannt; 
andemfallg hätte ich darauf hingewiesen. 

Potsdam, 6. M&rz 1906. ^_ Otto Hbksiibr. 

Zu 102 (Bd. VII, 314) (Paul Stäckel). Gepchen ein Rahieck mtd 

du Punhi auf ff^'hfrm UmfanffC. Man ziehe ron (hm Punkte aus eine he- 
lifhige Gerade, errichte auf iiir da, wo sie den Umfang des Ihihteds zum 
sweiietmale trifft, die Senkrechte, verfaJire mit dieser ebenso u.s.f. W ie muß 
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man den Punkt und die G trade tcülilm, um nach einer cndlklicn Anzahl von 
KoHsirvktioHe» wieder tum AugffOiHffspunkte mtrüchsiUmimm? 

1« Di« IftDgwe Seit» des Rechtecks heiße </, die kürzere b. Der FftU 
des Quadrates, a — h. wird besonders beliandt'lt werden. Uiibpschadot der 
Allgemeinheit kaun d<'r Ans£fanpsptinkt A auf der langoivn l^oitt' dt s bei- 
stehend gezeichneten Kechtecks A^A^A^A^y der Punkt ii, iu dem die Ge- 
i«de den ümfang des Beditecks vtuaa. zweitemuale trifft, auf der benach« 
barteo kürzeren Seite angeDommeii werden. 

Nun kann leicht gezeigt worden, daß i1i<> Fuljje der «leradiMi AB, 
BC, . . . jede der ktir/cren Seiten nur r'ninnd tri'fieu kann, falls, wie in der 
Aufgabe verlangt, der Punkt A nach einer endlichen Anzahl von Kon- 
struktionen wieder erreicht werden soll. Angenommen lUbuUcli, die Folge 
der Geraden treffe s. B. die Seite A^A^ noch ein zweiteemal, in eo mu0 
die Gerade TQy welche die Seiten A^A^ und A^A^ trifft, entweder inner- 
halb des Dreiecks ABA^ lie^ren oder außerhalb; sie liege, wie in der Figur, 
innerhalb von ÄBA^. Daun filllt auch die nächste Gerade I'U, die A^A^ 
und AfÄ^ Terbindet, tn das Dreieck KLÄ^'^ mit L od«* K kann weder T 
noch U ansammenfUlen, da ja ST-^ UV^ HK + LM. Wegen des 
Parallelismus entsprechender Geraden kann nun auch die nächste Gerade, 
die wieder A^A^ und A^A^ tnfft. weder mit PQ noeh mit AB zussammen- 
f allen {dua letztere ergibt sich aus den obigen Überlegungen, wenn man 
sich die Folge der Geraden ... BCf AB tlbar A hinaus foftgesetat denkt). 
Versteht man also unter PQ diigenige Gerade der Folge, die als awette die 
Seite A^A^ trifft, ^io ist PQ AB oder P =^ A eine notwendige Bedingung 
dafOr, daß die Anzahl der Lote endlich ist. Ein Ansnahmefall , daß nftm- 
lich eine der Geraden in einen Endpunkt fällt, wird nachher besprochen 
werden. 

--\ 

*2. <r BAA^ werde mit « bezeichnet, ferner AA^ — a^^^ A^B = b^y 
BA^^ CA^ a,j gesetzt. Weiter soll KA^ (v = 1 oder 4) = ge- 




setzt werden, wobei unter JT dar Ptokt Teratandea ist, von dem ausgehend 
die nftdistc Gerade KL der Fol^e die dritte Rechtecksseite trifft. Es sei 
etwa V — t, dann werde A^Jj =^ ^'^j, LA^^ = gesetzt (für v 1 um- 
gekehrt), ferner .^,3£ = Oj^ und PA^ = ajj, wobei wie vorhin P der Punkt 
ist, von dem ausgehend die Gerade PQ die kürzere Seite A^A^ trifft Nach 
Nr. I mu6 dann an — aj, sein. 

Zunldist weide der Fall y » 4 behandelt, d. h. es soll, wie in der 
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Figur, K auf A^A^ liegen. Dann ist 6|| — aj, taa » 5 — du tan 
— l^tana — Oigtan'^ nnd 

rt^ o — 0,1 — (oot « + tan o) , 

wo i. eine ganze Zahl (in der Figur z. B. ^ l) ist, die auch 0 sein kann; 
es wird narhhor gi^nauer auf die Bedeutung von k einzugehen sein. Weiter 
ist ^ = «si tttn u, ^t%^ ^ ~ ^ii *'3i ~ ^ " ~ ^hi ^'^'^ 

(%f ") «if " fl — — A6 (cot a + tan a) , 

also 

^ + tan V) - (i + 1)^(1 + tan'a) tan« - + ton 'a) cot a 

+ Oll tan^a. 

Ordnet man diese Gleichungen nach Potenzen von tan a = x und divi- 
diert mit der stets ytm 0 venchiedenen GrOBe (1 4* tan'«t), so erhftlt sie 
die Form 

(1) a,,«* — (A + l)&ir' + (a — Ai» = 0. 

Ut nun «Tu gegeben, u gesucht, so kann man folgendes bemerken.*^) 
Eine kubische Gleichung mit reellen KoefBsienten hat eine oder drei reelle 
Wurzeln. Da hier, wie die Ausführung einer etwas umständlichen Rechnung 
ergibt, dio Diskriminantf positiv ist, so hat dir Ol.ulmng nur eine reelle 
Wurzel. D'K'it erhält umn nur im Falle einer pusütum Wurzel eine wirk- 
liche Ldsung der Aufgabe, da der ganzen Herleitung nach « ein Winkel 

zwischen 0 und * ist. 

Ist tt gegeben, so erhält man für die lineare Gleichung 

ein braucfabarer Wert tod «h muA > 0 sein. Hier spielt nun der Wert 

von 1 eine Rolle. 1 ist eine ganze Zahl; innerhalb des Intervalls 0 • • • |^^J 

kann sie wiUkflrlidi angenommen werden. (Dabei bedeutet [n] das gröHte 
Ganse ^ ».) 

Im Falle x= 1, «= Ah^, wird der Nenner der rechten Seite der 
letzten Gleichnng null, also muü es auch der Zähler werden; d. h. der 
Fall cc = 45° erfordert, daß a ein ungerades Vielfaches von h ist In diesem 
Falle giht es dann nnendlidi viele Losungen. 

1) Fflr 1 — 0 erhält man die quadradsi hc Gleichung a,,a;* — hx -\- a — a,, = 0; 
diefle (ileicbung er^bt Bich auch aus der (entaprechend vereinfacht zu denkenden) 
Figur bei Betrachtung der UmHchen Dreiecke AAgB und CA^ D aus Pcoportionalitftt 
der Seiten; sie hat die Lflenngen 

« = tsn« — (6 ± YicHÄa^^ - «) + p) hsw. ' 

X ist nur leeU, falls -|- > als dM geometrische Mitlei von o,, und «•^n,, ; Oi, muB 
> 0 Mdn, um einen bcanchbaren Wert su ergeben. (Znsats vom 2S. Hai 1906.) 
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^. Es bleibt jetzt der Fall zu antersucbeo, dail M auf AiA^ liegt 
Dana wud « _ -|- l)5(e©t« -f. tftDa) + twiV. 

Nun aber wird, abweichend vom vorigen Falle, h^^ <^ oota, &^ ( _ cot a, 
a^i « 6 cot« — cot 'ff nnd 

(«3, =») a„ »— a — ag, — AI» (cota + tan «) — b tan «. 

d. b. 

o,, « — (AH- l)6(cot« + tan«) + acot'a —(A -f- l)6(coUf -ftan«)eot*« + o,, ; 

somit füllt (t^^ heraus, uud man erhält tür x ^ tan a die quadratische 
Gleiehnng 

W ^ + i = (1+1)6- 

Damit dio Wnridn reell seien, mnß tt > 2(A + 1)5, A ^ {j^b\ ~ ^ 
diesem Frille sind beide Wuneln positiv; die entspredienden Winkel sind « 
und * — «. Solcher Werte gibt es [r^Ji da ja A anch ««0 sein kann.') 

4. Es kaun auch der Fall eiutreten, daß eiiie Gerade der Folge eiueu 
Eckpunkt des Rechtecks trifft; in diesem Falle hat man anch eine LSsong 
dar An^be; uian muß sich, wie aus einer elementaren Grenzbetrachtang 
hm-vorgeht, die Rfihe der Cpraden dann noch einmal, aber im entgegen- 
gesetzten Sinne dun hlaufen, denken. 

Wie sich die Verhältnisse gestalten, wenn man statt eines Punktes in 
der Lage von A einen andern (B, C, . . .) zum Ausgangspunkte wfthlt, ist 
leicht einzusehen. 

5. Ln Falle des Quadrates ist a = h. Aus Nr. 1 gebt hervor, dafi (den 
Fall, (3aß eine der Geraden eine Ecke trifft, ausgeschlossen) der Linienziip 
ans 4 Geraden bestehen mu£. BebAlt man die früheren für das Ii«ehteck 
eingefohrten Besmchnnngen bei nnd setzt d » a, so wird 

*it — « — - a« — «if«*, ff« — «(1 — «) + «M«*» *h a{^ — x*) 

+ <»it**j — X ■\- — a,jx', a^y = a(a; — ar + o^) — ag,«* und 

(du ••) — a(l — a; + ar' — a;') -f a^^x^ oder 

(3) «„(«* - 1) - a(«» + 1). 

Für « *» 1 werden beide Seiten = 0; die Gleiehnng hat, wie geo- 
metrisch evident, im FUle «=45" unendlich viele Lösungen \h ist ein 
ungerades Vielfaehes von a, namlich 1 • O, vergl. Nr. 2J. Für af+l kann 
durch iC* — 1 dividiert werden: 

o (X— 1) ^ ic* — a:« — x+r 

Ist nun ffjj gegeben, so stpht links ein echter Bnieh; al<;o muß 
jjS — — Ä+l^aj^-^-l oder ./ * > 2 4" 1 » sein, wo | die zwischen 

2 nnd 8 liegende Wnnel der Gleichung 7^ — 2je*— 1 — 0 bedeutet, damit 
anch die redite Seite der Gleichung < 1 ist fis gibt also stets noch «nen 
zweiten Winkel er > 45** (bei gegebeoem o,,), ^ den die Aufgabe lIJsbar 
ist. Ist X gegeben, so ist die Aufgabe nur, dann aber auch immer und 
eindeutig lösbar, falls x > £ ist 
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Es giM nan nodl emt JBeft« von Lfltungon, bei denen eine Gwade 
der Folge einen E^pankt trilft Das gilt, wie Mbon bemerkt, auch fBr 
ein beliebiges Becbte^. Eier loll dieier SonderfkU noeb etwas nlber be- 

traehtft werdpn. 

£s sei Ojj gegeben {=' AA^ auf A^A^)^ dann liefert die positive 
Wurzel jeder der Gleichungen: 

(4) Oj, = tt — + X« q= • • • 4- r") , i - 0 oder 1 , 

pino Lösung der Aufgabe, ho\ rior der Liiii^m/up in einer Quadrat«cke 
endipt, und zwar ist x = oot u zu setzen. Für « -= 0 i. B ist schon die 
Gerade AB von der genannten Art: es ist B A^. Für n — 1 ist 
ni w. 

Ist nmgekehrt a gegeben, so muß «r > 45", je, bier «« eot« genommen, 
also < 1 sein; dann hat man hdiebuf viele Lösungen der Anfpabe, da n 
willkürlic)) c ewHhlt werden kann; f&r ein bestimmtes *• 0) aber gibt es 
nur eine Losung. 

Daß bier immer die Bedingung a > 45* vorkemmt, liegt daran, daB 
bei der Anftananderfiilge der Lote stets ein beetuninter Sinn (entsprsdiend 

der Drehung des Uhrzeigers) gewählt worden ist. 

f>. Mnn kani) also die in der Aufgabe gestellte Fhige etwa folgender- 
maüeu beantworten: 

I- gegeben y a gesucht Es gibt stets „uneigentliche^* Lösungen, 
bei denen eine Oerade d«r Folge Ton Loten eme Eeke des Rechteeks triflt; 
sieht man hierTon ab^ so erhilt man dne kubische Gleichung Ar tan«, in 

der noeb eine willkflriiebe Zahl A^O ^ Ü ^ ^^^^^^ 

Gleichung eine positiTe rselle Wunel (Ar ein bestimmtes A), so lIBt die 
Aul^be eine L(tenng sn; die Aniahl der Lote ist (1 + 1)4. Ist a ein un- 
gerades Vielfaches von 5, so ist a = 45** zu nehmen. 

II. « (fc/ffhefi, (jrsHchi. Man erhalt für eine lineare Gleichung, 
also eine Lösung der Autgabe, falls die Wurzel positiv ist. Für u =■ 45*, 
a»(2y + !)£', kann u^<^ jeden Wert zwischen 0 und a annehmen, all- 
gemeiner Ar 

tan« + cot« O^A^[;j-l. 

Bodlicb erbftlt man dadurch noch beliebig viele Lösungen, daB man 
von einem Endpunkte dos Rechtecks aus nntfr dem Winkel « eine Linie 
zieht und sie zur ersten der Folge von Loten [AB^ BC^ . . .) macht (un- 
eigentliche Lösungea). 

Potidam, am 8. Mir« 1906. Cito HniasimR. 



Zu 108 (Bd. vm, S. 173) (W. Franz Meyer). Die in 9,95 gegebene 
Behandlung der Aufgabe ist nidit richtig, denn aus (ap)* = 1 (mod^J folgt 

nicht 1> ^ richtige Lflanng ist folgende: 



9 

Es ist 



Q(modg), 
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also 



d. h. 



und da 



ist, so folgt 



M also 1) g — 4ifc + 1 1 80 ist 
Ist 2) 9 - 4Ai + 3, 80 ist 

Durch Vertaiiscbung toh p mit q und a mit 5 erbllt man die entsprechenden 
Werte von {^^. 

Straübuig i./E. V. Ei sjein. 



Zu lU (Bd. VIII, S. 2r,2) (L. Saalsrliütz). - Für dio Aufgabe: 
„Es sind zwei ganze, ganzzahligc Funktionen von x, die eine vom 
ersten, die andere f^{x) vom zweiten Grade vorgelegt; man soll angeben, 
wie rieh erkennen lR0t, oh es ganzzahlige (positive oder negative) Werte 
von X gibt, fOr welche f^i^x) in f^ix) aitfgeht, und an einem passend ge- 
wählten Beispiel die gefundene Methode veranschaulichen,*' finde ich folgende 
eleni'Mit-aro Ldsung. Es würde mich wundem^ wenn sie noch nicht be- 
kannt wäre. 

Die vorgelegten Fonktionen seiem 

/tW «i + ftip^) = öf + *i* + 

Vorderhand wollen wir annehmen, daß a, und 6j keinen gemeinsamen 
Teiler haben. Dann dürfen wir f^ix) mit h\ multiplizierpn, weil, wenn h\f^{aij 
durch teilbar ist, gewiß auch f\(x) durt li /*,f.r) teilbar ist; 

Nun ist: f^{jt) — a, . 

Wenn wir dies in die Gleichung fOr h\f^{x) einsetieiii erhalten wir: 
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Es wird »Uo hlf^ix), und f^{x) selbst, dann durch /"{(x) teilbur sein, 
wenn der Anadnick „ 

welcher dif Rosiiltanto von /*,fx) und ist, durch ' ) trilhar ist. J^der 
Teiler t von Ii gibt nun, wenn wir ihn mit f^(^x) identiKzieren, Anlaß %u 
einer Gleichung von der Form o, -f 

Von derftrtigen Gleidinngea sind dann die branehbar, welche für x 
ganzzaUige Werte liefefs. 

Beispi«!: 

f\(x) - i + 3x, — — 7 + 5x -f 2x'. 

£6 ist if =. - '.II. Die Teiler von Ii sind: / = ± 1, ±7, + VA, ± Ol. 
Von den acht Gleichungen i -\- 3x — t sind folgende vier brauchbar: 

»oj + 4 = + 1 .1^ - 1 II fti- 1) - 10 I /;( - 1) 1 



= 4- I 

- + 18 

- + 91 



«-+ 1 1)- 0 

«- + 29 !i/i(+29)- 1820 



/;(+ 3) -13 

/i(+2«)-91. 



Haben aj und &| ein gröBt«« gemeinsames Ma6 m, so daB wir schreiben 
können. ^^^^^ ^ ^ ^ ^^^^ ^ ^^^^^^ 

80 lösen wir das Problem in der angegehenen Weise für die beiden Funk- 
tionen fjx) und <Pi(x) und erhalten dadurch alle ganz/ahligcn Werte von 

welche die Gleichang 3 für ganzsahUge g erfttlien. Von diesen 

Werten Ton x sind aber nur jene braudibar, welche q dnrch m teilbar 
machen. Henn es ist: ^ , . 

q soll ja ganssablig werden. 

Beispiel: 

f^{x) — — 54 + 45« -= y(- 6 + bx), f^x) — 3 — 8x + 17jc*. 
Es iet also: 

m =- 9 und (p^{x) — 6 + 6x. 

Die Resultante B von ^(«) und 9|(jr) ist i2 — 447, und ihre Teiler sind: 

<-"±l. ±3| ±149, ±447. 

Von den acht daangdidrigen Gleichungen liefern cUe folgenden zwei 
sonichst gannahlige Werte fBr xi 

-6 + 5X-.- 1 lfj/i(l)«- 12]i^,(l)--l 

- + 149 « - 31 ,1 /; (31) — 16092 i tp, (31) — 149. 

Im ersterea Falle ist g = — 12 und im zweiten 3 = + 108. Da nun 
q duvdi Hl — 9 teilbar sein toll, lo ist nur der «weite Wort fBr unsere 
Att%abe bimnohbar: x ^ 31. 

Ist 72 0, so ist ÜBr jeden Wert von « durob fi^x)^ resp. <jP|(x), teilbar. 

Aussig. A. Kbqg. 
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Zu 115 iBd. VIII, 2(52) ( L. Saalschütz). — Gegehm sind nrn 
ganzf ganzzalilige Fttnktiove» von .r. (.r) t fnn ernten, f^ix) mm ztrcilon (rrade; 
woran läßt si' h erketmen^ ob gantzaitlige Werte vm x gibt, die die Kon- 
gruenz _ 0 (mod. /\) befriedigen, md wMt» 8M dkft Werte? 

1. Es werde geselaet f^{x) ~ + m, f^{st) — + 6« -f Haben 
/") iiDd einen gemeinsamen Teiler nullten Grades, so kann man diesen 
einfach foHlaf?sen, Haben sie einen Teiler ersten Gradrs, + /?, gemein- 
sam, und ist etwa /*, (x) : («x + jS") = Z^, ff{x) : {ux + fJ) «liS? + 6^, so ist 
die Kongruenz a^x b^ iez ü (mod./|) zu lÄgen; diese lineare Koogrneni hat 
im Falle, da0 tind Og teilwfirenid sind, steta eine LOeung; im flbrigeD 
liraiiclit, da eine mm « unabhSngige Konctant« ist, hier nicht nfther 
darauf eingepanpen zn werden. 

2, Setzt man Ix -\- m = Xy, so wird 

(1) iVs W - + {bl - 2om) oTj + cl* — bml + am* ; 

soll also — ^(«) in /^(«) aufgeben, so ist dam sicher mtwrn^ 

(8) d ci' — bml + am* 0 (mod. j-,) . 

Nun ist d eine ganz bestimmte, von r unaV'bHnpige Za/t/; der Fall 
d -= 0 ist schon im § 1 erledigt. Bezeichnet man also irgend einen — 
echten odor unechten — Teiler von d mit d, so muß — fd; + »• — d 
sein, damit /| in /| aufgehe; ist also 6 — m nicht dnreh l teilbar, so ^bt 
es keinen ganzzabligen Wert der die Kongmens f^(x)sO (mod. f\) be- 
friedigt; ist aber d — m durch { teilbar, etwa — |<, so befriedigen | — — ^ 

und = — ^ j die Kongruenz ^'/'^(x) f= 0 (mod. /*,). 

Ji. Durch Hotracbtung von l'/'^lx) statt /^(a'j kann man unter Um- 
ständen fremde Lösungen erhalten, nHrolich wenn fi{x) « -f mj) 
ist, d. h. wenn { und m keine relatiTen Primzahlen sind. In diesem FaUe 
wird Gleicbnng (l) durch l* teilbar: 

(3) I'Mj) = ax] + (bl, - 3ami)^i + eil + «»"u 

wenn man » Ix^ setzt. 

Schreibt man sor Abkürzung = -f -f rfj, so soll dies 
5 0(mod.ilj^) sein, was (^enbar nur mOgUdi ist, felis ir, ein Teiler d^ 

von rfi ist. Ist für keinen Tttler d^ von rf, : u4df -f J9^, -f rf, = 0 (mod. 
so ist die verlangte Kongruen? (f\ 0 (mod. f^)) unmöglich; ist aber 
obige Kongruenz erfüllt, so muü noch =- /|| -j- »tj sein, d. h. es muß 
— m| s 0 (mod. l^) sein. Nnr im letzteren Falle gibt es eine ganz- 
sablige Ldsong x-^k der Kongmens ff = 0 (mod. /|). 

4. Beispiele: I. Für welrhe Werte von x ist Sr* + 5x -\- 7 dureh 
2x + 3 Mlbarr In diesom 1 alle ist J = 25, hat also die Teiler 1, 5, 25; 
ihm entsprechen die Werte li= — 1^ — 2; fj — 1, |j«"= — 4; 

^ =■ 11, — 14, die jr-Werte sind alle ganzzahlig; für sie ist in der 
^Tat, wie die Ansredinnng lehrt, 8fl^ + 4* 7 dnreh 2iB + 8 teilbar. 

H, jPiBr weidie ganzzaJdigcn Werte von x geht SO./ f 5 m 9a;' 4- 8« + 13 
auf? Setzt man 30x + 5 =■ 5j-, , so bat man -f 30 -f 429, wa.s 
durch 5X| teilbar sein soll} 429 » 3 • 11 • 13, u:^ = 13 gesetzt macht 
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9xf + 30ä=i + 439 — 13 • 9 • 30, also dnroh 5 • 13 teilbur; ii ^ 13 ent- 
spricht der ganzzahlige Wert ic = 2, fQr den in der Tat = 6.'> in /jj = 65 
aufgoht. Mim find^ ferner, daß itkr keinen sonstigen Wert f^{x) dorch 

fi{r) teilbar ist. 

Potsdam, am 25. Januar 1905. Otto MsisaKfiR. 



Zu 117. (Bd. YTTI. 327) (F. £p8tein> — Die Grüße ß^^, die dnroh 
den Ausdruck definiert ist: 

- B [*" - (t>* - + - - ilY" -»)"+•••]. 

erlaubt, wie man ohne weiteres sieht, folgende Daratellung: 

worin die Maike (0) bedeutet, dafi nach ausgefOhrter Differensiation x — 0 
m. setien ist Ixn Ansdracke ty ist, wenn man ihn naeh Potenaen 
▼on X entwickelt, ^ die niedrigste Potent, daher vemdiwindet ß^i^ sobald 
Jl;>«i ist 

m 

Man kann also in der Summe 0„ ^^^m.» ^ Snmmation statt von 

1 bis m auch von 1 bis oo ausdehnen und erhalt dann: 

oder 

(1) ^m = ^"\^'%r 

Diese Oleichnng kann man aueh schreiben: 

so daß die Fuuküou liuker Iluud als Er^^eugeiide augesehen weiden kann. 
Differensiert man die Gleichung (2) einmal nach «, so erhftlt man die von 
Herrn P. Epstein angegebene Gleichung. 

äetst man zur Abkflnnng * «, 80 ist Dv = c* • », D^v = («* -f- e**) v 
— (1 4- c*) • usw. 

Daher nach (1) 

und nMk dffa Begeln für die DiffiBrentiation eines Produktes 

«.-»-.+ ("r>-. + ("7 >—+•• • 

oder sjmbolisoh 

(«) ö--(e + i)— S 
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wobei 6^ 6| sa setiAii irt, und ebtnso 

».-8«-. + (VV-. + ("7 >-. + •■ • 

oder symbolitdi 

(4) + e(e + 1)-- • 

Aus der GleSdnuig (4) kuiii man die von Herrn P. Bp stein an- 
gegebene Detenninanto ableUen; 



3 

- {m - 2) 

0 
0 



1! 
2 

0 



1! 
3 

(m - 4) 



1 


1 


sf *. 


(«• - i)\ 


1 


1 


2J 


(M - 3) ! 


1 


1 


• 

1! 


(m - 47! 


2 


* 



0 



1 

IT 
2 



Multipll/lert man n&mlioh die erste Zeile mit (m — 2)!, die zweit« mit 

(»» ~ 3)!, die dritte mit (w — 4)! usw. und die letzte mit 0! = 1, und 
dividiert maii hierauf die erste Kulouue durch (»* — 2)!, die /.weit':» durcb 
(m — 3)!, die dritte durch (m — 4)! usw., so entsteht aus obiger Determinante 
die folgernde: 



2 

- 1 

0 

Ü 



{"71 

2 

- 1 
0 



rn 

CT') 



2 

- 1 



rn 



(::::)' 



2 



0 0 0 0 —12 

nnd diese Oleiidinag ergibt sieh sofort dnreh Anf iSsnng des aas (4) folgenden 
Systems napb 



-ci:)«.-(:i>. 



», - 20, 



wobei öl = 1. 
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Ans der Gleichung' (3) Icann man ein ähnliches System ableitan; lAst 
dum nach aui^ so erhält man die Determinante: 

1 ("7') cv) ("'-') ••• {:z\) 1 
0 ^ ("'. ')•■• c-:) ^ 

0 0 -1 1 ... (IZt) 1 

0 0 0 0...-1 1 1 

0 0 0 0 • • . — 1 1 

Aussig a* B., den 15. HBn 1905. A. Kauo. 



2. Anfragen und Antworten. 
(Yaoal) 



3, Kleinere Notizen. 
Über eine UaupteigenHchaft de» F«uerbach8chen Kreis^R. 

Der Lehrsatz, daß dpt FeuerbacUsche Kreis eines Dreiecks ABC den 
Inkreis und die drei Ankreisti berührt^ ist schon oft bewiesen worden. 
Unter den mir bräunten Beweuen ist aber keiner derartig, dafi ilm dio 
Obertertianer oder Unteraekundaner einer Realanatait ohne weiteres ver- 
stehen kdnnen.^) Ausgenommen ist meines Wissens nur der von Binder 
herrührende Beweis, der ?n Balt/^^rs Elomenten der Mathematik (B»^. IT, 
S. 92, 93; 6. Aufl.) abgednickt ist. Aber hier wird nur gezeigt, daJÜ der 
Feaerbachsche Kreis den Inkreis berfihrt, mid am Schlüsse wird darauf 
hingewieeen, daS für einen Ankreis sich ein entsprechender Beweis lieÜBra IlBt. 
Mir aber idiien eg wünschenswert, auf möglichst ein&che Art zu gleicher 
Zeit zpigen zu können, daß der Fcucrbachsche Kreis den Inkreis und oinfn 
Ankreis berührt.. Ich habe nun vor kurzem folgenden Beweis gefunden, 
der meines Wissens neu ist: 

Es seien N vnd die Ifittelptmkte des Inkreises des Dreiecks ABC 
und des zur Seite AB gehörigen Ankreises, von denen der erste AB in 
TF, der zweit^^ in \\\ berühren möge. Dann liißt sicli durch den Jfitt^^l- 
punkt F von AB^ der zugleich H' VV'^ haibiert, ein einziger Kreis legen, 
der den Kreis um JV im Punkte X einschließend und den Kreis um 0^ in 
T anssehliedmid berührt. Man hat nun zu zeigen, dafi dieser Kreisy dessen 
llittelpmikt 0 sein möge, der Feuerbaehsehe ist Zn diesem Zwecke ge- 

1) Man vergleiche jedoch: J. Lange, „Geacbicbie des Feuerbachscben 
Kieise***. Progr. raedr.^Werdencbe ObeRedaehule 1894; ferner eine Reibe nenerar 
Beweise in den Ed. Times. Bed. 
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nflgt der Nachweis, daß der zweite Schnittpunkt D dieses Kreis«3 und der 
6eit4^ A B dt^r FuBpunkt <kr dnrch C laufenden DreieckthiBhe und dftft 
WifierUem _ DOF = 2'i C A Ii — _ ( HA ) - 2(a — ^> \%\. 

Fällt man, um dieaen Btrweia zu lühreu, von O auf AB da» Lot 0 6', 
d«nea Verllogerung dea Kreb um 0 in trifll, dtOD folgt ms der Älui- 
liehkeit der Dreiecke LOX imd WNX^ daß L OM — JVXIT, also XWL 
eine Gerade ist. Ebenso pfht aus der Ähnlichkeit von fsOLY und 
ZiOp H' Y h» rvor, da^J Ii" Punkt+^ Y und 11'^ in einer Geraden lip^'^-n. 

TnilL LU den Kreis um O in i?, so ist AX<G U' ~ Ai A-ß, also 
LW'LX^LG^LR; f«roer ist AXG H; «x. AXFJ?, daher £H; xr 




-.X<? XJS, mithiii XM^-£X»£M';.Xr. Folglich liegt Punkt £ auf 
der Chordale der Kreise um N und diese geht aber durch die Glitte F 
der gpmeinsampn Taugeute IV VT^ und steht auf der Zentrale XO^ senk- 
recht, die mit der Winkelhalbierenden CE zosammennillt. Da aber 

LCEÄ^ 90^ --—^ ist, 10 muß i.X-Fi>-~^, daher LJiOF 

mm 2(a ~ ß) sein. 

Kach dem Sehnen- und Sekantensatxe ist 

J>W' WF^ XTF. WL - ^Y^^-^^ 

und 

MV - r MV m;x - — '-jf^ 
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Durch DiTiaon «rphi sieh, da WL-LX^ W^L-LY ist, 

DW XW'LY XW LY NW OL g 

Dir," YW^ Lx'" LX'YWl'' OL o.if;"»/ 

Der Punkt If teilt also W außen im Verhältnis der Radien q und 
er ist dalMr der vierte harmonische Punkt su W\\ \.Ky raitiun der Fufi* 
pnslct der toh 0 auf ÄS gelUlten Höhe. Somit ist der Kreis um 0 der 
FeiMibaehflclie Kreis. 

Breslau, im April 1904. 0. Gütsohb. 



Zar Koastraktiea der ref«lniftis«m Tleleeke S. Ordaung. 
In dm Scheitelprojektio&eB der drei Punkte, von denen in den I^Uen 
3 die Eckenpaare des regefanftAigen (Sm+iyiSokes linesr abULngen, 

wird der Einheitskreis, wie die Anwendung seinar Qleiehnng auf die Gleichung 

der projizierendm drei Sirahlen beweist, von einer das l'rojektionszentrum 
(0, 1) und den unendlich fernen Punkt (oo, 0) der «E-Achse enthaltenden 
Hyperbel geschnitten. 

Im Falle m = 1 • 3 liegen die drei Punkte 

{x^-2t) + (x*~1)^0, y 1, 

deren Abszissen die doppelten Alis/.issen der 3 Eckenpaare des regelroSfiigen 
7-£cke8 sind, iu deu drei Scheitebtrahlen 

8«* -f- 4a5«(l - y) - 4a?(l - y)* - (1 - $f « O, 

welche die übrigen drei Schnittpunkte des Kreises x- ^ ( 1 + — und 
der ebenfislls durch das Prc^iektionsnintmm gehenden Uyperhel 

4s»(3y + 1) - (6y + 3)(y 1) 

prqjisieren. Dieselbe hat «ine der a^Aehse parallele Asymptote 3y + 1 0 
und wird im Punkte (0, 1) von 'Ix = y — 1 und in dem Punkte (— }, — l) 
von 4a?=3y4- 1 berührt; beide Tangenten schneiden sich in ( — 2, — 3). 
Mit diesem Punkte liegen jedesmal die beiden Punkte auf (1 + l — t/) = 0 
in gerader Linie, die von den Strahlen der beiden ersten Funkte iu einen 
dritten Punkt der Hyperbel projisiert werden. 
Die drei Punkte 

(«•-4«) + (a^'-(- l)-0. y--l 
des Falles m — 2 ■ 3 , deren AL^i^issen 

— aii«it «^i + ^« — a^4iP6» x^-^H'^^iH 

die Doppelabssissea «i^ a-Scos der 6 Eckenpaare des regalmBAigeB 

13-£ckes paarweise bestimmen, sind die Scheitelprojektiunen der drti Punkte, 
in denen der Krds +y)(l -y) und die dessen Sehsitel (0, 1) 

eaünltende Hyperbel 

16ry-(3f/+ 5)(y-l) 

AnUr (Ur Mstb«ia«Uk nnd Ph/sik. III Bclho. IX. 18 
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einander außerdem schneiden. Auch diese Hyperbel hat in flem Punkte 
(0, 1) die Tangente 2x — y — 1; jeist ist jedoch die zweite Tangente 
4jp _ + 3 der Anten pkndlel nnd die dS>Adiin Mlbfit die ente Asymptote. 
Von dem DurehineHMr Bif^l —f und seixiaii kotyngierten Durehmeeaer 
Sx = l -\- werden beide Asymptoten liarmonisch getrennt; hierdurch ist 
auch die zweito Asymptote 16T==3y4-^ *ls zweite Diagouale eint"; 
durch zwei Gegenecken und die Richtungen der Gegenseiten gegebeoen 
Pirallelogrammes der Lage nach beetimmt 

Auf dieie Weise Iftfit sicii ofli»Dbsr noeh einfachmr und ondi BatBrUciMr 
als doreb die Drcltoilung des Winkels, die jedesmal, auch bei Anwendung 
des von Kosch ; Ar/ hiv Ed. 58, Jahrg. I87r>"i nns der SjmmetriR dos 
transversalen Hyperbelsclmittes abgeleiteten Veiiahrens, eine Änderung der 
Gleichung und des Kreises nötig macht, die Konstruktion der regelmäßigen 
Vieleeke B. Ordnung beirerkstelligen. 

Holsmiiiden, Febmur 1906. Gboro Kobbi. 



IHe transformierte KreiHteilun^s^Icichnng nnd ITirr Kcdnktion anf eine 

(ileichun^, deren Orad nicht mehr tt illiar i^t. 

Um einen Kreis in eine beliebige Anzahl gleicher Teile zu teilen, muß 
man die itrsprttnglialie Gleichung der Teilpunld» in eine Glciohnng der Ab- 
szissen dieser Funkte kansformieren. Ibui braucht su diesem Zwecke nur 
der Beibe nacb 

+ — — 3« + «» 
«* + S-» - + 6» - öac* + as* 

+ — — 7äC+ 14*^- 7u;' + a" u. a. f. 

und 

«« + — — 9 + 9jb* — + an* 

£» -I- f-8 « -j- 2 — 16x* + 20x* — Ü'X^ -f a;^ u. 8. f. 

zu setzen, dann wird aus der Gleiohung 

der konjugierten Punkte «i* — cos ^^^ ^ ± t sin j^~Y die Qlsidiuag 

-^^-t^ ÜL-tJ ^ im^9Xm-^) ^^t ^ 

dwr doppelten Abssissen f* + e~* — 2 cos ^ ^ 
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Für jede der natOrüdim Z«hleo yon 1 bis 3m gilt unter der Yoraua-' 

Setzung, daß 2m + 1 eine Primzahl ist, der Fennatsche Satz: Ä*"* = 1 
(mod 2w + l), in einem rcgolniäßigen Vielecke mit solchtr E(k<'nzahl ist 
also jede Nummer eines Eckenpaares eine Wur/el der Kongruetiz Ä.'" = ± 1 
(mod 2m l). Durch keine dieser Zahlen ist 2m -\- l teilbar, kein Viel- 
faches denalbni ut aonüt der Ntiü kongnieni; den Macbeu diMer Zahlen 
sind daher stets dieselben Zahlen ±^1i, mar in verseliiedener Beiheofolge, 

m 

kongruent Ist i> ein Prim&ktor vou m, so sind die den Potenzen kf kon- 
gruenten Zahlen die Wurzeln der Kongrueni Vs^l (mod S«i + 1} and 
die den sBintlichen Yielfoehen dieser Zahlen koiignienten Zahlen die sftmtr 

lichen Zahlen ± k; die • |? verschiedenen Werl» von h zeigen also als^ 

Hl 

dann die Wurzeln der ^Gleichungen p**" Grades an, in welche sich in 

diesem Falle die (lleiihung Grn^l^s zerlegt, und deren Koeffi/ieuten 

dann, durch Xj^Zf^t = ^k^k* ~i- Öuinmen verv^'nndelt, nur noch den 

VI 

Summanden s^ » 2 und di^|siügen Teile die Samme ^^^^ — 1 enthalten 

I 

(y^t' \ ^^^^ 

Han hat daher beispielsweise nicht nOtig, die Gleichung Ö. Qrades 

(«« — 6«' — 1) -f — 4»* 4- 3«) — 0 

des regelnrilfi^en 1 Sieches anfsnUsen; denn si« zarflült, da 1 nnd 5 di« 
Zeiger sind, welche der Kongruenz = ^ t (mod 13) genflgsn, in die 
geschlossene Gruppe der quadratischen Gleidiungen 

«* — («1 + a-5)x + ar,ä% — 0 j a:, ar^ = a-^ + a-g 

»' — + + ^4*« ^ ^ » — «1 + 

deren drei Wonehnunmen die Wuraeln der kubiseheD Gleichong 

(x* - 4«) + (a?^ + 1) - 0 

sind. Ebenso kann die Gleichung 8* Grades der 8 Doppelabssissen des 
regelmiBigen 17-eekes, da 1 und 4 die einzigen Zahlen sind, welche die 
Bedin^runir ^-^ ^ ^ 1 (mod 17) erfüllen, exsetst werden nur durch die 

4 Gleichungen 2. Grades 



«* — («t + + «1«» — 0 

deren vier VV urzelsummen 

X^S^ S^i + a^6 
*« + *i 



* ^ 

13» 
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die Wurzeln einrr Olciehnng 4. Qrailes mit rationalen KociHzient^n sind. 
Diest ILo liiBt <^i( b aber wiederum, da 4 oo«b durch 2 teilbar ist, ersetiea 
durch 2 Gleichungen des 2. Grades 

3C* — {x^x^ -f x^Xf^)x —1=0, 

»« - (se^x^ + x^x^)x - 1 — 0, 

deren swei Wuraelsnmmen als Warzeln der quadratiaehen Qleiohang 

(a:« - 4) + « - 0 

gegeben eind. 

Holsminden, Januar 1906. Obobo Eobbb. 



Anwendaug der ^raitmannBehen AuadeiinungBlehre auf n- fache 

OiHuifOnalijtteae. 

Zu den Gebieten der Mathematik, die sich mit Hilfe der Graßmaun- 
«Aten Metboden in beaond«» einfadier und ttbersidhtlieh^ Weise behandeln 

lassen, gehört die Differentialgeometrie. IHes zeigen die Arbeiten von 
Burali-Forti, der die Ausdehnungslehre auf verschiedene Zweige der 
Differentialgeometrü' drr Kurven und Fläoheu angewendet hat.') 

Im folgeudeu sollen, im Auschluß au die Burali-For tische» ArlM$iteu, 
die Haupteigensdiaften und Foimeln der M-&chen Orthogonalsysteme ab- 
geleitet werden. 

FAnJeUutig. — Wir stellen zunächst diejenigen Bogriffe und Formeln 
der Ausdehniingslolire, dip im folgenden Anwejul>uig tindt^n, zusammen. Für 
die Begrüuduug und austülxrlicho Darateliuug verweiseu wir aut die Lehi- 
bflcher von Peano*) und Burali-Forti*) 

a) Ist I ein Vektor, tn eine reelle (Von Null verschiedene) Zahl, so 
bedeut(*t das Produkt U — ml einen zu / pamllplen Vektor, der mit / 
gleich oder entgegen gesetzt gerichtet ist, je nachdem /*/ positiv oder negativ 
ist. Ist die Länge des Vektors / gleich der Eiuheit (Einheitsvektor), so 
ist die LSnge von {7, die wir mit mod V bezoidmen, gleich dem absoluten 
Wert von m. 

b) Unter U ^^r V + • • • verstehen wir die geometrische Summe 
der Vektoren U,y, W - - 

c) Drei Vektoreu, die zu eiuer Ebene parallel sind, heißen komplanar. 
Die notwendige und himreieheiide Bedingung daftür, daft der Vektor W 
komplanar zu den (nicht parallelen) Vektoren U und Y ist, wird ans- 
gedrfiokt durch 

wobei « mid y reelle Zahlm sind. 



1) Introduction a la gi-om^trie ditrerentiellf» suivant In Tru^thode de Orassmann. 
Paris 1897. — Sopra alcune quc'^tiuui di geometria diücreuziale. Rendiconti del 
circ. mat. di Palermo 12 (1H9H), III — 182. — Le fonnule di Fkenet per le soperfiei, 
Atti Torino 87 (1902—3), 233—246. 

2) G. Peano, Calcoio geometrico 1868. — Gnmdzüge des geometriscbea Kal- 
küls. Deutsche Ausg. von A. Schepp, Leipzig B. G. Teubner. 

8) Burali-^orti, Introduction ä la gäom^trie diffi^rentielle. Paria 1897. 
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d) Jeder Vflktor ü l&flt sifib (im gowdhididieiif d-dunandonalen Baum) 
aof die Form 

bringen, wobei 7, /, K drn gegebene, nicbt komplaneie Vektoren und x, y, f 
reelle Zahlen sind. 

e) Unter dem äußeren Produkt U- V zweier Vektoren vorstohen wir 
das Parallelogramm, dessen Seiten den Vektoren U und V gleich und 
parallel sind, and zwar Bfleksieht auf OrOBe, Omlaufsinn mid Stellung 

seiner Ebene. Die absolute Gröfle des Parallelogramms, die wir mit 
mod {U- V) bezeichnen, ist gleich mod U mod F-sin i T'^ V). Die Gleichung 
U- V— • \\ bedeutet somit nach obiger Definition: 1. daß mod (17- V) 
» mod • F^) ; 2. daß die beiden Parallelogramme dieselbe Umlaufs- 
riditimg haben; 3. daß ibre Ebenen parallel sind. 

Für das äußere Produkt U V gilt das assoziative, nicht aber das 
kommutative Gesetz. Es ist somit T- V = — F i/, daher U • U ^ < * Dir 
Gleichung t/"- F ™ 0 sagt aus, daß die Vektoren U und F parallel sind, 
sie Vit daher gleichbedeutend mit der Gleichung U—m-\\ wo m eine 
reelle Zahl ist 

I) Unter dem inneren Ptoätikt Z7| 7 der beiden Yektoren U und V 
ventahen wir die Zahl 

mod U mod F'Coa (ü, F), 

Für das innere Produkt gilt das assoziative und konunutative Gesetz; es 
ist daher U\ V = 1' ! ( '. Ferner ist T; 'mod fy. Für den Einheits- 

vektor / ist I\I= 1- IHe Bedingung für die Ürthogoualit&t der Vektoren 
U und V ist U \ F = 0. 

Ist J ein EinheitsTdEtor, so gibt ü\I die Länge der Projektioii von 
V auf / an. Sind daher I, /, K drei nicht komplanare Einheitsvektoren, 
80 ist naeh d) ein bebebigsar Vekt«» U darstellbar in der Form: 

ir-(i^|i)./+(ir|/)./+(ir;jO-Äi 

g) Ist 0 ein fester Funkt, U ein Vektor, so bedeutet P 0 + ^ 
den Endpunkt P des mit seinem Anfangspunkt in 0 liegenden Vektors U. 
bt U nach drei senkreohtm Sinbeitsrekfcoren J, J, X. zerlegt, so ist 

Dabei sind die Zahlen x, jr» * identisdi mit den kartesischen Koordi- 
naten TOn P in einem System, dessen Anfimgspimkt in 0 liegt, und dessen 
Achsen za IT K parallel sind. 

h) Wir kfin nen den Punkt P als Punktion einer numerischen Variahcln i 

ansehen. Beim Variieren von i hescbreihi P eine Kurve. Der Diiferential- 
dP 

quotient -^^ des Punktes P bedeutet einen Vektor, der zur Tangente der 

Kurve im Punkt P parallel ist. Die L.lnpr fU des Bogenelemonts ist 
g^leich mod dP. Der Krnnunungsradius q der Kurve ist gegeben durch 

i — mod {^j^ • l^«r DiflFerentialquotient eines Punktes ist ein Vektor, der 

Differentialquotient eines Vektor- wieder ein Vektor. 

Antcendung, — Wir legen nun einen n-dimensionalen ebenen Kaum 
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zugrunde und betrachten den Punkt P als Fonktioii von n nnmeriichen 
Variabein , "2 , • m. veränderlich, während alle üHripen u konstant 

bleiben, 80 begehieibt P eine Kurve, die wir mit u^ bezeichnen; sind u^ 
und veränderlich, so beschreibt P eine 2-dunensionale Fl&che; ist ttf 
konstant, wftbrend rilmtliehe übrigen u Terftnderlidi sind, so beschreibt P 
die (n — l)-di]tteiinoiial6 Fliehe (HypeiftUshe) »const. Durch jeden 
Punkt des T^nnms gehen also n Kurven m^; jndf dieser Kurven ist der 
Schnitt von — 1) Hyperllächeo == const. (* 4° ^j« 

Die Richtung der Tangente an eine beliebige durch P gehende Kurve 
ist gegeben dnrch den Vektor ^ 

(1) (^^')' 

1 = 1 

Der Vektor ist [»araüel zu der Tangente an die Kurve u^ im Punkt P. 

Wir set/.on luin voraus, dafi die Kurven sich in P senhrecM ditirdir 
schneideHf d. L daß 

I - - 0 (1+*). 



Das Quadrat des Linienelements ds uiiumt dann folgende Form an 
(Einl. f): 

(3) d»* - (mod dP)> l^y. df4?. 

Bezeichnet man mit das LinienelemenL der Kurve 80 ist bieraacb: 

(4) - (mod du«. 

^ p 2 P 

Nach (2) ist der Vektor 7-- senkrecht auf (» — 1) Vektoren «— , 

d. k senkredit auf (fi — 1) durch P gehend«! Linienelementen dir^ (I; ^ 1). 
Da diese simtlich der Hjperflidie «*• const angehören, so ist dw Vektor 

BP \ 
^ parallel rar Normale dieeor Hjperfliche. OL (3) ist daher die Be- 
dingung dafür , dafi die Hjperfllehen ii| consi (t — 1 , 2 , • ' • n) ein 
firffukes Orihoganais^cm bilden. 

Durch Differentiation nadi «, folgt aus (2): 



ap g*p i ^p ^ Q 



Aus dieser 61. und den beiden andern, die man hieraus dnreh syklische 
Vertauschnng der Indices i, k, l ablMtet, folgt die Gleidiung: 

/«\ ^'P BP Ä 

Durch die Oleichung , 

definiertn wir einen an ^ parallelen übheitsvektor T^ (s. Einl. a). 
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Nach Einl. !) und Ol. (2) ist dann: 

(2*) T,T^-U ^1.^ = 0 (i^k). 

Differenziert man (7) naeh ti^^ and bildet dw innere Produkt bes. T|, so 
geht (6) aber in: 

(6*) Hi^'-^- 

Ferner folgt am (2*): 

d T. 

BT. 

Nun steUeit w den Vektor ala Funktion der EinheitBveiktoren T|, Tj, • • • jT^ 

dar. Wir aeken 5 — als geometrimdie Summe seiner ProjektioneD auf die 

7\ , jT, , • • • an. Nach £inl. f) können wir dies durch folgende Gl. aus- 
drücken: ^ 



<»1 



Wegen (B*) und (6**) reduziert sich diese Summe auf ein einziges Glied, 

so (iaU 

Da — ' I eine ZaMengrtf0e ist (EinL f), so sagt dieee 61. aus, daB 

A 7 T- 

die beiden Vektoren und paraUä sind. Wir können daher Gl. (9) 
nach EinL a) auch in der Form 

(9*) ^-^-(mod^^j.T, 
adhreiben. 

In Gl. (8)* ist das verallgemeinerte D upinsrhe Theorem enthalten, 
dem zufolge die Kurven t» Krümmungslinien der durch sie hindurchgehenden 
Hyperfl&ehen sind. Um zu beweisen, daß i. R die Enrve 11^ eine Krttmmnngs« 
linie der Hjperfläche const. ist, zeigen wir, dafi die längs der Kurve 
errichteten Normalen der Hyperflächo = const. eine aLwickelharo 
Fläi'hf bilden. Dio Normale im Punkt P der Flltche h. =» const. ist parallel 
Zinn Vektor die Nurraule im konsekutiven, auf der Kurve gelegenen 

c T 

Punkt P' iflt paraUel ssnm Vektor T't - -f ^ du^. Nach GL (9) hat 

T'i die Form 7', -f AT*; die Vektoren jT,, 7'/, 7* sind somit komplanar 
(Einl. c). Pa nun PP' parallel zu T^ ist, so müssen die beiden in P und 
V' errichteten Fl&ohennormalen mit in einer Ebene liegen und sich 
schneiden. 

Die Gl. (9) gilt ucbt Ar ifc t. Li diesesn Falle lütt man naeh 
GL (8): 
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Da Mßh GL (2*), (9) und (9») 



T,^-^\t, mod * 



«1. 



irt, »folgt! . . 



Hierbei ist in der Siunme rechts der Koeffizient von gleich NuU. 

d T. 

Die Koef&nenten mod der GL (9*) nnd (10) luien neh dnroh die 

JJauptkfümmutigsradien der Hyperüäche = const. ersetzen. Als Krilin- 
mungslinim der HyperflSchen definieren wir diejenigen Flftchenknrren, Iftngs 
deren die konsekutiven Flächeimonnalen sidl scbneiden. Da die Normale 
der Fläche t(, = const. in P parallel zum Vektmr ist, so gilt flür einen 
beliebigen Punkt Q der Normalen 

Hierbei bezeichnet r den Abstand der Punkt« i* und Q (in der Richtung 
von I\ ]K)sitiv ^omp5;R(>n). Soll die konsekutive Noimale durch denselben 
Funkt Q gehen, so muß sein: 

Durch innere Multiplikation mit 2| folgt hieraus: 

dP[ T, -f- r.(T,|rf7',) +dr.(r,j -0. 

Da die Normalemichtung T^ senkrecht lur Taugeutemichlung dP ist, 
so ist äPl 'J\ = 0. Femer Ist wegen Gl. (2*): T^/r^^l ; ; rf2; =- 0. 
Es fo^^ daher dr — 0, und man hat: 

(11) dP r-dT^, 

d. h. der Vektor dP, der die Richtung der Kurve angibt, muß parallel zu 
dTf sein. Ist nun Vj^ eine KrQmmungslinie nnd der zugehörige Wert 
von r (Hauptkrflmmnngsradins), so ist nach (11): 

dP ar, 

oder, wenn man beiderseits den mod nimmt: 

^ mod^ 

*''* mod f— 

Führt mau außerdem in den GL (0*) und (10) die Ableitung nach 
der BogenlKnge') durch die Gl. 

^ =^ L ^ A 

^ K'd'*"^odl^^«^ 



1) Encjklopädie der math Wim. UI D 8, Nr. 8. 
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ein (b. OL 4), so «ilillt mui folgende Fonaeln: 

(13) 0^ — TT.'^t. a*-"""^^r,/*- 

(Die Summe erstreckt sich über A = 1, • • • n mit Ausnahme von k = i.) 
Aus Ol. (13) lassen sich woifen% für «-fache Oitbogonalsjsteme geltende 
FormeJn in eintacher Weise ableiten. 

Die erste Krümmung der Kurve läßt sich als Funktion der 
KonnaUtTfimmnngen l/r^| dieser Kurve besl^Uch durch sie gehenden 
Hyperflftchen — conrt. ansdrAeken, Nach Einl. h) ist nftmlich: 

— mod -s-s- — mod 3— • 
9{ c*f e»i 



Hieraus und aus Gl. (13) folgt: 



Die von Darboux verallcr»>mpinerten Lameschen Gleichungen ergeben sich 
aas (I3j durch Anwendung der IntegrabilitÄtsbedingung *) 

Hierin ist tf eine Ton der Lag» des Punktes P abhingige Grttfie, 9^ und s^^ 
sind zwei senkrecht t<ni P auMehende Linienelemente mit den Richtungen 

nnd TV. Setzt man in (16) die Werte -?- - >- und ^ = ' 

ein, so erliält man, da die Ql. (15) identisch erfüllt sein muü, folgende 
Gleichungssysteme: 

Diese Gleichungen gelten für 1t und «. Die Summe ist über 
/ t. • ;< mif Aufnahme von » und Je 717 nehmen. Emlliih lassen sich in (16) 
die Hauptkrümmuügsradien r^^ In i ch die Koeffizienten des Linienelemeuts 
(s. Gl. 3) ersetzen. Setzt man uauilich zur Abkürzung 



dP / ,rPv» 



so erhält man durch eine einfache Kechnung aus (12) mit Benutzung von 
(7), ^2) und (2*): 

1_ 1 

1) Bnrali-Fozti, Atti Toiüu> K (UMM— S), M4, 61. 12. 



202 YermUchte Mitteilangen. 

FOhrt man diese Weite in (16) ein, eo ergeben sieb die Ton Darbonz*) 
angegebenen Gleiebiingen: 

Diese Gl. gölten dir i l: Die Summe ist fiber il » 1, • • • n mit 

Ausnahme von < und Je zu erstrecken. 

Stuttgart, la. Dezember 1903. E. Rath. 

1) 6. Darbonz, Le^oo» snr lee ^^«ttaiei orOiogonaitz. INuis 1898. Yol. 1, 

pag. 161, 162. 



Über üe Sarstellbarkelt der inhUn quadratiNcher nn4 knMseher Zabl- 

kSrper als QuadratHummeu. 

1. Im folgenden bedeute: P den .ibsoluten Kationalitiitsljereich, P{z) 
den durch Adjunktion von - zu P entöt«heuden Zahlkörper, PU'j) — P{^t\ 

dali jede Zahl vou P{Zi) auch in P(Zi) zu finden ist und umgekehrt Hat 

s 

eine Gleiebung ^a^af 0 n Wnneln a^, • • • ^«f ^ fip) 

ans P(ß:i)y so sollen /'(t,), . . . f(x^) die zu f(x^) konjugierten Zahlen, 

P(x,), . . . die zu -P(j*i) konjugierten Körper heii^n. Ist f{^) reell 

und positiv und sind alle zu /"(arj) koiijugierten Zahlen fiidit negativ- reell, 
also positiv - reell oder komplex, so soll / (a", ) total )Htsilir heißen. Eine 
komplexe Zahl a bi, deren Koordinaten a und b beide ganz oder rational 
sind, werde als ganze oder rationale komplexe 2Saltl beaeuÄnel £än KSq[»er 
beiße reell, wenn er nur reelle Zablon entbSlt, sonst fannplez. 

2. Alle quadratischen Körper sind mit ihren konjugierten identisch. 
Die Adjunktion der Wurzel einer quadratischen Gleichung mit reellen 

rationalen Koefßzienten führt steis auf einen Körper der Form 

Hier sind vier Falle möglich: 

I. z ist eine (positive) QuadratzahL P(y^) = P\ alle positiven ratio- 
nalen Zahlen sind durch höchstens 4 Quadrate darstellbar. 

n. —t ist eine Qaadrataahl. In p(y7} = P(() sind alle Zahlen 
schon durch 2 Quadrate darstellbar.*) 

III. z ist negativ, — z kein Quadrat In dem Körper P(t V — z) sind 
alle Zahlen dunli 5 Quadrate darstellbar, von denen 4 reell sind.') 

IV. - ist positiv und keine Quadratzahl. Dann gilt der Satz: „Alle 
total positiven Zahlen des Köi*per8 P{] :} können auf i. a. unendlich ver- 
schiedene Arten in bummen von 5 Quadraten zerlegt werden, von denen 4. 
reell sind.** 

Das soll nun gezeigt werden. 

1) S. Arch. d. Math, und PhjB. (.3) «, 176. 
S) 8. Afcb. d. Math, und Fbye. (8) 7. S68 
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S. Znnftoluit darf ohne Btaclirliikiing d«r Allgmneiiilieit £ ftls gaace 

Zalil n genommen werden, denn für ^ « ~ folgt: ^ PlT/-^) 

— P[yinm ). Damit eine Darstellung 

(a) ^-^ßVn-'^i^-i-ß^Vnf 

9 

llberhaapt mflglidi wi^ mnft snch 

(b) 

ponÜT «ein, d. h. « + ßYn muB total positiv smb. In dM8«iii Falle ist «> 0 
und ~>yn, Soll: 

sein, so miift gelten: 

(3) ^W + n^J)-«. 

Auf Grund von (6) darf /3 > Ü angenommen werden. Es bezeichne nun ( | } 
eine ZaU, die positiv -rational ist und der irrationalen Zahl i so nahe liegt, 
«Is es im Rpedellen FUle nötig ist Setst man dann: 



A ~ A " • * ' " 0, 



so ist (2) identisch erflUltf w&hrend (3) flbergeht in: 

(5) 

Uierio ist ri eine Zahl, die bei passender Wahl von und daraus folgen- 
der Ton beliebig Udn gemacht werden kann. Ee ist also stete zu er- 
reichen , daß die ratutnale Zahl ^ positiv ist; sie ist dann in 4 Quadrate 
xerlegbar. Damit ist der in Nr. 2, IV ausgesprochene Satz bewirken. 

4. Zu P werde \ n a^jungiert, worin « fi'i»- recHp rationale Zahl be- 
dtutct, die ubne Beschränkung der Allgemeinheit ah positiv und gan/.- 

zahlig Toraosgesetzt werden kann. Da — ^ , , so ist jede positive Zahl 

Kyn) 

Ton doreh ^13 Quadrate darstellbar. Die beiden kotgogierten 

Körper sind komplex und lUlen in den einen P(^V*() sosammen, wenn 

+ p 4- 1 - 0, 

d. h. ^ eine primitive 3. Einheitswur/el ist. Nun ist p = — p »=» l' + 9', 

— (> ^ + 1', — 1 = +-^' Daher ist in p((»Vw) jeile Zahl in höchstens 

p • 
24 Quadratzahlen zerlegbar. 

Potsdam, am 23. August 1904. Otto Meibsniwl 
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BeMcrfcuf nr Leim tob <l«|^aBttsok«i CAdctaafou 

Die bekaimteii AvflOsungsmethoden für die unbestimmten Gleichimgen 
enteil Grades« ^ sog* diophaDtiachaii Gleichungen, ftthreD in letster I^iie 
entweder auf den euklidischen Algorithmus (Lagrange, . .) oder auf den 
Fermatschen Lehrsatz (Libri, Bin et, ..), richtiger gesagt auf den Algo- 
rithmus 

(1) ttr, ~ r,^, = ka^(0 < < Äf, 0 ^ < a; A = 1, 2, • • 

zurück. Obwohl in praktisfljor Bc/ieluing das erstere Verfahren, d. h. di© 
Kettenbruchaufiöäung, fast ausschließlich in Betracht kommt, so scheint uns 
dennoch die Auflösung vermittelB des Algorithmus (1) dem Wesen der 
Materie näher zu stehen. Um dies etwas näher zu erl&utem, bedienen wir 

lins eines .\lgoritlnnus, deü wir an anderer Stelle mitgeteilt haben, und den 
wir hier in Kür^t' aut einem etwas anderen Wege von neuem herleiten wollen. 
Aus dem Algorithmus (1) folgt bekauutlich f^r die Darstellung des 

Bruches im Zahlsn^ysteme mit der Qrundxabl a (a prim su k)i 

(2) ^ = (0, a,a,^, • . . a,^,_, • • (A = 1, 2, • • •), 

wo 8 die Anzahl der Ziffern der Periode bedcntet| so dafi also in (2) die 

Ziffern nach a)^^f_^ = psriodiBch wiederkehrön. Gleiehung (l) kann 
auch geschrieben werden: 

(3) (« 4- - - ft(aa + «r,) (« - 1» 2, • • 

d. h. die ZüSam des Bmdies im Zahlensysteme (et + uk) werden aus 

den entsprechenden Ziffera im Systeme a gefunden, indem man die mit ii 
mnltiplixierten jeweiligen Beste addiwt; die Beste stimmen in beiden Zahlen- 
systemen genau ilberein. 

Addiert man nun sn der Identität 

««2 + «4+1 - ««i + »1+1 

die Gleichung 

die vermöge (1) fElr jeden Wert von « richtig ist, so ergibt sich: 

(4) (« + i*lf)ai + {a^^^ -f «r,+j) - + ur,) + a^^^. 

Fahrt man hierin «' fftr « + «X; ein und beseichnet gleichzeitig die Ziffern 

des Brncbes im Zahlensysteme u' mit «j, , so kann man nach (8) 

ai für (1^ + uri setzen. Unter diesen Umständen nimmt Gleichung (4) die 
Form an: 

(5) «'«2 + «a+i — «ai -f aa+i (l — 1, 2, • • 
Wird «"■! gesetzt, so läßt sich (5) folgendermaßen schreiben: 

(6) oai — aai = n^x — 1, 2, • • •). 

1) Zeitflcfar. f Mtth. XL Fbys., 18U, S9« 24; vergl. auch Bachmann, Nied. 
Zahlentb. 1, 8. 861. 
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Dieser Algoritbmut löst, wie mau leicht bemerkt, die diophantiecbe Gleichung 
(7) ax — hp^ c, 

\n welcher a, 6, c positive gaaze Zahleu bedtjuk-a, in den kleinsten positiven 
gauzen Zahlen auf. Wir düi-feu dabei, wie sogleich noch etwas näher he* 
grlkndet werdMi soll, unbeschadet der Allgemeinheit der Betraditnng, an- 
nehmen , daft a^h — o < & und c < & — a sm. Setzt man unter dieser 
VorausBetxong a — «, 5 — a', b — a^k (prim ni «), « — und 

y - (0, Ol«, • • • «j ■ • - (0, . . . «J . . .)^., 

so stplleii die beiden Ziffern aj = aj + rj und a,; die Aunosung der 
Gleichung (7) in den kleinsten positiven ganzen Zahlen dar. (Ilf icli/.eitig 
sind allgemein die Ziffern ai Ui 4- n und Ui die Lösungen Ut r Gleichungen 

a« — fty - r^^.! (i - 1, 2, • • ) 

in den Uelnsten positiven ganzen Zahlen. Sollten mit den Besten nicht 

alle ganzen Zahlen < Ar erschöpft sein, so sei eine solche, die nicht unter 
den vorkommt Alsdann liefert in derselben Weise wie oben die Darstellung 

die AuflOsungien der Gleidhnngen 

u. s. f., bis alle Zahlen <C k erschöpft sind. 

Wenn in (7) c > A; sein würde, etwa c — c' + (c' < A:), und (x, y) 
stellte eine USsmg der Gleidiung 

ax — by — c 

dar, so wBre fr — r, ;/ — v) eine Lösung der ( iloichun)^' f7). Wür'l«» a'^k 
sein, und wiire etwa a a ' -|- tt'Ä:, 6 =» i»' -}- u Ä (^a' ■< A), so erliitlte man 
nach (3) die Lösungen von (7) ohne weiteres aus denjenigen der Gleichung 

a'x — h'y = c. 

Falls endlich in (7) a > d w&re, so brauchte man nur — 8 zu setun, 
um eine Gleichung 

(a — 6)jf — aip — c oder a'y — 4> # — c 

zu eribalten, in welcher a<Ch' sein würde. 

Wenn an Stelle von (7) die Gluichnng nx -f = c vorlie!7f, ;o i^o- 
nügen ihr die Zahlen (x, — |^), sofern (x, ^) eine Lösung der Gleichung 
ox — 6y — c vorstellt. 

Ans alledon geht hervor, daß die Lösongen der Gleichung (7) «ffesefi<* 
Ikh von der Zahl k =^ h — a abhängen. Die Lösungen aller (unendüdi 
vielen) 01f>ichungen, für die k densellten Wert hat, stehen in naher verwandt- 
schaftlicher Beziehung zueinander, die wir jedoch hier nicht weiter verfolgen 
wollen, weil sie an anderer Stelle eine nähere Besprechung erfahren wird. 
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Desgleichen wird über die auf Aigoritbnieii höheren Gnides bwflglicliMi 
Aualoga boi anderer üelegeuheit zu b«richiea sein. 

Darmstadt. J. KitAus. 



Über den sogenannten Broeardtteben Punkt. 

Da sich in Folge der nötigen Erlfitlieinnr nntorj^nordnetcr Formalien 
der Druck meines Referates Mr die Enzyklopädie uagewokulich lange hinzieht, 
gebe ich folgende Notis, die bereits aus dem Jahre 1894 stammt: 

Will man die Brocardschea Punkte Grelle absprechen, ao gebflhrt 
die Prioiittt dem Danziger Gymnasiallehrer H. Hof fm an D , der Gmn. Archiv 0 
(1847), 280: ,Jn fin gegebenes Droieck ein ähnliches zu zeichnen U8W.% 
beide Brocardsulien Punkte und die wesentlichen Eigüuächafteu samt 

oot«—>^cotii und 2 9m*x^ »3x(A — x) 9Uk{B -- x) nnijO x) 

fand. Reuschle, 1853, Progr. Tflbing. 8. 4 lange vor Mavqfiroj; Hout. 

ann. (2) 10, 142 hat dieselbe Gleichung und zeigt, daß sie mit der ersten 
Squivalent ist. tlbrigens hat C. F. A. Jacobi in seiner Dissertation Iieipzig 
1025 den Brot ar Jsi hen Punkt schon vor Uotfmann behandelt. 

StraUburg i. £., im Juli 1904. Max Simon. 



Eine Bigeattmliehkeit der lUMrangswerte tob yS. 

z 

Bezeichnet man die Nüheningswerte von y2 mit -^(a™ 1| 2,3,...), 
80 ist für jedes ganzzahlige positive a: 

(1/2 - 1)- - (- ly-^iY^ . N, - zj. 

Um das an beweisen, geihen wir ▼on dem Eettenbrueh 

•^» + ... 

P 

aus, deaseo Klhemngswerie v." (a — 1, 3, 8, . . .) Beien, und nniersuehen, 
unter welcher Bedingung die Relation 

(yX - 1)" = (- 1)"- \Yk . - pj V..) 

gOt 

Es ist lanSdist: 

(Vi- ir'-(Vi- iT ■iVk-i)=(- 1)— (VF- pJ(V* - 1) 

od«r (Vk - 1/ * • _ (- 1)" + J'jyt - ^KQ. + PJJ. 
Andererseits mn& 

seinj iolglich. müssen die Gleichungen best-ehen: 
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Nun ist aber b« dem beteacbteten K«itenbrach stets: 

Demnach wird aus den voratehenden beiden Gleichungen: 
nur 

Hieraus ergibt sich durch Subtraktion (k — 2)^^,-0 oder Jfc -» 2. 
Damit ist gezeigt, daß die Relation: 

(yS-i)«-(-i)-'(y*«.-pj 

nur ßr güUiy itk 

Hamborg f den 16. Januar 1906. J. Scbrodbii. 



QMelifevoearitsdie Dreleek«. 

Der Satz, aul welchen sich die Antrüge 2iJ {iid. \ Iii, b. 331) des 
flerm Gapilleri berieht, ergibt sich nnmittelbsr ans Formeln, welche ich 
in Mathesis, 1881, Seite 117 aufgestellt habe Da der Brocardscbe 
Winkel » eines Dreiecks ABC der Gleichung 

cot»-— ^^^^^ 

genügt, nennt man heute glcichbrocardisch die Dreiecke, in welchen das 
Verhältnis («' + 6' -f c*) : A denselben Wert hat; in den cr'^ton Zoitim 
(1886 — 87 — 88) sagte man syu^ocardal^ cobrocardal. Ausdrücke, üie wohl 
besser die GemeinschaftUdhkeit eines Broeardsdiwi PunktM odler Kreises 



Reiben von gleichbrocardischen Dreiecken erhalt man leicht mit Hilfe 
des folgenden Theorems, welches Herr Ai tzt imd ich*) unabhängig TOn 
einander und auf verschiedenen Wegen gefunden: 

Alk gleichs&tigm Dreiecke einer Ebene liefern durch aehhreeMe Pro- 
jdtOm amf «ine twäte Xhem faukr gMMtoetmHsdie DreMe. 

Z. B aus einem gleichseitigen Dreiecke ABC leitet man andere solche 
Dreiecke ab, indem man als Ecken Punkte A \ B\ C nimmt, welche »Up 
Seiten nach demselben Verhältnisse teilen, oder als Seiten die Verbindungs- 
linien AA'f BB\ CC'\ diese Linien sind auch &(^aipollent zu den Seiton 
eines regelmifligen Dreiecks. Die Bdiwexpnnkte von drei beliebigen Massen 
ff, I?, y, welche man nacheinander in il, C, dann in J?, (7, A^ dann in 
B anbringt, sind auch die Ecken firu"^ soleluii Dreiecks. Eine ortho- 
gonale Projektion der Fipur zeigt, daß dieäellx'n Konstruktionen, bei einem 
beliebigen Dreiecke ausgeführt, gleichbrocardische Dreiecke liefert 



1) Artzt, Beiträge zur Geometrie des Brocardschen Kreises, RecklinghauMn, 
1886. Diese Schrift kenne ich nur durch Zitate in der geechichtlichcn Studie von 
Emmerich: Der Brocardsche Winkel des Dreiecks, Mühlheim a. d. Kühr, 188U. 
— Neuberg, Sur los triangles eciuibrücardicns, AFA8y Oran, 1888. AFA8^ 
Aasociatioa ixAn9aise pour Tavancemeat des scienoes. 
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Betraclitet man alle t-ineni Kreise eingeschriebenen rogelmäßigeu Dreiecke, 
so erhält mau durch eine seukrechte Projektion alle einer Ellipse ein- 
gesckriebenen Dreiecke größten Inhalts; letztere Dreiecke sind gleichbrocardisch 
und haben gemeiuMinwi Ekiliwerpunkt im Zenimm der Ellipse. 

Eine fast erschöpfende Darstellung dieses Gegenstandes und zahlreiche 
Literaturnadiweiee findet man in Emmerichs Budi: Die Brooardachen 
Gebilde. 

Das oben erwähnte Theorem läßt eine interessante Erweiterung zu, 
die ich mir gestatte hier wiederzugeben. 

Wenn das Dreieck ABC eine senkrechte nngektion des Drrieda 
A'BC ist md a\ h'\ e" die Stracken AA\ BB* Cö* beidehnen, so 
hat man 

und nach Elimination der Größen a\ h'\ c": 

(I) y^a't-a' + yj^F' + yc^f^-O. 

Ist dagegen ABC eine Gegenprojektiou von A' B'C\ d. h. ist 
A'B'C eine senkrechte Projektion von ABO, so bekommt man dieselbe 

Oleiohnng mit j/^ 1 mnlttpliziert. In beiden FlUen gibt die Wegschalfoag 
der Wnrseln: 

(IT) A'«— 2 r» + A«-o, 

wenn man setzt 

16 A* - - -e«* + 2 ^0*6*, 16 A'* £a'* + 2 JBa'«»'* 

S2 - — 27a*tt'» + £ (a^b** -|- a'*^ - Xo« (ft'* + — «'*). 

A und A' sind die Flächeiimiialte der beiden Dreiecke; 32 'i'* ist die 
Polarform von 16 A' für die Veränderlichen a% 6*, c\ 
FOr (II) kann man auch sebreiben: 

(^) 1» + ^ = 2 ^ i;(cot a cot ^ + cot a ' cot ^) , 

wenn man beachtet, daB 

4A' ""«fc'c'ein 
^«J^^+jl„cot^ + coty. 

Ist 9 der Winkel der Ebenen ABC, A'B'C\ so hat man entweder 
A — A'co89 oder A'^-Aoos^nnd die Formet (III) wird 

cosy 4" sec^) ™ 2^(cota cotß' + cota' cotß). 
Jbn besonderen Fslle, wo ^ß' ^y'^Y> ^^^^"^^ 

cos 9 MC 9f 2cot ei cot Y • 
Lattich, Mftn 1905. J. KausBM. 
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Die Bestinnniif einer beliebiKf u Hyperbel aus zwei glelduelUf en Uiperbein. 
Die Gleichung der BUipse in Yektorform lautet: 

(1) 0« » II OM 9 4- ^ 7' 

Daraus folgt olme weiteres die bekannte Konstruktion, nebe Fig. 1. 
Die enti|wechende Qleichung der Hyperbel iflt: 

(2) *- A ooflh ^ + Ii sink ^ 

* 

Ans dieser folgt die analoge Konstruktion d«r Hyperbel, ans den beiden 
gleiehseitigm Hypeibebi mit den Aehaen II und k, wie ^cgenige der Ellipse 
ans dm beiden Bjceisen mit den Dnrehmessem t nnd k. 




ng. 1. 



Ziehen wir min einen Strahl in der RicVitniig Tj und suchen auf die 
obige Weise den Kadiusvektor der Ellipse und denjenigen Jt^ der Hyperbel, 
SU fallen beide in eine gemeinf^ame Bichtungslinie. Wie man speziell die 
Asymptoten dar beliebigen Hyperbel ans denen der gleichseitigen findet, ist 
ohiie weiteres erricktlich. Dem zagehörigen EUipsenpnnkt entapricbt dann 
ein unendlich femer Punkt der HTperbel. 

Anhlv dw lUtltmiMlk vnd Phjralk. DL UMm. IX 14 
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Der Beweis für Vj^ fl V, k;\nn in folgender Weise geschdben. In Fig. 2 
ist ein Kreis und eine gleichseitige Hyperbel vom Radios 1 dargestellt. Ks 

ist nun: 

oosh ^ — IT OOS 9, sinh ^ » jc sin 9 

daher nach (l) vnd (S) 
(8) 9, - SU. 

1; ist eine Funktion von 9, die sich leiciit 
- bestintmen UÜtt Es ist^ weua wir 

X — coäh ]^ , y => sinh ^ 

setaen, 

— y' = ^* (cos* 9> — sin' 9) 1 , 
daher e^cos2q> => 1, 

Wir können uns also eine Hyperbel aus einer Ellipse mit gleichen 
Aeihsen entstanden denken, wdsm irir ^e BadienToktoren der Ellipse im 
Verhältnis 1 : z vergrößern. 

Wenn wir die Dyadifi^) ^ • , 1.. 

zur Darstellung der Ellipsengleichung verwenden, so haben wir: 




Wollen wir dieselbe Darstellung fOr die Hyperbel verwenden, so müssen 
wir <1> noch mit » multiplizieren, also: 

und 

(6) »A-'i^r.. 

T>ip Dyadic <X> im ersten Fall ist konstant, während die Dyadie V im 
zweiten Fall eine Funktion der Richtung des ist. 

Entsprechende Verallgemeinerungen werden sich im Räume ergeben. 

Vertnderliehe Dyadics werden sieb audi sonst zur DanteUuug von 
Karren und Fltchen yerwenden lassm. 

Stuttgart. ViOTOB Fucher. 



IBOl 



1) Über Djadics siehe Gibbs-Wilson, Teictoacanalysis. Nevyork u. London 
. Fiscbe[r, Vekkndiffeientiation und Vi^toiint^gration. Leipsig 1904, A. BarUa. 



Eine Eigensefcafl der Mf euMiteK CteuAsehen BlUpwnkte der Imaglniren 
Sehnlttponkte einer Oeniden mit einer FUeke S. 0. 

(1) A^'y»'^) = «ii^''+ rt„y'-|-2«45irr + .-.+ 2aj4xH ^^44 — 0 

die Gleichung einer Mittclpunktsflache 2. Ordnung J^- in reoLtwInklifren 
Koordinaten, so lüBt sich bekanntlich der Wert [{x^tlfif^i) fXa die Koordinaten 
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eines Punktes 2), der nicht auf der Fläche liegt, folgendermaßen deuten. 
Eine durch 7) prehendo Gerade sclnieido die Fläche in .4 und Ii: es sei 
D^ — r,, JJJi ^ i\\ Q die Länge des der Geraden parallelen Halbmessers 
dar FUtohe, x^, i/q, die Koordinaten des lOttelpnnktes 0 der IU<Ae, so ist 

oder wenn man /^^ '^^y ^ vC^, If, ') sefat, v(ai, ^i, - ~? .*) 

Dies ergibt sich wohl am ein&chaten, wenn man mit a, /3, y die Winkel 
der Geraden mit den KooidinatenadiMn, mit r die ^tfianrang des Punktet 
(Xf IT, g) TOQ (ssgitfii «i) beseiehnet, also die Gleicbnng der Geraden in die Form 

»— Xi + r.cos«, y — y, +r »cos/J, « — fj + r^ooey 
setzt und f{Xf |f, naoh Potenaen vom r entwickelt. Man exhIUt dann: 
(2) r, r, - (^±p^ und ebenso 

(S) ^t_/^«2iVL>, wo Ä-- 

co8*a + 2a,j coscfcos(54-ffMC08*/J+ 2aijCos«coay+2a|,0O8/Jcosjr4"<^0O8*7 
ist, und daraus foljft die erwühnto Beziehung. 

Jm fdgcrtdcn soll nun gezeigt werden, daß für eim durch D gehende^ 
die raffte nicht $ch»eidmde Gerade L 

tcenn p die Enl^emunif äiS Vunkics D von einem der „Gaußsdicn Bild- 
puttkie!"') der beidm kot^^igieri-imagmärm SdmUfpunkk von L mii F* fti 
der durdt L und 0 gehenden Ebene hegeiclni't. Diese Bildpunkte erhSlt 
man, wenn man in der genannten Ebene auf 7> im Zentrum C der durch 
f\ auf L erzeugten Involution konjugierter Punkte die Senkrechte errichtet 
und nach beiden Seiten von C aas eine Strecke gleich der Potenz der 
LüTolution abträgt (d. h. gleidi der Wnnel ans dem konstanten Produkt 
der Abstände, die awei involntoriscb gepaarte Punkte vom Paukte C be- 
sitzen). Die Endpunkte der Senkrechten sind dann die Gaußscben Bild- 
pnnkfn. Sie lassen sich auch definieren als das dritte Paar Gegene<^Ven 
eines vollständigen Vierseits, für das das gegebene Paar imaginärer Punkte 
und die beiden anMidlich fernen imaginftren Kreispunkte die anderen Gegen* 
eekenpaare sind. 

Die Gerade L sei durch zwei ihrer Punkte I){x^, und E(x.j^. -"j) 

bestimmt I>ie Koordinaten ihrer Schnittpunkte F und Q mit findet 
man, indem man in (l) 



1) Vj^l. Sulmoa-Fiedler, KegeUiehnitte. 5. Aufl. § 161. 

%) "Vgl. F. Klein, Torleinngen über nieht-euklidische Qe<9netria I. 8. 7S 
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einsetit \mi die Gleieliuiig nach k auflöst. Aus (I) witd, wenn man die 
NoiiMr fortbringt: 

4- 2Ä: . P + k'Sl - 0, worin 

Panns folgt: 

and man erliftlt denmach die Koordinaten von F besw. ff, wenn man in 

i5^-P±]/P»^S,5, * S,-P±J/P' — • 

die oberen, besw. die unteren Zeichen nimmt. 

Daran«; folcren mittels oiuor leichten Bechnung die Koordinaten des 

reellen Mittelpunktes C von FG: 

a^ig, - P) + T. (.Sr. - P) ^ y^(iS,-P) + y,(g.-P), l>(g;-r ) + z, ffl-f) 
Ä,-~2P-|-Sj ' ^-2P-i-fii ' ^i-2P4:'^ 

C teilt also im Verhiltnis 

^, — r 

Femer ergibt sich mit Hilfe der Koordinaten von F und G, wenn 
2>^-(Ä',-xJ' + 0^,-y,)« + (^,-rO«-<l" geeetrt wird, 

_ ££• (P' - 5 , 

denn der Ausdruck auf dor rechten Reite hat, da F und G konjugiert- 
imaginär sein sollen, einen reellen negativen Wert. Ebenso erhält man: 

CF* = -j^ — rrjrip^jif und folglich, wenn Q der Gaußsche Bildpunkt 
von F und G ist: 

«B« - «ö« + 0Ü> - + CB» - ^. ^ . 

Nun ist aber: 

fii + Ä, - 2P - «^1(05, - + 2a„(x, - Äi) (jri - y,) + a„(sfj - y,)« + 

wenn «, j3, y die Neigungswinkel von i gegen die Koordinatenachsen sind, 
aleo nach (3): 

-^ + 'Si-2P-~2. MiÜiin ist oder - 

Cbailottoibiiig, Dezember 1903. E. Ubtbr. 
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OWr den loytnMiBtoii IrreilvtlltoleB Full der taMteheB fiflelebnsf • 

Wenn mau den ineduzibelen Fali der kubischen Gleicbung ohne Horein- 
siehmig des Imaginären und zugleich ohne tmaymmetriflche Bevorzugung 
dner Wunri sn bändeln wflnscht, kuin man folgenden Weg') einacihlagen. 

Die GleiehiiBg sdt reellen Koeffiaenten laute 

(1) + Sa«* + 35« + « — 0. 
Wir setzen 

(2) « — «y + V 
und erhalten: 

(3) «V + 3(« + a)MV+ 3(tf' + 2av+ b)u» + (v* + da«* + Zbv + c) - 0. 

W^ir suchen u und v so zu. bestimmen, daß den drei (Ileichungen genügt wird: 

(4) « + a — — ^7«, + 2av + & — — i»*, 

V» + ^av* + Sbv + c — j«' 

Mnltipluteren wir die beiden ersten Gleidtnagen nnd rabtrebieren dann tod 
der dritten, so konunt S(5 ^ a*)v + « — 0, also: 

Wird naeh Binietning dieses Wertes für « die linke Seite der mittl«ren 
Gleidmng (4) negatiT, so wird u reell: 

und q reell 

(7) ff ;r— • 

Wir können also die Gleichung nun schreiben: — Sqy' — 3^ -f ■» 0 oder 



Wird hierin 3 = tg « gesetzt, so ist y = tg . Nehmen wir der Ein- 



1— »y* 

fachheit wepen, wie üblich a = U. ?:o haben wir folgende auf rein reellem 
W^e abgeleitete Lösung des in cduzibi l» n l 'ailes der kubischen Gleichung 

x' + 36j; 4- 0. 

1) Die Methode der Lösrmff stimmt der Sache nach mit der von F. H. Stell 
flberein („Mathematisch phyaikafiache Miscellen". ü. Progr. Bensheim 1876). Herr 
Matthiessen hat im Archiv (8) i, 109—110, 1902, dieee Lösung ebenfalls ohne 
Heranziehung den Imrif^nären abgeleitet. Obgleich also der Weg des Herrn Godt 
von dem des Herrn Matthiessen nicht ffetade abweicht, haben wir die vor- 
lieffende Kotiz wegen des interessanten mnweieee auf den Zuienunenhanff mit 
Mideren geometrischem fragen aufgenommen. Aed. 
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so smd die gesueliteii Wnneln: 

e , . o 
% iF + '^-^T' 

c , , «+2« 

Wer rieh xn Tergewissoru u ünschtf auf welchem natürlichen Wege diese 
Lösung zu finden, und wie einl'uch sie gpomf^triscli zu deuten ist, der ver- 
gleiche: Godt, Über einige sojj. merkwürdige Punkte des Dreiecks. Lübeck, 
Progr. des Kathanneums. 19U4. Nr. 63 und bemerke dabei nur, daß im 
TorUegenden Falle die Wimels der GleielmDg von den Paukten J und J' aoB 
diiroli Strahlen ausgeschnitten werden^ die paarweifle Winkel Ton 60* bilden. 

Ltfbeck, 5. Dezember 1904. W Qodt. 



4. Syreohsaal für die EncyUopftdle der mafbeiiiatiflelieii Wisteiiseliafteii. 

[Biosendiingen fflr den Spieehsaal erbittet Franz Meyer, KOmigtbeig i. Br., 

Mitteitiagheim 61.J 

Zu Band Ig, Seite 577. 

Li Fußnote 69- lies: Beelhoff, Zeitsefar. Math. Phys. 81, 1686, 

u 

p. 166—173. — Im Texte, Zeile 5/4 von unten fttge hinzu: + 1 ist 
durch 319 489 x 974 489 teilbar, nach Cunningham, Brit Assoc. Bep. 
1899, p. 653 — 654. VielleicV ! 1 (te hinzugefügt werden können, dafi nadi 

Eisenstein 9 -|- 1, 2*+ 1, 2^+1, 2*'+ 1 lauter Pkimzahlen sind, sowie 

daß nach Catalan (M^. matL I, p. 376, 1885) 2"-! Prinuahl ist, 
fikllsj) — 2' — 1. (Beide Behnnptimgen sind noch unbewiesen.) 

ttber die Zerlegung der Zahlen in Faktoren i^t in England in neuerer 
Zeit ^Educ. Times, Mess. oi Math, usw.) sein* viel geschrieben; die wichtigsten 
Abhandlungen sind: 

G. E. Bickmore, On the numericsl fsetors of 1. Hess. (2) 25» 
1—44: 2ß, 1 — 38. (1895/61 

W. D. Christie, Noteon the factorizalion etc. Ed. T.61), 09 — 104. (1898). 

H. L Wood all, Method on factorization. Ed. T. 70, 68—71; 71, 
124-125. (1899). 

D. Biddle, A further method etc. Mess. (2) 80, 66—70. (1900). 
TV Biddle, Note on the reduction of fonnulae ete. Ed. T. 74, 147—152. 

J. Tennan, On the factorization of high numbers. Mess. (2) 30, 
190—199. (1901). 

A. Cunningham and Gullen, On idoneal numbers. Brit Ass. Bep. 

(1901) 552. 

Cunningham gibt in seinen zablreiehen Arbeiten auch mehrere nütsliche 
Tabellen, so dreiziftVige Endungen von (juadratzahlen. 

Potsdam, am 25. März 1905. Otto Meisskbb. 
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Zu Bd. IV, Abschn. 39, S. 412. 

Die Kennzsiohen der Beweglichkeit ebener einfacher Fachwerke. 
(Ammg tm einem Briefe ton M. Grübler an L. Henneberg.')) 

Im Bd. IV 1 der „Encyklopädie der mathematischen Wissenschaften" 
schließen Sie den Abschnitt (S. 412) Ihres Artikels über die graphische 
Sutik mit dem folgenden Satz: ,^uch die angeführten Untersuchungen von 
M. Grübler, in denen die Drabmigneiitreii d«r eimelmn SISbe benimmt 
worden, haben sn einer Methode vor Untersoohung des Grenzfalles gefOhrt. 
Diesalba Iftuft jsdoch im wesentlichen auf die MeUiode twi H, MflUeivBreslaii 
hinaus, insofern die* Endpunkte dor 
normalen Geschwindigkeiten auch als ^ 
Drehungszentren angesehen werden f \ ff? 

hOnnen**. Diese Behauptung trifft je* 
doch nicht zu. Das von mir in der 
Ri- Tn<1 Zeit. 1887 S. 51 tnid 1888 
S. 278 mitgeteilte Kennzeichen der Be- 
weglichkeit eines ebenen einfachen Fach- 
werkea beruht darauf, daA das Fach« 
werk in den fraglichen Fällen als über* 
gpscMos«'"ne kinematische Kette ange- 
sehen werden kann. T>ipgen dann die 
Pole ( Drchuiigszeutren) der Relativbe- 
wegnngen irgend dreier nidit in einem 
Knotenpunkte zusanunenstoßender Glicdor auf einer Geraden, so ist das 
Faehwerk bewegli'h. i:n anderen Falle nicht. So ist z. TJ. das bei.stebende 
Fachwerk ( s. die Figur) beweglich oder nicht, wenn die drei Pole A, B, C 
der Belatiybewegungen der beiden Dreiecke 1 und // und des Viereckes /// 
in einer Geraden liegen oder nidit Die Methode von MUller-Breslaa 
dagegen beruht darauf, daß die Endpunkte der senkrechten Geschwindigkeiten 
eines ebenen starren Systems flx i dessen komplaner Bewegung) ein ähnliches 
und ähnlichliegondes System bilden. Läßt sich also zu einem ebenen 
einfachen Fachwerke ein ähnliches und ähulichliegendes Faohwerk zeichnen, 
flo ist enteres starr, im anderen Falle niohi Die beiden Methoden haben 
wegen der Verschiedenheit ihres Ausgangspunktes keinen inneren Zusammen- 
hang und sind folgüoh nicht auf emander surQokfDhrbar. 

Zu demselben Artikel, p. 351, Note 9 teilt mir Herr C. F. Geiser mit» 
daß Culmann ni lit der erste Direktor des Zflricher Polytechnikums war 
(er war Direktor von 1872 — 1875). L. UsNM£ii£&a. 

1) Mit Genehmigung von Hemi M. Grfibler von Herrn L. Hennebeiv übersaadi 




5. Bei der £edaii:tioii eingegangene Biiclidr. 

0. voK vnn zu Aufmbsii, Die physikalischen Eigenschafteu der Seen. Aas der 
Sammlung ,,Die Wissenschaft' Heft 4. Bramischweig 1905, Yieweg u. Sohn 12U S. 

P. Bacbmaw, Zahlentheoiie. T. AUgendne Aiitiimelüt der ZahlenkQxper. Leipzig 
190«, B. O. Tenbner. 648 S. Vt JL 
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A. BökscH, Bericht nlier Lotaliwoühungon (1903). Abdr. %. d. AUiaild. d. 14. 
allgeiu. Konf. d. int«mat. Krdm. Leiden liKJ&. 

A. CiuiBKiRA. Quelques mots aux le« math^matiquea en Portugal. Notice et defense 
des travaux. Avec biognpliie de rMteiir p«r A. S. LnCM. LimboB 1906, 
I. d'Andrade. 64 S. 

IKe Neubauten dei königlichen Sächsischen Technischen Uochschule zu Dresden. 
1906. 60 8. 

0. Frölich, Die Entwicklung der elektrinchen Messungen. Sammlnng aus „Die 

Wissonschaft". Brannschwci^' 1905, Yiewoj? & Sohn. 192 S. «VKO .iC 

E. Grimhehl, Angewandte Futeutialtheorie I. Leipiug li>Oö, Göschen. (Sammlung 

Schubert 88) «• S. 6 UK 

O. Gl T.scjCK, Mathcmatiache Übungsaufgaben T ripzig lüO.'), P H Tpubnor 82 S. 
E. Jahkkx, Vorlesungen über die Yektoienrechnung. Mit 82 Figuren im Text 

Leipzig 1905, B. 0. Tenbner. M6 8. 5,60 JC 

O. 0. Jambs, Elements ot the kinematics of a |>oint and the ratioiud Tinf**«ft»«f 

of a particle. New York 1905, John Wiley und Sons. 176 S. 5 ^. 

M. Krausk, Über die Eefonnbesürebungen auf dem Gebiete de§ mathematischen 

ütttemciht« auf hdheni Schalen Mit 1890, üttbesondere Aber die EinAhrang der 

Differential- und Integralredurang in dleielbeo. Abk der notnrw. Oea. Ins 

in Dresden, 1904, Heft Tl. 
L. Kbuokk, Über die Ausgleichung von bedingten Beobachtungen in zwei Gruppen. 

VefOffientlichaiig des Kgl. pieaft. geod&t Inst. Leipzig 1906, B. O. Teubner. S4 8. 
Laodkrbk. ^''nivre« publikes sous Ips auspices de l'acad^mie des sciences par 

KM. Ch. Uermitc, H. Poiucarä et E. Kouch^. Tome ü. Qeom^tne. Paria 1906, 

Oattfhier-Vfllan. 716 8. 
W. LouBY, über die Wohltat imd das Werden der ZaU. FMigr. OTinnas. 

<4'->rlitz 1905. 10 S. 

G. Maulku, Physikalische Aufgabensammlung. Leipzig 1905, Göschen, Sammlung 
Göschen Nr. 848. 117 8. 0,80 UK 

E. Maim.kt, Lea rf voH et Tin.spiration mathdmatiques (E&qnMe et I^Sldtats). 
Extrait du Bull, de la 8oc. Pbilomat. 1905. 44 S. 

R. Maroolokoo, Meccanica razionale. I. Cinematica — Stalica 271 S. L. 3. — 
n. Dinamica. Principi di idromeccanica. 324 S. Milano 1906, U. HoepU. h, S. 
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tnber Tetraeder, deren Kanten eme Fi&clie zweiter Ordnung 

beriiliren. 

Von Ts. Rbtb in Stnßburg i. K 

£m Tetraeder und «ine Flache zweiter OrdnoDg nenne ich „ein 
ander anbeschrieben^, wenn die sechs Kanten des Tetraeders die Fläche 
berühren. Von ihnen gelten folgende Sätse, die mir bia auf einzelne 
Ben zu sein scheinen. 

1. Einer Flache zweiter Ordnung lassen sich oo* Tetraeder an- 
beschreibeii; doch sind diese nnr dann reell, wenn die Fläche keine 
reelle Gerade enthält. 

2. Jede Tancjente t einer nii ht geradlinigen Fläche i' - aweiter Ord- 
nung, z B. einer Kugelflache, ist Kante von oq' der Flüche aubcschriebenen 
Tetraedern. Zwei beliebige Punkte von / sind Eckpunkte von oo* 
dieser Tetraeder: der Ort ihrer übrigen Eckpunktt^ ist cm Kegelschnitt, 
der die zu t polare Tangente in ihrem Schnittpunkt mit i berührt. 
Jedes Tangentendreieck der Fläche ist in zwei ihr anb^chriebenen 
Tetraedern enthalten. 

3. Zwei Ebenen a, ß, die sich in einer Tangente t der Fläche 
schneiden, sind in oo^ der Fläche an beschriebenen Tetraedern enthalten. 
Die übrigen Ebenen dieser Tetraeder umhüllen einen Kegel zweiter 
Ordnung, der die zu t polare Tjingente und die Schnittkurveu von 
mit a und ß enthält. Jedes Taugentendreikout der Fläche ist in zwei 
ihr anbeschriebenen Tetraedern enthalten. 

4. Ton einem der Fläche F^ zweiter Ordnung anbeidmebenen 
TetrMder amd allemal die G^nkanten koiyngiert in besag auf F*, 
d. h. jede sehier Kanten tehndidei die Polai« der gegenfiberliegaiden 
Kante (2., 3.). Die Kanten nnd Eckpunkte der anbeaehriebenen redlen 
Tetraeder liegen alle auf einer (der ftnfieren) Seite der Flache. 

5. Die Polarebenen der Eckpunkte eines der iläcke aobe- 
flckriebenen TetraederB bilden ein sweites ihr anbesdiriebenes Tetraeder. 
Die aw5]f Kanten dieser beiden Tetraeder sind paarweise reaiprok polar 
nnd berfdiieu die FUU^e in den nämlichen sechs Punkten. Jede Kante 
des dnen Tetraeders schneidet swei GegoaJcanten des andern (4.); die 

AtMt Ut MsIhMiMlIlt will Pliyrik. UI. R«llM^ IX. 15 
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Tetraeder sind demnach ^deamiseh^ und liegen auf Tier Arten per* 
epektiv. 

6* Die sechs Ebenen, die je eine Ktuite eines der anbeschrieheneii 
Tetraeders mit dem BerQhrangspimkte und der Polare der gegenüber- 
liegenden Kante verbinden, schneiden sich in einem Punkte S und an 
dreien in den vier Geraden, die S mit den vier Eckpunkten verbinden: 
in demselben Punkte S schneiden eidi folglich die drei Geraden ^, die 
die Berührungspunkte von je zwei Gegonkanten verbinden (Steiuer*)), 
Der Punkt S möge der „Beröhmngspol" der Fläche und des ihr an- 
beechriebenen Tetraeders heißen; er liegt innerhalb der Flache. 

7. Die Redls Schnittpunkte der Tetraederkanten mit den Polaren 
ihrer Oe'^enkanteii liegen in einer E])ene o und zu dreien in den vier 
Sclinittgerudeii von 6 mit den Ebenen des Tetraeders. Bezüglich der 
Fläche F- ist ö die Polarebene des Renihmngspoles S. Die drei Paar 
Berührungsebenen von F', in denen die drei Paar Ge«7f>nkanten des 
Tetraeders liegen, schneiden Bich in drei Geraden //, der l\l)i'ue ö, näm- 
lich in den Polaren der drei Geraden die die Berührungspunkte von 
je zwei Gegenkanteu verbmds ii. 

8. Diese drei Geraden fi sind konjugiert und bilden mit ihren 
Polaren die drei Paar Gegenkanteu eines PolartetraedcrB \on F^. 
Das aubeschriebene Tetraeder und das zu ihm polare bilden mit diesem 
Polartetraeder ein „desmisches Tripel''. Kämlich jede Kante eines 
beliebigen der drei Tetraeder sebneidet zwei Paar G^^enkanten der 
beiden Hbrigen in zwei Punkten nnd liegt mit ihnen in swei Bbenen: 
diese Ebenen sind duteb awei Ebenen des Tetraeders hamomsch ge- 
trennt, die beidoa Schnittpunkte aber dnrdt zwei seiner Eckpunkte. 
Jede Eboie des Tetraeders ist die Involuticnsebene, nnd der gegenfibw- 
liegende Eckpunkt ist das InvolutionBRentrum einer Perspektiven In- 
Tolntiony die die flbrigen beiden Tetraeder ineinander trausformiert*) 

9. Einem gegebenen Tetraeder lasssn sich oo* Flächen F* «weiter 
Ordnung anbeschreiben. Wird sein Bertihrungspol 8 beliebig ange- 
nommen, so sind die Berfihmngspunkte der sedis Kanten bestimmt (€,) 
und mit ihnen eine der anbeschriebenen Fliehen .F' (Steiner a. a. 0.). 

10. Zwei Käunie lassen sich koUinear so aufeinander beuebra, 
daß in ihnen awei Tetraeder, die je einer fläche aweiter Ordnung an> 

1) Vgl. ITermes in Crollea Jounaal ß6 S. 213 (1859); Stophanos in Bulletin 
des «ciences matb. et astron., 2*. Serie, t. 3 (1879); Veronese im Memorie della 
R. Acead. dei Lincei (1880—81); Heye in Acta rnaili. I S. 99 (1882). 

S) Steiner, Geaanimelie Werke I S. 187 und in Oergonnet Annales de 
Math, t 19 p. 1— 8. 

S) Beye in Acta math. I S. 100. 
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be8chrte1>en maä, imd aof^eich derai Berfllirungspole «nandwr eni» 
sprechen. Die beiden Fl&ehea aber entepieohen daiui einander in den 
kolUnearen R&nmen (9.), sind also kollinear aufeinander bezogen. 

11. Eine FUehe aweiier Ordnung gebt bekanntlich dnich oo* 
EoUineationen in sieh lelbrt fiber. Die ihr anbesehriebenen oo* Tetra- 
eder werden dureh dieee EoUineationen ineinander traneformiert, und 
«war ein beliebiges Ton ihnen in jedes der flbrigen Tetraeder dnreh 24 
der Kollineationen (vgl. 10.). 

18. Einer Engel n lassen sieh eo' regolire Tetraeder anbeecbreiben. 
Sie gelten durch Drehungen um die Durchmesser yon x indnander 
Qber und haben das Engelientnmi sum gemeinsamen BertthmngspoL 
Sie alle sind einer mit n konsentrisdien Engel »| einbeschrieben und 
einer anderen konzentrischen it^ umbesehxieben; die Radien TOn x, 
und 9Ct verhalten sich wie 1 : V^3 : V|. Jede Tangente t der Engel n 
ist Eante Ton einem der anbeschriebenen regulären Tetraeder; seine 
drei Paar Gegenkanten kreuzen sich rechtwinklig, und ihre Berührungs- 
punkte liegen auf drei konjugierten Durchmessern der Kugel. Je zxrei 
dieser Durchmesser bilden mit den Richtungen der beiden Gegenkanten, 
die den dritten Durchmesser schneiden, zwei halbe rechte Winkel; sie 
trennen also die unendlidi fernen Punkte dieser awei Gegenkanten 
hannonisch. 

13. Jeder nicht geradlinigen Fläche i<^' zweiter Ordnung lassen sich 
oo' Tetraeder so anbeschreiben, daß sie einen beliebigen von F' ein- 
geschlossenen Punkt S zum gemeinsamen Berfihnintrspol haben (V2., 10.). 
Sie alle sind einer zweiten Fläche Ff zweiter Ordnung ein- und einer 
dritten umbeschrieben. Die Flächen /' ■', F-^, I-'l berüliren sich 
längs des imaginären Kegelschnittes, den füp l'olarebene von S mit F* 
gemein hat. Jede Tangeute / von / '- ist Kaute von einem der oo' Tetra- 
eder; die ihr gegenüberliegende Kante sehneidet die zu f polnre 
Tangente (4.) und berührt /''- in d^m I'unkt»», der mit S und dem 
Berühnuigspunkte von / m emer Geraden hegt. Die Berührungspunkte 
<it'r üV)r!i:i ii y.wpi Paar Gegenkanteu des Tetraeders lie<;en mit S in^ 
zwt'i kunjugierlea (leratleu g'\ welche die rolare von // solineiden 
und die Schnittpunkte dieser Polare und der Tangenten t, /, harmonisch 
trennen (12.). Sie sind hiernach konstruierbar, durch sie aber sind 
die übrigen vier mit t und ^ inzidenten Tetraederkanten bestimmt. 

14. Jech^r außerhallj der Fläche F' gelegene Punkt A ist Eekjiunkt 
von ihr anbeschriebenen Tetraedern {2,). Diese werden dureh die 
oo' KoUineationen, für welche F^ und Ä invariant sind, ineinander 
iransformierfc. In ihnen liegen dem Eckpunkte A die oo' Berührungs- 
ebenen einer Fläche zweiter Ordnung gegenüber, und zwar jede der 
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Eben€ii in oo* der Tetraeder; dieBS oo' Tetraeder aber haben alle den- 
selben Bertihrungspol & Der Cht der Beruh nmgspole jener cc' an- 
beschriebenen Tetraeder, die A zum Eckpunkt haben, ist eine (lUohe 
zweiter Ordnung; sie berührt die Flache F* länge ihrer Schnittkarre 

mit der PolaroLene von A. 

15. Jede die Fläche JF'* schneidende Ebene « ist in oq' der Fläche 
anbeschriebenen Tetraedern enthalten (3.). In ihnen liegen der Ebene « 
die Punkte einer Fläche zweit^^r Ordmmg gegenüber, und zwar jeder 
der Punkte in "x' der TetriiP(l«^»r: fliesR ■v.' Totraedpr haben jUIh den- 
selben Berühruiigspol. Der Ort der Berülmingspole jener anbe- 
scliriebenen Tetraeder, die die Ebene a enthalten, ist eine Fläehe 
zweiter Ordnung; sie berührt die FEche längs ihrer iSchnittkurve 
mit a. 

Straßburg, 27. Juni 1905. 



Zur Lehre voii den quadratischen Resten. 

Von L. SaalsghOtz in Eönigabeig In Pr. 

1. Die fnlirpuden üntersnchungon beziehen sich auf quadratische 
Beste und ^ichtreste der Primzahlen von der Form 

1» — 4n + 1. 

Bezeichnen wir mit a einen quadratischen Rest, mit h einen quadra- 
tischen Nichtrest f&r j», so lautet das Eulersche Kriterium dafür, ub 
eine gegebene Zahl Rest oder Niehtreet ist, folgendermaßen*): 

' (mod. 2)). 



(1) 



6»-^-lJ 



Damit beweist man leidit folgenden bereits bekannten Sats: 

Saig L Ist a quadraHst^ Besi ßr so ist anuk p — a 

quadraUsdter Best, ist h guadraüst^ NUMresi, so p — b d)ettfaß8,^ 
bisbesondwe sind 1 und — 1 quadratische Beeta 
3« Satt IL JUe quadratische» Beste MerfäBen in eteei Gruppen vtm je 

n JSlemenie»; die Etemeute der ersten Gruppe sinäj ßr den ModtU p, 

Jmgment den Quadraten von Besten, diejenigen der anderen Gruppe 

kongruent den Q^iadraten von NiMtsten, 

1) Siebe z. B. Bachmana, „Niedere Zehtentheorie", 1. Teil liM in de» 
Teubnerechea Sammlmif ron fliafbematuehen Ldubüebem, Seite 188, auf 
welches Werk sich auch ilie folgenden Zitate besiehen. 

2) Siehe a. a. 0. S. 300. 
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JBnMur. Sei ein quadratiaeher Rest, dann ki a] auch rfuadra- 
iiacher Rest oder kongraeat einem solchen, etwa (mod. p). Nach 
Satz I ist dann j> — 04 ebenfalls ein qnadiatisolier Best; also haben wir 

(2) (j) — = = (mod. p). 

Ist nun ein von «, und von p — verschiedener quadratit^cUer 
Rest und so ist 

- = («t - (mod. i^), 

aber a, + nicht gleich p und < 2j», also inkongruent p, und ~ 
ebenfieüls, folglich sind und voneinander Terschieden. Aus den 
2» quadratischen Resten erhalten wir also n Tsrsehiedene Werte: 

Die noch fibrigen 71 quadraüsehen Reste sind nidit k<mgni«nt den 
Quadraten tou Besten, sie können abo nur, da a' inkongrucait is^ 
den Quadraten Ton Niehfewsten kongruent sein. Wir bezeichnen sie mit 

V, V, V3 . . . v„. 

Spf/pti wir in {!) q statt a^, v statt b', wobei wir, wie im folgenden, 
irgend ein i l>elii'l)iy"es ) Element aus der Klasse der (p) einfach mit 
ein solches iivi^ h i Klasse der in einfach mit v bezeichnen, 80 er- 
geben sich die charaktenstischeu Gleiclinmgen: 

(3) p- s 1, = - 1 (mod. p). 

Insbeeondere ist für ein ungerades n: 1 ein — 1 ein t^, f&r ein 
gerades n sind beide: 1 wie — 1, sa den ^ gehörig. Darau.s folgt: 

Sait HL ht für ein ungerades n der quadratiseke Best a ein q, 
») ist p — a (oder —a) ein v, und umgeJctkrt; ßr ein gerades n jedodi 
gehären a und p-^a jßeiduäUg 0ur Kla^ dar q oder zur Klnsse der v. 

Sind femer ^4, ^j^, v<, ht^Udtige üemetUe aus der Klasse dir 9, 
h€zü(jlich der v, so sind (>a • Vj,, Qa ' '^i ^ Produlte quadratiscJier 

Beste wieder qnadraUsthe lieste; welcher KUuse sie aber OMgehöreHf sagt 
der folgende Satz. 

Sats IV. Das Produkt zweier ElrniDtfi' nt(s der Klasse der {^q) 
odrr -ueirr Elemente aus der Klasse der ( v i achofi zur Klasse der {q\ 
da.-i Frodaki eitu^ Elementes aus dir Klasse der [q] umi eines Elementes 
aus der Klasse der (y) geiwrl zur Klasse da- (v), oder in verkürztem 
Ausdrude: 

Denn in der Tat ist uach (H): 

(v^ • i/J" = 1, . j;,)" = - 1 (mod. j>), 
womit der Beweis geführt ist 
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Multipliziert man vwei Nichtreste miteinander, so kuD ein q oder 

ein V entstehen; man kann aber die Nichtreste so in swei Gruppen 
verteilen, daß man sofort eneben kann, welche Art ?on gnndimtiichein 
Eeefe durch das Produkt hervorgebracht vrird. 

Ein einfaches Verfahren zu diesem Zwecke ist folgendes. Man 
greife irgend einen Nichtieet, er sei b^y heraiu, mnltipliaere ihn mit 
allen Nicbtr^ten: diejenigen, die dabei ein v ergeben, ^tze man mit 
in eine Gruppe, die anderen in eine andere Gruppe, dann ist das Pro- 
dukt zweier Zahlen derselben Gruppe ein v, zweier Zahlen aus yer- 
achiedenen Gnippon ein o. Der Beweis bfrulit auf folgendem Satze. 

Gibt das l'rodukt zweier Nichtreste im«! ein r, so verhalten 
sie sich einem drittm Xichtrest g^etrenüher irleirliartig, ergibt das 
Produkt ein q, so verhalten sie sich einem dritten Nichtrest gegenüber 
ungleichartig. Denn 

ihW - *' " ^kh • ■ 

8* Wir baben nnnmebr zn nnteracheiden,« ob n ungerade oder 
gerade hsL 

Quadrieren wir im ersten Falle, also wenn p Ton der Form 
|) <— 8# + 5, die Großen g^, Qm so können nur wieder q 

entstehen, (auch die Quadrate der v liefern dieselben p); da aber weder 
ein kongruent einem q^, noch fsieho Satz III) ein gl kongruent 
einem ist, so kann sich die Anzahl der p dabei nicht weiter Ter^ 
ringein, hingegen können sie in einzelne Gruppen oder Teriodeny wie 
wir es nennen wollen, zerfallen, wovon wir später ansfübrlidier reden 
werden. YgL die angefügten Beispiele. 

Ist jedoch » (feroiie, also j} * 8 J -{- 1» so setzen wir 2m, statt n 
und ordnen die beiden Gruppen der quadratischen tteste der Größe nach 

(9) Qi = 1» (>» ■ •• (>„,+l, • • • V.-U 9nr 

dann ist (nach Satz DI) 

und daher 

Erbeben wir also die (p) zum Quadrat^ so ersdieineu wieder Ele- 
mente der Reihe q, aber jedes zweimal, wir erhalten also nur von- 
einander verschiedene Elemente, die wir als p' bezeicbnen wollen. 
Quadrieren wir die (1^), so erscheinen auch Elemente aus der Reibe 
der (p); da aber weder ein v gleich einem noch gleich |» — f ^ ist» 
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so «ind diese verschieden von den (q'), wir Tiriiru ii sie v aud er 
halten somit die beiden voneinauder vcrschiedeueu (iruppea: 

V) «'in • • • 

welche zusanmien die (^) bilden. 

Die Kongruenzen (3) schreiben wir jetzt in der Form 

(6) (pj)"» s q^^i = 1, (v^)". = 1/;»« s — 1 (mod. p) 

tind sdiliefien daranB wie früher 

(6) g* X ff ^ ff'f r' X v' = p', x v = v . 

Dm Ftodnkt sweier v ist nacli (4) ein ff, ob aber ein oder v', 
laßt sich mit Hilfe eines bestimmten v und eines bestimmten oder 
auch nur eines bestimmten v in ähnlicher Art feststellen, wie es am 
Ende von 2. bezQglich der Niehtreste gesohah. Wir gehen aber 
darauf nidit naher ein. 

Ist «1 miga'cuJe, so ist, (5) zufolge, 1 ein p', — 1 ein v', also ist 
wegen der 3ten (6) ~ ein v', oder es ist, bei beliebiger Annahme 
des Index h nnd richtig dasn gewähltem Index t: 

(7) + — 1». 

Bei weiterer Quadrierung reproduzieren sieh die qI, und die v]* 
ergeben ebenfalls die gl, da beide Sorten (|U,4diHLi«cher Reste Teile 
von bilden, durch deren i^u.idrieniuir keine anderen Zahku als die 
entstehen. Weitere Qnadrierung veranlaßt also keine neuen Spaltungen, 
sondern die Gruppe ((>') bleibt allein und unverändert bestehen. 

Ist % gerade «- 2n^, nnd denken wir nns die p«, wie die vi, der 
Größe nach geordnet, so ist 

durch die Qnndriening der q' entsteht ein zweimal erscheinendes, 
System der p', das wir als {q") bezeichnen, durch Quadrierung der v' 
ergibt sich, ebenfalls r.weimal, das System der anderen Elemente der ^ii, 
wir bezeichnen dasselbe als (v"), also 

(») «1«! •■•«%; 

(fO »w...»;. 

Die (p") und die (v") bilden zusanmien die (q). In dieser Art kann 
man nnn weiter fortfahren, bis man su zwei Systemen mit ungerader 
Ansahl nt der Elemente und ^ gelangt, bei welchen die Operation 
ihr Ende erreiehi 
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Für alle diese Systeme gelten, wie leicht zu sehen, folgende mit 
(6) und \p)f sowie mit (4) und (6) analoge Gleichungen: 

(8) pf>"* s 1, »^)*' s - 1 (mod. p), *7* 

(9) p(*)xpW-^W, »><^»xiit*)-pW, ^Wxi^«) -!»<•>. 

Dagegen ist tÜr s < < 

(10) pf> -P, v</)+*j:>^.,_,=«p, 

aber fÖr * — <: 

(11) »i? + »?+,_. -K- 

4. Bevor wir (üese allgemeinen Betrachtungen zum Absehliili 
In iiiLri n, sehalten wir einige speziellere Sätze ein, ohne jedoch deren 
Beweis hinzuzufügend) 

Satz V. FolgoKtr Simmm: die Summe der (q). ine die der (v), die 
Summe drr (q"), wie die der (v') usw., etidliih di(' Summe der ine 
die der (v" sind sämtlich durcfi p teilbar. (Nur wenn n, =■ 1, = 1, 
p „ 1 , friff ciiif, Ausncdime ein, indem die kizten Summen nidU 
durch p (eilbdr sind.) 

Sat£ 17. Ergäiizuny des sogeminnten G außsdteu Lemmas.^) Man 
maltiplizicre einen zur Prüfumj vorydcgtcn quadrtüischen Best a mit dm 
n Niditrestm unterhalb \ p und mtehe die positkm oder negatioe»f absolui 
kleinsten Beete nach p auf; isi die ÄmM der negativen Besie im- 
gerade, so gehört a fw Klasee {kr v, ist sie gerade, so gdiiSrt a mr 
Klasse der q. 

SatM VII. Die ZcM 2« ^ |(p - 1) » r qwidreMadter Nidttrest 
oder Best, je nwMm n ungerade oder gerade ist, dagegen ist n immer 
qitadra^sdier Best und ewar immer ein (f, 

let n gerade so gehört r snr Klasse der ^ oder zur Klasse der v, 
je naehdem die Zahl 2 (die Air ein gerades n immer quadratischer 
Rest ist) zur Klasse der ^ oder aar Klasse der v gehdrt 

Satz VIII. Bemehnen wir das hiknuall 1 . . . ii ob das Ite, 
n H- 1 ... 2 m als das 2te, so gdten folgende Ergänzungen hekamUer Sätee^ 
0>er die VerteUwtg der quadratischen Rnife jind Nichtre^te. 

Für ungerades n ist die Anzahl der v im Iten Intenrall gleich der 
Anzahl der ungeraden v in den Iten beiden, und die Anzahl der u 
im 2ten Interyall gleich degenigen der geraden v in den Iten beiden. 
Genaa ebenso fär die q. 

1) Die Beweise bi-tindeii sich in deu üäaden der geehrten Eedaktion. 

2) Siehe a, a. O. S. 100. 

8) Siehe a. a. 0. S. SOOff. 
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Fflr gerades n, ftOs 2 nur KImbo der q gehört, ist die Anzahl 
der V im Iten Literrall gleich deijenigm der geraden v in den Iten 
beiden und die Anaahl der v im Sten Inierrall fßeixik derjenigen der 
ungeraden v in den lien beiden; fidle aber die Zahl 2 sur Khwae der 
V gehSrty ist die Anzahl der v im Iten InterraU gleich de^enigen der 
geraden q in doi Iten beiden, nnd die Anzahl der v im 2ten InterraU 
gleich derjenigen der ungeraden q in den Iten beiden. Hier darf 
nicht V mit q Tertauscht w^en. 

Satz IX. Für ein gerades n ist die Atizahl der qniadratischen Herste, 
wie die der Niehtreste in jedem der beiden Jntervatte \ ...n und -h 1 ... 2t» 
gerade oder Utterode, je nadidem 2 der Klasse der q oder der Klasse . 
der V angehörL 

Sota X BedeM b eine» hdielngen Niehtrest, und ist wieder 
r — ^ 2n, 90 is$ 

l-2*3...r = «'fc* (mod. |>), »—±1 

worin der Wert von e unter anderem auch von dem gewählten h ab- 
hängig ist. 

Jet n ungerade, ao ist 

JT— 1 - 2 • '6 . . . nx l ' d • b . . . (r — 1) ^ e (mod. j^j, 

und < bestimmt sich nadi folgender Regel: 

Man aaUe die qnadxutiechsn Nichtreste unter den Zahlen 1, 2, 3, ... n, 
ihre Anzahl aei dann sammle man die Nichtreste nnto: den Zahlen 2, 
4, 6, ... n — 1 nnd » + 2, n-i-4, ...r— 1 nnd entscheide*), ob ihr 
Produkt q EU den v oder zn den q gehört^ aetze endlich • 



(1, w 

dann ist 



euii ein Vf 



Ist n eine gerade Zahl = 2n^, so läßt sich der Satz auch auf die 
Fonn bringen: 

1 . 2 • 3 . . . r = ± v"' (mod. p), 

worin v ein beliebiges aus der Klasse der v bedeutet, oder auch, wenn 
2 ZOT Klasse der v gehört^ auf die Form: 

^-i s ± 1 (mod jp). 



1) Wenn man will, mittel« der am Ende 7<m 8. mitget^tea Methode. 
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Auch hier ist die Bestimmung des Zeichens mSglidi, jedoeh so wdt« 

läufig, daß wir Ton der Dnrchfühnuig absehen. 

5* Wir hii1)eu die quadratischen Reste für eine Primzahl der 
Form ji ■> 4fi 4- 1 für ungerades und fdr gerades n durch fortgesetztes 
Quadrieren bis auf ein System dntt ungeraden Anzahl von Elementen 
gebracht. Wir wollen nun zeigen, wie man dies System mittels anderer 
Hilfsmittel erhalten und daraus nach and nach auf die qnadratischai 
Beste znrupkscliließen kann. 

Die Elemente dieses äystema sind: 

oder wenn wir der Kürze wegeu r statt ni und a statt q^'^ schreiben: 

(12) tfj - 1, rf„ tf„ , . . 

Die ö können sich durch nochmaliges Quadrieren in ihrer Ge- 
samtheit nicht mehr veiändem, da nach (9) 6 • 6 6, also auch <fl =^ 
ist^ nnd da ferner die Summe irgend welcher zweier nicht »= p (siehe 11)) 
nnd also aneh kein Element p—i (oder — 1) unter ihnen TOriumden 
ist; wir können sie daher so geordnet denken, daB folgendes System 
Ton Gleichungen besteht 

(13) ül - Ö5, öl :^c- <y^, ffj = cJft, . . . tfÜ» ^ tf, (mod. p), 
daraus folgt 

(14) ^ tf, oder cf-'-' = 1 (mod. p). 
Hierbei kann m gleich oder kleiner als t sein; da nnn auch 

(15) * = 1 («»od- p)f 

so muß 2*""^ — 1 mit/) — 1 oder, da ersteres ungerade ist, mit t einen 
Faktor gemeinsam haben. Ist r eine Primzahl, so muß es ein Teiler 
von 2*~* — 1 seiu, und int noch 2 primitive Wurzel für t, so muß 
m = T sein. In diesem Falle, und mir in diesem 1 alle, besteht alsu 
das System der tf, abgesehen von der 1, ans einer Periode. Ist t eine 
Primzalil, für welche 2 nicht primitive Wur/el ist, so gehört 2 zu 
einem Exponenten d, der ein Teiler von r — 1 ist, und zwar sei 
T — 1 — kd'^ dann erhalten wir A: Perioden zu je d Gliedern. 

Allgemein ist aher in folgender Art an yerfUiren. Sei i eine primi' 
tive Wnnel der £ongruems 

(16) iT» = 1 (mod. ;)), 

d. h. der ersten Kongruenz (8) für s = t, der jedes ff genügen muß. 
Daun lassen sich die quadratischen "Rente a der Zeile (12) so ordnen: 

* 1, fc, 4*, 4% ...r-s 
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und es kommt die Angabe äsnaS hinaus^ die Exponenten 1, 2, 3, . . ^ 
t — l, X zweckmäßig sa grappioea. Sei mm iigrad ein Teiler 
von t mit EinsdÜDß Ton 1 nnd Ton x selbst, nnd bedeute 9 die be- 
kannte sablenibeoietisdhe Funktion, so ist bekanntUch 

k 

und man erhält die gewünschte Anordnung, indem aiaii sich einer 
gebräuchlichen Beweiatnethode dieses Satzes erinnert. Versteht man 
nämlich allgemein unter ^(n) den Inbegriff aller Zahlen, die Meiner 

als n und zu n teikrfreiud sind, so bilde man die Zalilen ^ ^{^U), 

Ä = 1, 2, i), . . ., wobei ) 1 ist. Wie man leicht übersieht, wird 
dabei die j^fanze Reihe der Zahlen 1, 2, 3, . . . r genau reproduziert.') 
Sei nun d irgenfl rinnr der Teiler d^, (L, d^, . . so trilt, da alle 
Teiler ungerade und somit 2 prim gegen alle ist, die Kongruenz 

(17) 2»W 3 1 (mod, d). 

Gehöre nnn 2 zam Exponenten ^ » d (nnr wenn d eine Frinusahl- 

potenz is^ kann 2 eine pfimitive Wurzel der Eongraenz (17) sein), so 
lassen sieh d der Zalilen 0((i) 1, 2 etc dareh Potenzen von 2 dar- 
stellen, an deren Stelle für Süden >d selbstTerstSadlich die Reste 
nach d zw snb^^tituieren sind. Ist dies geschehoi, so nehme man irgend 
eine andere der Zahlen <P (<0, etwa g] auch diese genllgt der Kongruenz 

(18) 1 (moi rf); 
da nun auch 

_ 2-' s 1 (mod. d) 

1 ISrispicl T 45 3* n. 

d, = i6.*(c<j) = l,2,4,7,8, U, 13, 14, 

16,17,19,22,28,26,28, T _ . . . /j * 

2y,81,82;34,S7;S8;41, * W - 1. ' »(d,)-84| 

43, 44; 

rf, = 15, ^{d,) = 1, 2, 4, 7, 8, 1 1, Id. 14; = 3, 6, 12,21, 24, a3, 39,429,(rf,) = 8; 

<^-6,#(ii)-l.a,«,4{ J^#(i^)-*,18,«7,86 v(d,)- 4j 
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ist, WO Ä irgend eine der Zahlen l, 2, ... 6 bedeutet, so ist auch 2* • e 
eine Wuizcl der Kongruenz (18), d. h. die Zahlen e, 2z, 2^z, . . . 2^-^z 
gehören ebenfalls der Reihe an. Ist die Ziüilenreihe damit 

noch nicht erschöpft, bo kann man eine der nodi flbrigen Zahlen^ 
etwa s^, hmoflgretfen und die Gruppe 2<?j, 2*jri, . . . 2*~'if, bilden, 
und wenn man \\\ dieser Art weiter fortführt, so zerteilt man da- 
durch die Zahlen ^{d) in h Gruppen zu je d Zahlen. Nimmt man 

die Zahlen einer solchen Gruppe nach Multiplikation mit ^ als £x« 

ponenten yon | an, wie a. B. 

(19) 1^', I* **, l^ '", ...e^ "' \ 

so hat man dadurch eine Periode der qmuhafi^chm Ufsfr a r/eiconnen, 
d. h. eine Bflhc r<»i ZaJden, dorn jfde das Quadrat drr voraiKjehenden 
und dcrrn trst-e das Qua^Irat der letzten ist. Vollführt man diese Ope- 
ration für alle Teiler von r, so hat man dadurdi alle qwiäratisciien 
lieste 6 in Vrrioden dtrr (jesdiilderteu Art (/f teilt. — - 

Eiue jirimitivc Wurzel $ der Kongruenz t U3) kauu leicht mit Hilfe 
der pritiiitiven \Vur/eln für Primzahlen, für welche Tabellen vorhanden 
sind, ermittelt werden, ist nämlich X eine primitive Wurzel für j>, und ist 

(20) p'^^An-i-l, n^qt, 

no ist 

(21) I - - 

Denn l' ^ ^ X*^* s — X*'^\ da nun X primitiTe Wune! für p ist, so 
kann nor X** = —l (mod. p) sein, also ist (mod. p), Ware 

aber schon |* ^ 1 (mod. p\ wo «e ein Teiler yon t, also anch ungerade 
sein mußte, so wäre wegen (21) X*'^=—l (mod.j9), also X*"^^ 1 (mod. p), 
wo «(g<if, also X gegen die Voraussetsung keine primitiTe Wurzel 
f&r p wärei 

6. Sind nunmehr die tf oder ff^ in der beschriebenen Art ermitt«lt^ 
so können wir umgekehrt siimtliche quadratischen Lieste und Nichts 
reste für p finden. Zuerst folgen sehr leicht die f^'' mittels (11) aus 
den Q^'\ Die und die v*" bilden zusammen die p^'"*'. Um die 
zn finden, suche man unter den i>^'^ ein Quadrat oder eine Zahl, 
die, um ein Vielfaches Ton p vermehrt, ein Quadrat ist Eine solche 
Zahl zu finden, ist immer möglich. Di - riach Belieben positiv oder 
negativ genommene Quadratwurzel aus dieser Zahl ist ein i>^*~*\ wir 
nennen es v|,'~*^; multipliziert mau dieses mit allen ()^'~*', so erhält 
man sämtliche Die und die j--' bilden zusammen die 

und die t^*—^'> findet man aus den j/^'-*) und den in gleicher 
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Alt wie die ans den and dea und so kann man bis 

zu den p und v, und sebliefilich bis sn den a and h gelange, wobei 
man die letsteren mittele der v tmd der a odor einfacher, indem man 
die von a nieht okknpierten Piatee der Zahlenreihe 1, 2^ ... 4» für 
die & in Anbruch nimmt^ finden kann. 

B&i^ia p^tt, n-18, n^-v-e, $-2. 

Far — 9, d; - 3, «-1 Bind die Zahlengn^pen ^^(d^(h — 1, 2, 3) 
folgende: 1, 2, 4, 8, 7, 5; 3, 6; 9. IHe Ueinete primitiTe Wurzel fttr 
73 ist 5, also nach (21) 

I = - 6* - 32 (med. 73) 

odtt anch 

I = 32« s 2 (med. 73), 

da der Exponent 2 prim gegen « — 9 ist IGt { — 2 erhalten wir die 
Perioden ftr oder 9': 

p'>» 2, 4, 16, 37, 55, 32; 8, 64; 1, aleo der Grdße nach: 

p' = 1, 2, 4, 8, 16, 32, 37, 55, 57, 64; darans v*^p- (f. 

V = 9, 18, 36, 41, 57, 65, 69, 71, 72. 
^4>' = 219 = 0, = 438-0 (mod. 73). 

Quadrate unter den v sind 9 und 36, also können wir fÖr eine der 

Zahlen ± 3 oder ± 6 nehmen. Z. B. wird für = 3: v — 3, 6, 12 etc. 

27, 54^ 108 SS 35 etc^ also der Größe nach geordnet: 

9 « 1, 2, 4 8, 9, 16, 18, 32, 36, 37, 41, 55, 64^ 65, 69, 71, 72; 

y » 3, 6, 12, 19, 23, 24, 25, 27, 35, 38, 46, 48, 49, 50, 54, 61, 67, 70. 

Die (> und die v bildeu zusummeu die quadratischen Reste, die zwischen 
1 und 72 fehlenden Zahlen sind die quadratischen Nichtreete. 

7. Weiten BeUpieie, — 1) Für p Ton der Poim 8* + 5 : i> = 29, 37, 
63, 61; 2) für p Ton der Form 8* + 1 rj) — 17, 41. 

p = 2 a = 1, 4, 5, 6, 7, 9, 13, 16, 20, 22, 23, 24, 25, 28. 

p - 1, 7, 16, 20, 23, 24, 25; «/ = 4, 5, 6, 9, 13, 22, 28. 

Perioden der 9 » 1; 7, 20, 23; 16, 24^ 25. 

p - 37. a - 1, 3, 4, 7, 9, 10, 11, 12, 16, 21, 25, 26, 27, 28, 30, 33, 34, 3a 
9 - 1, 7, 9, 10, 12, 16, 26, 33, 34; V » 3, 4, 11, 21, 25, 27, 28, 30, 36. 

Pt riodoii der - 1; 7, 12, 33, 16, 34, 9; 10, 26. 

j, = 53. a « 1, 4, 6, 7, 9, 10, 11, 13, 15, 16, 17, 24, 25, 28, 29, 36, 

37, 38, 40, 42, 43, 44, 46, 47, 49, 52. 
^ - 1, 10, 13, 15, 16, 24, 28, 36, 42, 44, 46, 47, 49; 
v»4, 6, 7, 9, 11, 17, 25, 29, 37, 38, 40, 43, 52. 
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Perioden der p - 1; 10, 47, 36, 24, 46, 7, 49, 16, 44^ 38, 42, 15, 13. 

j,-61. «= 1, a, 4, 5, 9, 12, 13, 14, 15, 16, Ii*, 20, 22, 25, 27, 34, 

36, 39, 41, 42, 4;'), 4(>, 47, 4s, 49, 52, 56, 57, 58, 60. 
p - 1, 9, 12, 13, 15, 16, 20, 22, 25, 34, 42, 47, 56, 57, 58; 
v » 3, 4 5, 14, 19, 27, 36, 39, 41, 45, 46, 48, 49, 52, 60; 

Perioden der p = l; 13, 47; 9, 20, 34, 58; 12, 22, 57, 16; 15, 42, 56, 25. 
p =17. a = 1, 2, 4, 8, 9. 13, 15, 16; 
= 1, 4, 13, 16; V - 2, Ö, ü, 15; q = 1, 16; v - 4, 13; q " = 1; 

v" - 16. 

p^U, a~l, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 16, 18, 20, 21, 23, 25, 31, 32, 33, 

36, 37, 39, 40. 

() = 1, 4, 10, 16, 18, 23, 25, 31, 37, 40. 
«r ^ 2, 5, 8, 9, 20, 21, 32, 33, 36, 39. 

1, 10, 16, 18, 37; v = 4, 23, 2.5, 31, 40. 
Perioden der 1; 10, 18, 37. 16. 

Königsberg, d. 9. Januar 1Ü04. 



Ober die Erseugenden der i'iäclie 2* Ordnuug. 

Von Otto Staude in Rostock. 

Die analytische Bestimmung der Erzeugendon einor durcli ihre 
Gleichung gegebenoi Fläche 2. Ordnung wird gewöhnlich an eine 
Normalform dieser Gleichung angeknüpft.') Dabei erledigt sich das 
Problem zwar einfacher, aber sein Charakter tritt weniger deutlich her- 
vor, als bei Zngrandelegung der allgemeinen Gleichung der Fläche 
2. Ordnung. 

Der Kempnnkt des Problems ist iiäraUch die Bestinimiing der 
Wurzeln und Eiementartciler (Miior Diirnnoxiufp 6. Grndpi^. !>!»' De- 
terminanten dieser Art sind ^'anz allgfineiii von Voss^) uut* in ht 
worden. Aber seine Be/ui<-liuungBweise pjißt sich nicht utuii t toibur 
an die übliche Benennung (k'r Plückersehen LinitMikoonlinateu an. 
Bei der Wichtigkeit des Problems dürfte es diilier angemessen sein, 
demselben eine unabhängige Darstellung zu widmen, welche, ohne all- 
gemeine Sätze vorauszusetzen, doch die analjtischen Grundl^en des 

1) Wie hei Lindemann, TerleBongeii Aber Geometrie (Raum) S. 144. 
t) Votg, Math. Ann. 10 (18T6) R. 14Si It (187B) 8. SSO. 
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Probien» in aUgemeiner Fassung hervortreten läßt. Dies ist in No. 1 — 10 
der Yorliegenden Abliandlmig gcflchehen, indem die Gleichungen Toa 
zweimal 6 linearen Komplexen (Formeln (24) tmd (25)) hergeleitet 
Bind, Ton denen je drei eine Schar von Eneagenden der al^mein ge- 
gebenen Fläche (1) und (2) bestimm on. 

Im Anachlaß hieran ist in No. 11 — 18 die bisher noch nicht be^ 
handelte Fmge nach den analytischen Kriterien für die Unabhiintrig 
keit irgriid dreier von den genannten Komplexen erledigt. Den Mittel- 
punkt dieser Betrachtung bilden gewisse Identitäten (No. 17), welche 
die Erzengnng der Fläche 2. Ordnung und 2. Klasse durch drei lineare 
Komplexe unmittelbar zum Ausdruck bringfn. 

1. Bpseiehwimjcfh — Die GJnrhnn</f n rhur Flüdie 2. Ordnung und 
2. Klasse iu Punkt- und Ebeneukoordinaten seien: 

4 4 

(1) /■ ^ - 0 {-u-^ik) 

t 1 

und 

4 4 

(2) J'-^^^,ti.«.-0, 

1 1 

wo die Koeffizienten A^^ die ünterdeterminanten der nidtt versdtwitidm- 
den BeUrmmntei 

(3) ^-|a„| 

bedeuten. 

Die üiUerdeterminanten 2. Grades Ton A: 



«im «U 



sind durch eine Zellenkombiiuitiou Id und eine K'(dounenkombLDatiou 
mn bestimmt. Wir bezeichnen^) die Kombinationen: 

(5) kl 23, 31, 12, 14, 24, 34 

bei fester Reihenfolge der beiden Elemente k und l bezüglich mit: 

(6) Ä-1, 2, 3, 4, ö, 6 
und setzen demzufolge: 

wenn kl die Äte und mn die ite Kombination der Heihe (5) ist, z. B. 



1) Naeh BaltseT« Dclennimmten. 4. Aufl. 8. 9. 
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Wegen a^^, » a^^ ist auch 

(8) «w-«i». 

Ifit ^ beseiclmen wir die zu h „toi/>2em«Nlar0" Eombination der 
Bdlie (5), die mit k eosammen alle 4 Zahlen 12 84 enfhslt, s. B. 
;^-24 ni ik-Sl. 

Zwisehen den Untflidetoniiiiianteik e^i bestehen die Be&ehungen^): 

g 

(9) = J. für wi = i ; = 0 für w 4- L 
1 

Die G Struhlenkoordinaten der Verbrndun^lime zweier Punkte 
nnd x^^> bezeichnen wir mit Benutssong der Nummern (6) für die Kom- 
binationen (6) mit: 
(10) 

Diese Kuordmaieu erfüllen die Bedingung: 

8 

2. Bedimjmuicn drr Krzt'ugvmien th-r Fh'irf/f — Zwischen zwei 
regiproken Polaren p und p' der Fläche (1) bestehen die (5 (ileichungeu^): 

6 

(12) - ^'««p„ *-i,t,a,4,«,«, 

wo Q einen FkoportionalUfttsfiiktor bedeutet. 

EuM ErMeugende p der FUUshe ist durch die Eigenechaft gekom- 
zeiehnety daß sie mit ihm reziproken Polaren p' sasammeofSllt Ihre 
Koordinaten mflesen also die 6 Olmehungen erfBlIen: 

zu denen noch die Forderuii*' ( 1 1) tritt. 

3. Die Determhmnte des I'rohlnm. — Damit die 6 linearen homo- 
genen Gleichungen (13) zwischen den 6 Größen bestehen können, 
maß zuerst der Faktor q eine Wurzel der Qlekhung 6, Grades sein: 



1) Ebenda, S. 80. 

"i) Liudemaun, Yorl&s. über Geometrie (HautD), S. 142. 
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2dä 



(14; t^i^Q) - 



«11 


0^1 


«13 




«15 


«1(5 


«II 


«tt 


«W 




««-* 


«M 


% 


«tt 




«u 


«15 


«S4-P 




«4t 


«4» 


«44 


«tf 


«M 


«61 




«fii 


<%4 


«M 


«%S 


«61 


«6> 


«»-9 


«W 


«46 


«M 



0, 



deren Eigenschaften wir suerst ermitteln. 

4. Die JRenpromiäi der Gkkkunff 0(if) ^0, — Die Detenninante 

(15) . 0(O) = A = 1«„1 

hat') den Wert: 

(IG) A - Ä*. 

Man «"halt uiia, indem man A in der Form: 
(17) A - 



«44 


«46 


«4« 


«41 


«42 


«43 


«S4 


«» 


«M 


«61 


«»• 


«66 


«M 


«f» 


«W 


«« 


«61 


«<B 


«14 


«1» 


«1« 


«II 


«It 


«» 


«14 


«tt 


«M 


«tl 


«n 


<4f 


«14 


«» 


«M 


«tt 


«n 


«66 



anwendet, nach dem MultipIikationagesetK der Determinanten und unter 
Boratating der Gleichongen (9): 





- «51 Q 


-«6!P 


-«uP 


-«s.P 


-«aiP 










— «S«C 


-«3>P 


-«48? 


-«53(» 




-«isC 


-«saP 


-«33C 


— «44^ 


~«64^ 






-%4^ 


-«64^ 


-«46«> 












~«46P 


-«669 


-««(> 


-«l«P 


-««(» 





oder wenn man roohts den Faktor ( qY' heraushebt, die drei letzten 
Eolouneu mit den drei ersten und mit a^^ vertauscht: 



(18) 



.l'-«(f)--V=«(^)'j 



1) Nach B&lizer, Üctenuwiauteu, ä. 68. 

2) Vgl. YoBH, Ann. 18 (1878) S. 822; vgl. aueh BalUer, Det S. 184; 
EnsyUopftdie I B 8, S. m 

AmMt VMbtaullk maA Vtgmik, Ht StllM. IZ. 16 
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Setzt man in diPHP Gleichung für (^{ii) eme ganze Funktion 
6. Grades mit un'M stimniten Koeffizienten ein und wrtrleieht beiderseits 
die Koeftizieuteu gleicher Potenzen von p, so er^il)t sicli, daß der 
Koeffizient Ton verschwindeu muß, im übrigen aber die 
Form hat: 

(19) &{q) - ^» - Ä^bQ - Acq' t CQ* + V - 9^, 

wo f&r 9(0) der Wert (15), (16) gesetzt ist, ( und e aber noch ni 
bestimmeii bleiben. 

5, BesHmmung des Koefjßjfimtm h, — Den Koeffisienten: —Ä*b 
Ton Q exhSli man nach (14) auch in der Form: 

- - - - -^i^: + + ^j- - («M +«»+ <%)•■) 

Der Faktor von — 2Ä- aber, die Summe der drei Unterdetermiiiauteu 
a,4, «jjj, int Null'), 80 daü: b = U, und damit nach (19); 

(20) «(p) - il« - ^cp« + cp* - p». 

(>. DdvS Produkt ■ &( — p). — Multipliziert man die Detennmaut^ 
(-)(q) aus il4) mit der Determinante q), für die num aber die 

in (17) für A getroöene Anordnung der Zeilen und Kolonnen wählt, 
80 folgt nach (9): 



e(9) . «(- = 


Ä 


0 


0 


0 


0 


0 




0 




0 


0 


0 


0 




0 


0 


A- 


p> 0 


0 


0 



oder^j: 

(21) ^{ff) ' ö(~ (f)^iÄ~ ff^y. 

7. 9(p) ak wMändiger Kubus, » Nach (20) ist nun e(- p) 
— e(p) und daher nach (21): 

und, da nach (20) p* den Koeffizienten — 1 hat^): 
(28) «(rt- (4 

1} Nach den Frank eschen Stttien, nach denen allgemein ~— — J.''fle{}, 

▼gl. Franke, J. f. Math. «1 (1863) S. 36&; Baltser, Dei 8. 63. 
S) Wie direkt am d«r Definition (4) folgt. 

3) VkI. Vobb, Math, Aon 13 S. 825. 

4) Zuiu Verj^li'kli sei bL-niL-rkt, «laß die Determinante öi'(>) mcIioh in dom 
aUge$ncintn Kalle, wo die Elemente der (vgl. (4)) nicht der Bedingung 
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Ihe (TMcAm^ 6. Chades (14) hiU alao Mwei dreifa(^ Wvndn: 

(23) ^ - -i- VÄ und ^ — — VÄ, 

8. Die ElmmtarkSkr vom — Nioh dem Hnltiplilaitioiis- 
Terfahreu Ton No. isti wenn wir für die Bildung der Ableitangen 
Ton Torilbeigehead % und ale verBcliieden bebandeln: 



0 10 0 

«Sl «« «iS «J4 

a»i «« «M «M 



0 0 



■ t 

1 «44 «« «41 +^ «4« 



SS 



, '^I»* '^•W. %6 



«M-P «64*65 



«41 

«5S+P «M 

«tt ««« + (• 



«46 «56 «65 «l5«S5 + (>«>5 

0 A-^^O 0 0 0 

0 0 A-if* 0 0 0 



oder da nach (22): 
iet: 



Auf emtepredhende Weise erhSIt man: 



«46 ^ 
««« «M 



«41+^ «4f 
«%l «M 



naw. 



Jiwfe cie»- beiden dreifachen Wurzeln (23) der Determinante 6>((>) üit 
iilso zweifache Wurzel aller Unterdttcnnmanten 5. Graden und einfaciie 
Wurzel aller Unterdtterminanten 4. Grades.^) 

9. l 'oUjerungm für die Gleichungen (IH). — Die Gleichangen (13) 
können nach Nr. 3 nnd Nr. 7 nur bestehen^ wenn der Faktor q einen 



^ a^^ gcuagcu, emmei den Faktor A — hat Li dem SpeaitdfaU a^^ 0, 
«*, — ^ «I* -d — {«„0,4 + fl,t «,4 + «it«M)* «ad wird» 

(22) « (Ji - e«) (v^ + e)* = iV'Ä _ p) (yCS + ^)», 

fiUls yÄ^afs^^^-\-n^^aJ^'j-n^^n^^ genommen int. 

1) V^l. Voss, Ma-th. Ann. 10, S. 147. — Für die Determinante (22') in Nr. 7, 
Aumerkong, int die fünffache Wunel von &(() vierfache Wurzel aller Unter- 
detenninanten 6. Oradet iww. bis sulefot einfache Wnnel aller Unterdetenainaaten 
S. Oradaa. 
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der Werte (23) bat. Nach Nr. 2 sind nlso die Enseogendflii der Fläche 
darch das eine oder andere der beiden äleichongeasjeteme: 

r. 

(24) y^i>i-^'«*a»i, (2Ö) -ya.pi-.^««ft 

dargogtellt, m denen noch die Bedingung (11) tritt. 

Nach Nr. 8 sind aber in jedem solchen System drei Gleichnngen 
eine Folge der drei andern, so daß jedes die (Tleichuugen von drei 
tinearoi Komphxot vertritt. Die gemeinsamen Geraden von drei linearen 
Komplexen bilden aber eine Regelsrhar. In diesem Sinne stellen aho 
die Gleichnmjen^ysteme (24) und (JiöJ die beidm liegdscharm von Er- 
zeugenden der Fläcfie (1) dar. 

10, Besnehutig der beidm Rrrfclschuren untereinander. — Ist ;) 
irgend eine Gerade der einen und p' irgend eine der anderen Schar, 
HO ist nach (24) und der mit einer nur formellen Änderung geschriebe- 
neu Furmcl ^-5): 

i 6 

Durch Multiplikation h«id«r Oleicbnngen imd Snmmation fiber h 
folgt: 

^ 9 6 6/6 V 

1 1 1 \ 1 / 

oder nach (9): 

0 6 

- Ä ihp'k - Ä -^lUPj, 

1 1 

oder da beide Summen dieselben sind: 

6 

1 

Dies bedeutet aber, da A 4= 0, den Saie: 

Me Gtrade der einen Sdiar (24) oder (25) sdmeidet jede Oerade 
der andern. 

IL Bemerkui^ iäter die Bedingimg der vereinigt Zage von JPunH 
und Geraden. — Die Bedingungen flUr die Tereinigte Lage eines 
Pnnktes x und einer Geraden p Unten: 









=-0 








= 0 








= 0 








-0, 
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wo P|, P^f P4 nur ab AVkaxsaiigaii für die linken Seiten der 
Gleiehnngen gefankuoht werden. 

Betnushtei man hier die p äU geg^bemf der Bedingung (11) ge- 
nügende Größen, so tit^) die Determinante der in den x linearen 
Oleidrangen: 



0 


A 




Pi 




-A 


0 


A 


'P% 




Ih 




0 


A 




-Pi 




-P» 


0 





und Terachwinden andi alle ünterdetetminanten 3. Gradee ale Unter- 
determinanten 3. Gr^es einer yerecliwindenden eclii^Bn Determinante 
4. Grades.*) 'Den Gleichungen (26) genflgen daher 00* Punkte die 

schon durch zwei Gleichungen bestimmt sind. Z. B. geben f&r 4" G 
die beiden ersten Gleiehnngen und linear und homogen durch % 
und ;r, dargestellt 

Betrachtet man dagegen die x als gegeben, so genügen den 
Gleiehungon (20) 00' Gerade, die schon durch drei Gleichungen be- 
stimmt flind. Z. B. geben für x^^O die drei ersten Gleichungen Ai A» A 
linear und homogen durch p^,pr,, ;v, dargestellt Diese Werte Pu p^, p^ 
genügen aber yon selbst für alle Werte TOn p^, p^, p^ nieht nur der 
4. Gleichung (26), da identisch: 

P,x^ + P^x^ + P,a^ + P«»4 - 0, 

sondern auch der Gleichung (11), da identisch: 

Pt A + Aa + Aa - 

Als liiimrc Glcichutigm in dtn Ü (rrÖßen p ziüiku also die 1 
Gkichungen für 3 unabhängige umi iieiten als soldie die Gleidiutig 
(11) nach sicJi. 

13. Gerade wnd Pmikie der Begcl/läche dreiet Umarm Komplexe. — 
Die Oleidrangen dreier Hneanm Komi^eze seien: 

• 

(27) 

1 

Die gemeinhuiuen Ti^radeu der drei Ivomplexo bildeu eine Kegel- 
schar. Pioil.t der mit einer Geradm dtr liegeiichar vnriuigt 
Hegt, genügt den Gleichungen (20), während gleichzeitig zwischen deu 
6 Größen p die Gleichungen (27) und (11) bestehen. Nach Nr. 11 ist 

1) Liademann, a a. 0. 8. 101. 2) Baltier, Detemdn. S. 17. 
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aber, wenn ea ndi am Berechnung, bezüglich Klimination der p handelt^ 
eine der Gleichungen (2<)) — für x^=^0 die letaie — und die Gleidumg 
(11) flberflfissig. £b bleiben also nur 6 in den p lineare Qleiobangen: 



(28) 



— ^P« + aTjA 



Die Eliminaiion der p aus diesen gibt in: 



«11 


«If 




Ci4 
























CS4 




<^3«' 




0 


0 


0 






0 


^4 


0 




0 


-X, 


0 


0 


«4 






ö 1 



^0. 



-0 



die Bedingong fQr den Punkt x. Es ist die Gleickuty^ der Tiegdfiäcke 
dar 3 Kmplexe (27) m FmMoordkiaim. Die Gki^unffen (28) sdbet 
hedimmen die Koordirnäm p derjenigen Geraden der Begelschar (27), 
dte durtih elften gegebemm FwnM m der Flädie (29) geht 

13. Die Gleichung der Regelfläche der 3 Komplexe in Piadi- 
huordinateti. — Entwickelt man die Determinante (29) nach den Unter- 
deterrainanten der 3 eisten und 3 letsten Zeilen und seist sor Ab- 
kdnBuiig: 

(30) c,, c,^ - {klm) - - Qkm), 

















^1 





SO lautet die Gleichaug (29): 

(31) «i'i^-O, 

wo 

m) 9 = (234)a^ + (315)«} + (126)«» + (456)»} 

+ [(12Ö) + {U%)\x^x, + [(245) - {m^)\x,x, 

+ [(230) + (124) lu,,^:, + [(356) (145)]j:,r, 
+ 1(314) + i^22ü)\x^x, + [(164) - (256)K«4. 
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HStien wir bei vorstehendem Verfahren, statt die 4. Gleichung (26) 
wegzulassen (Nr. 12), die 1., 2. oder 3. w^ggelasMOi, so h&tten wir 
statt (31) eriialten: 

(33) Xi-g = 0 Xf'g^O ^^-p — 0. 

Da aber x^, x^, x^, nicht alle 0 sind, folgt aus (31) and (33): 

(34) - 0. 

Dks ist also die Gleichung (kr Begelfläciw 2. Ordmn^ der 3 Kom- 
plexe (27) in Punktkoardinaten; vgl. (32).'^) 

14. Die Gleiduniij der Ikytl/hu Jie der 3 Kotnplere in Efx-nen- 
hoordinaten. — Die zu Nr. 11 — IIJ duale Betrachtung ergibt als Be- 
dingung liaiüi^ (iaU eine Ebene li, mit einer gemeinsamen Geraden der 
Komplexe (^27) vereinigt liegt: 

(35) 







«Ii 


«14 


«16 


«1« 




<•« 






%) 














Ca« 


ü 




"t 


w* 


0 


0 




0 


- "i 


0 


"4 


0 




«1 


0 


0 


0 


«4 



oder nach den Unterdeteminanten 3. Giades der 3 ersten Zeilen ent- 
wickelt: 



(86) 

und ohne den Faktor «4: 



(37) Q - (661)«} + (642)«} + (4Ö3>»2 + (123)»} 
+ [(452) + (643)Hii, + r(612) - (681)li»,i»« 

H- -f (4ö1)]m3Ui + [(623) - {A\2)\a^a^ 

+ [(641) + (062)]»»«, -i- [(431) - (523)J«,u, 



-0. 



1) Die Ableitung der Gleichung (84), (SS) aus (27) ist zuerst von Plücker, 
Werke 1, S. 466; 605 '1865) und Nene Geometrie S. irjff. j^.-rjeben, femer 

auf verschiedenen Wegen von Gordan, Zeitschr. f. Math. 15i (.1868) S. 69; 
Cajley, Math. Ann. 4 (1871) S. 668; Pasch, J. f. Math. 75 (1873) S. 181 fL\ vgl. 
Salmos-Fiedler, Aanm 1, 4. Aufl., S. 14S. Doehlemann, Arch. Math. Phy». 
(S) 13 (18M) S. 196. Das Auftreten der ti&er/Mis^^m Faktoren j:^, 4^, a^, ia 
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Die Koeffinenten in (32) und (37) iinteno1i«id€ii neb nur dur^ 
Vertauadnmg der Indkes 1^ Ji, S hegSgUA mU 4, 5, 6, 

15. Die Fra^ der Jmwakl dreier unabhängiger unter den Gki' 
ehungm (24) und (2$). — Ans 3 von den 6 linearan Komptezen (24) 
oder (25) mflssen sieh nuh dem Verfahien Ton Nr. 12 — 14 wieder 
rüdcwärts die Gleiehungen (1) und (2) ergeben, wie ans (27) die 
Gleiehnngen (34), (32) und (37). Waren nun die Koeffizienten dieeer 
letetgenaDnien, falls wir fOr die 3 Komplexe (27) irgend 3 ane (24) 
oder (25) aasgewählte Komplexe annehmetti direkt wieder die Koeffi- 
uenten a^, und A^, von (1) und (2), 8o würden irgend drei Komplexe 
aus (24) oder (25) eiue Regelechar der Flache (1), (2) beetimmen. Das 
ist aber nicht der Fall 

Die Answahl von dreien unter den 6 Komplexen (24) oder (25) 
kann namlieh auf 20 Weisen geschehen. Dabei wird sich seigen, 
daß jrde dieser 20 Auswaiden durch eitlen gemeinsamen Faktor der 10 
Karffizienien der Cilcirlnoxi (34), (32) oder (37) charakterisiert ist, dessen 
Verschwinden im einzelnen Falle gerade die betr^ende Auswahl als 
unbrauchbar kennzeichnet. Um daher die Frage nach der Auswahl 
dreier unabhängiger unter dpn 6 Gleichungen (24) oder (2Ö) an ent- 
scheiden, müssen diese 20 Faktoren ermittelt werden. 

16, Die Unterdeterminanten 3. Orodes der Determinante K — Die 
in (32) und (37) mit (klm) bezeichneten Koeffizienten sind im vor^ 
liegenden Falle Unterdeterminanten der Determinante 9(^) in (14), ge- 

bfldet mit dem Werte p-±y^. Diese kommen aber im wesent- 
lichen anf die Unterdeterminanten 3. Grades der Determinante A in (15) 

zurück. Diese sind durch eine Zeilen- und eine Kolonnenkombination 
3. Grades der 6 Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, ü individualisiert. Beide Kom- 
binationen sind vertanschbar. Wir geben, ohne auf die einfache Ab- 
leitung') einzagehen, die Werte eines Teiles dieser UnterdeienniünnteQ 
3. Grades, soweit er hier in Frage kommt, in den folgenden drei 
Tabellen an: 



(8i) md 0^) liegt inaofero in d«i Natur der Sache« alt uhoD die Bediagaag«ii 

(36) Air die vereinigte Lage ron Punkt und Heraden „überzählig" sind, nnd steh 
ohne cino solche Vorauasctrnn^, wie «««i'O, nicht entacheiden Iftfit, welche von 

den 4 Gleichungen wegfalleu darf. 

1) Sie beruht im weseatlicben darauf, daß jede der Determioanten 3. Grades 
An gewuM Kj^i als ihre ütttetdetanoinanlen 9. Gnd«« hat, und daS daher rdek- 
wizti die Detenninanten der «cj^i lich dnndi Ä/^f und leine Elements amdriteksn, 

vor^'l. Baltzer, Det. S. ö8, sowie die Dissertation von F. Brockmann, Rostock 
1904. Einige der Fotmebi (SS) gibt Plflcker, Sjstem (1846)« S. VlUa, 
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(38) 





561 


642 


453 


123 


234 


315 


126 


456 


561 










0 


0 


0 


0 


642 










0 


0 


0 


0 


453, 











t) 


0 






123 










0 


0 


0 


0 


234 












AaU 




Aal 


315 


r: 










Aal, 


^< 


Aal 


126 


L . 










_ - 




^< 


456 1 












1 


Aai^ 



Dies bedeatet also %, B. dem 2. und 20. «asgefidlien Felde der 
TabeUe entspreehend: 

-0. 



*^fii I ~ "'^ij» 



%, «41 
«16 «M «11 



«14 «15 «11 
«J4 «15 «83 
«64 «M «M 



(39) 


245,364 


856, 145 


164, 256 


512, 613 


1623,421 


431,532 


561 














642 


^^a Ai 


AiAi 


Ai-^ 


^1*^41 




A^A^ 


453 


-^18 -^.i* 


— — ■ ■ 

A^Aj^^ 


^18^8 




^8^48 


Ag^A^ 


123 












•^«''*44 


- 


(40) 


512, 631 


623, 412 


431, 523 


245,d46|366, 154 


164, 265 


234 




-4«« »II 






-^«11 «41 




315 


Aa„a„ 


^«81«ll 


^öii«»i 






^«38 «42 


126 


Aa„a^ 






Aa^^a^^ 


^"1S«48 


'^"88«48 


456 


Aa^^a^ 


^«»4«14 


^«14 «14 


^^^14 «44 

i 




-^«84 «44 
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Hier kann von den 2 über jeder Kolonne stehenden Kombinationen so- 
wohl dir ei TN«, wie die aTidere genommen werdeUi alBo z. B. dem ersien 
Felde der Tabelle (39) entnommen: 



«15 


«J6 


«21 




«»5 


«36 


«31 


«4.S 

1 


«Ifi 


«41 




«65 


«66 


«61 


»«» 


«fi« 


«61 




«46 


«4» 


«u! 



= 44 



17, RSdi^lir vm dm GUidmigm (24) und (U5) zu (1) uml (2). — 
Unter BetmtKnng der Tftbelle in Nr. 1# ergibt sieh maa, wenn wir ron 
den 6 linearen Komplexen (24) etwa die der Zeilenkombination (123) 
entsprechenden herausgreifen und naeh (35) nnd (29) an der von ihnen 
erzeugten Regelfl&ehe Übergehen: 



(41) 



(42) 



i «II 


«1» 




«14 


-Vä 


«1« 


«1« 




«n 




«14 




«tt 










«M 




«36 


«I» 


0 - 


«8 


Mg 


«1 




0 


0 




0 - 


-«1 


0 




»4 


0 




«1 


ü 


0 




0 








«14- 




«1* 




«It 


«II «tt 


«» 


«M 




«t6- 


VA 


«M 


«81 «8» 


«33 


«84 




«U 






\x, 0 


0 


0 










0 


0 


^8 




0 






0 0 


«4 






«1 




0 



-»4^44^» 



- «4 y^'^u/". 



mit beliebigem, aber beiderseits gleichem Voneeichen Ton Yä, Die 
Hnhe wie die rechte Seite beider Gleichungen sind in den Eoeffiiienten 
tfj^i Ton f Yom 6. Grade. 

Die TdenfifMm (41) uml (42) sind für A^^ 0 (kr unmittelbare 
Ausdruck dafür, daß jede Tanymtkdehaie u und jeder Punkt x der 
FläcJie F = 0 oder f =0 mit einer gemeinsamen Geraden der 3 ersten 
Komplexe (24) vereinigt liegt. 

Wie mm der Zeilenkombiuation (VJ'^) hoini Ulx-rgang von (24) 
YM F der Faktor .1^, in (41) und beim Übergang zu / der Faktor 

-1,4 in (42 1 ents])rieht, so ergeben sieh für die 20 Zeilenkombi- 
nat loneu {klm\ der Gleichungen ^24j beim Übergang zu F folgende 
Faktoren ii. Grades in den a,^i 
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(661):^„ _ (642): J„ (463):^,, (128):^ 

(234 ) : a„ Vi4 (315) : a,j YA (126) : «1,3 VI (456) : a^YA 

{bl-^:A,,~u,,yÄ {iy2'6):A,,-a,,YÄ (431) = X„ - «„ l/Jl 
^ ^ (631):4i, + ö«,]/vl (412):vl„ + «„l/.4 (523) « + a, l/.4 
(245):^3-ai^/2. (^6) : A,, - n,,Y A (164) = - o«)/^ 
(364) : 4, + a,4l/Z (145) : A^^ + ömV^ (256) - A„ + (i„ j 

und })eim Übergang su f die nur um y^J. vou diesen vertichiedeueu 
Faktoren: 

(44) (561) : J,i YA (234) ; ^ö», (512) : Aa» - AuVÄ (245) : Aa^^ -AnVÄ mw. 

Die Formeln (41) bis (44) beziehen sich ftuf die 6 Gleichungen (24). 
Um sie auf die 6 Gleiehnngen (25) anzuwenden, hat man flfaerall das 

Yorseiehen ron YA nnixakehieni sodaß e. B. gegenflber (43) m den 
Eomhinationen (512), (631), (245), (864) die Faktoren gehöien: 

|(öl2):4^ + «„|/:i (24ö):^ + a„)a 
1(681): -4,4 -a„l/Z (364) : il,, - o,« yi new. 

i>»e ^(7 Faktoren (43) IfSrnm nm für A^O niemala aUe ver' 
sekwmden. Denn ans: 

A4-ä»/-ä='0 A,^ OnVA 0 

würde ioigeu: 

Iftt den SO Faktoren (43) würden daher alle 20 Eoeffiiienten 
and Ai^t in (1) nnd (2) Terschwinden, was ausgesehiossen ist. 

Daher hmn man aus (43) sM» einen nicht TerschwindcndNi Paktor 

nnd entsprechend »ne K(niibinaHm wm dreien der 6 Komfiexe (^4) oder 
(25) ammooMenf tvMe wuridiidi <lje Ftät^ (1), (2) ermufcn^ indem ihnen 
eine IdeniUät von der Form (41) oder (42) entspricht 

18. J3)hängi^6eU der AxawnkA vom VorMnehen von Y^. — pie 
Abhängigkeit eines Teils der Faktoren (43) yon dem Yorzeiehen Ton 

} A (vgl. (43) mit (45)) bedingt, liaß unter Umständen eine Zeileu- 
komhinationt die für eine der beiden lieyelscharen (2-1) und (25) zulääsiy 
iet, ea für die andere mcM 

Wir erläntem dies an dem Beispiel der Flache 2. 0. und 2. Kl.: 

/ «- 2at^Xf^ + ^a^^x^x^ — 0 , f — 2 J,,«,«, 2 Jj^UiK^ — 0. 
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«ss-0 a«-0 a„-0 «„-0 o^-O a«-0 
Wir TerfDg^n fiber das Voneichen tob indem wir setiem: 

Daun tiiid toh den 20 Faktoren (43) unr swei Ton 0 Terecliiedeii, 
nämlidi: 

(631) : A,^ + a„ l/X - 2a|,a„ , (364) : A„ + (iul/2- 2aoai, 
und von den 20 Faktoren (45) ebenso: 

(512) : A,, ^a,,yi~ 2ay,^^ , (245) : .4,, + V'? = 2o^rt? 



Daher sind ron {24) mir die Zeilenkombination^ (1^) und ^346), 
von (25) nur (125) und iMö^ zulasisig. 

In der Tat Terscbwuiden alle a^f bis auf die yier; 



Die Gleichungen (24) und (25) lauten daher mit Substitution des Wertes 
von YA und gekürzt: 



(24'; 



«üA + Ö|4P4 — Ö 



(25') 



ft-0 



wo die Sfariehe die Gleiehm^n andenteo^ deren dimtlkshe Ko^fixienten 
renchwinden Hier ist nnn evident^ daß hei (24') mir <lte Ztäe» (loü) 
und (346), hei (25') nur die ZeSkn (125) und (245) je 3 unMünifige 
Gleichungen bilden, wie es unsere allgemeine Theorie erfordert 

Kostock, den 31. Oktober 1903. 
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Neuere Ansdianimgen der ElebLtrizitätslelire mit besonderer 
Beeielmiig auf Probleme der Lnftelektrisität 

Von Eduard Riecke iu Göttingen. 
(SoUnfl.) 

9.^) ImvSdermg durd^ XaAoieHSitahlm. — Wir wanden tuu nun 
zu Untenaehungen, durch welclie die Ei^ebniBte der bislierigeD Be- 
tnudiiang nadi einer ganz anderen Seite liin ergänzt werden. Ale 
QueUttk der lomaierung haben wir bisher nnr die Flammen nnd die 
BSntgengtiaUen kennen gelemt. Es gibt aber noch eine Reihe 
anderer Yorgiuige^ durch welche in einaa neutrale Gase Ionen «nengt 
werden. 

Bei der lonenbildnng iu Flammen kann die Ureaehe der Er« 
scheinong in den ebemiichen Pk^ozeeeen liegen, die sich in der Flamme 
abspiele; die lonieierang kann auch eine ein&die Folge der erhöhten 
Temperatur' sein. Für die letztere Au£hssm^ qprioht der Umstand, 

daß die Luft auch durch erhitzte Metalle ionisiert werden kann. 

£ine sehr wichtige Beobachtmig, welche nach verschiedenen Seiten 
hin aufklärend gewirkt und eine neue Qndle der Ionisierung aufgedeckt 
hat, rerd Büken wir Louard. Es gelang ihm zunächst die Katho^en- 
strahlen, die in hochevakuierten Geißler sehen Röhren von der n^^ 
tiren Elektrode ausgesandt werden, in die freie Luft austreteu zu 
lassen. Es beruht dies auf der Fähigkeit jener Strahlen, dünne Metail- 
schichtcn z. B. Ahiminiumblatt zu dnrchdringon. Man vprschli(»ßt die 
Geißlersche Röhre auf der der Kathodo gpgonüberliet^enden Seite mit 
einer Metallplatte, die in der Mitte eine kleine Öffnung hat; diese 
wird mit einem Ahiminiumblatt überdeckt. Mau läßt nun aus diesem 
AJuminuimtenster Kathodenstrahlen in die Luft austreten. Stellt man 
vor das Fenster ein geiadines Elektroskop, so wird dieses entladen 
gleichgültig, welches das Zeichen der ihm mitgeteilten l^lektrizitiit ist. 
Die Wirkung beruht darauf, daß die Kathodenstrahien in der Luft 
Ionen erzeugen. Die Kathodenstrahlen selber bestehen aus negativ 
elektrischen Teilchen, Elektronen, deren Masse überaus klein, etwa 
20ü<J Mal kleiner als die eines Wassei^toffatomes ist. Durch die ab- 
stoßenden Kräfte, die von der negativen Ladung der Kathode ausgehen, 
werden sie Ton der letsteren gelöst und erlangen in dem vor der 
JCathode sieh aushreiteadeti Felde eine sehr grofte der Lichtgesehwin- 

1) Kiecke, Nachxidbtea der K. QeseUachalt der WiBnenHchallen in Böttingen, 
msth, phya. KL 190S. Heft II. 
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digkeit sich niiliernde Oescliwiudiglceit. Durch ibren Stoß /.erletjen sie 
die Molokülo der Luft in positiv »nid negativ eifktnsche Be.Mtuudteile; 
dinH»' müssen sicli dann wiedur mit ucntralen Molekülen der Luft ver- 
binden, um die Ionen zu bilden, welche, wie wir gesehen haben, ein 
größeres Gewicht als die Moleküle der Luft besitzen. 

10. Ionisierung durch uliravioleitc Strahlen. — Die ionisierende 
Wirkung der Kathodenstrahlen erklärt in i5ljenascheDder Weise eine 
andere von Ii all wachs entdeckte Tatsache. Wenn man eine negativ 
geladene Metallplatte mit ultraviolettem Lichte bestrahlt, so verliert 
rie ikre Ladung sehr schnell. Bei positiver Ladung tritt keine Änderung 
in den VerUUtninoi der Zentrenimg ein. Lenard hat gezeigt, daß 
die Ereeheinnng nieht durch eine unmittelbare Wirkung dee nltta- 
Tioletten Lichtes erzeugt wird. Die primire Wirkung besteht darin, 
daß die in der Platte abeorbierten Liehtstrahlem Kathodenstrahlen ans 
dem Metalle entviokeln. Diese führen n^tive Elektriaitilt mit sich 
fort und bedingen dadurch die rasche Zerstreunng der Ladnng. Dasu 
triigt aber noch ein zireiter Umstand bei; die Elektronen, die sich TOn 
dem Metslle Ifieeiiy stoßen anf die Holekflle der Lnft nnd erzengen 
podtive und negaÜTe Ionen. Die poeitiTea werden Ton der negatir 
elektrischen MetaUpIatte angen^en imd neutrslisieren einen Teil ihr» 
Ladung. Die ne^itiven Ionen werden al^estoßen und entfernen sich 

* Ton der Platte, bis sw ihre Ladung en irgend welche in der Umgebnng 
befindliche Konduktoren abgeben. 

Aus den Beobachtungen von Lenard folgt noch eine andnn 
wichtige Tatsache. Die ionisierende Wirkung von Kathodenstrahlen, 
din ans einer n^jativ geladenen Metallplatte durch Belichtung in einem 
luftverdttnnten Raum entwi ekelt werden, hört au^ wenn die Spannung 
der Platte wenigper als 11 Volt beträgt. Die Qesdiwindigkeit, welche 
die Elektronen unter diesen Umständen erreichen, ist etwa 2U0 Mal 
kleiner als die Lichtgeschwindigkeit. Bei noch kleineren Geschwindig- 
keiten sind also die Elektronen nicht mehr imstande die nentralen 
Moleknie der Luft in Ionen zu zerlegen. 

11. lonisicrniirj dnrcit HttqiunlstrciJUen: Jircqnrrrhirnhlrn louf h'a- 
thndrmtrMen. — Auf die im vorhergehenden he(ru( hiete Eigenschaft 
der Kathodenstrahlen reduziert sich noch eine Erzeugiuigsart der Ionen, 
die für uns von hervorragendem Interesse ist, die Erzeuguui: der Ionen 
durch Becquerelstrahlon. Die Entdeckung dieser Strahlen kn lpfi sieh 
zuerst an eine von Heequerel beobachtete Tatsache: das nieialli.sche 
Uran besitzt die Fähigkeit geladene Konduktoren, die in seine Niih»> 
gebracht werden, ilirer Elektrizität zu Ijerauhen. £s zeigte sich, daß 
diese Eigennchatt nicht dem Uran selber zukommt, sondern gewissen 
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Metallen, die allerdingB in yerschwindender Menge in (l<>n Uranerzen 
sich finden. Mau hat insbesondere von zwei solchen Metallen Ver- 
bindungen in annähernder Beinheit dargestellt^ von dem Badinm und 
dem Polonium. Das erste ist in seinen chemischen Reaktionen nahezu 
identisch mit dem Baryum, der zweite mit dem Wismuth. Außer in 
den Erzen des Urans finden sich diese Metalle auch in thorhiiltigen 
Mineralien. KürixT, welche wie das Radium und das Polonium die 
Eitjenschaft haben frelaclnnf Kon<lnktorpn zu entladen, neimen wir 
radioaktiv. Die weitere Lntersia huiit^ hat gezeigt, daß die radioaktiven 
Substanzen Strahlen aussenden, die im wesentlichen identisch sind mit 
den Kiitlin ItMi-trahleu. Wie diese erregen sie Fluoreszenz und benitzen 
photograpliist'iie Wirkungen; wie diese erzeugen sie Ionen und darauf 
Ix rulit ilire entladende Wirkung; sie unterscheiden sich aber von den 
Kathodenstrahlen durch die sehr viel größere Geschwindigkeit, mit der 
sich die Elektronen in ihmn bewegen. Nach den Messungen von 
Kaufriuiuii .steigt diese von 80 l)is auf 95 Prozent der Lichtgeschwin- 
digkeit, Zugleich hat sich aber uoch ein anderes höchst überraschendes 
Resultat ergeben. Bei den Kathodenstrahlen ist die Masse der sie 
Inldenden jßlektronen konstant d. b. unabhängig von ihrer Geschwindig- 
keit; Vei den Becquerelstrofalai dagegen wird diese Masse nmso größer, 
je größer ihre Geschwindigkeit ist Diese Veranderlichkeit der Masse 
einem fundamentalen Pkimeipe der Physik. Abraham hat 
den Widerspruch dnich eine mit den Beobaehtougen gut Uberein- 
stimmende Theorie in folgeodw Weise gehoben. Die Elektronen be- 
sitsen nach ihm fiberhanpi keine Masse in dem gewöhnlichen meehsp 
nischen Sinne. Sie eizengen aber doioh ihre Bewegni^ elektrische 
und magnetische Yerioiderangen in dem sie umgebenden Felde; diese 
wirken anf die ^bewegten Elektronen zurfick mit einer Kraft, die der 
Beschlennigong proportional nnd der Bewegnngsriditnng enig^n- 
gesetst isi So kommt ee, daß die Elektronen sich bewegen, als ob 
sie mechanische Masse besaßen; aber diese Masse ist abhängig Ton der 
Geschwindigkeit nnd von den elektromagnetischen Eigenschaften des 
die £Iektronen umgebenden KAumes^ sie ist nicht mechanischer 
sondern elektromagnetischer Natur. Körper, welche Becquerelstrahlen 
aussenden, verlieren hiemach nichts von ihrer ponderabeln Masse. 
Betrachten wir die negative Elektrizität als einen Bestandteil des Äthers^ 
so stellen sich Kathodenstrahlen und Becquerelstrahlrn als reine Vor- 
züge in diesem dar, als Vorgange die man dem Fortschreiten eines 
Wirbels in einer Flfissigkeit vergleichen kann. Es unterliegt keinem 
Zweifel, daB man damit der Wellentheorie der Kathodenstralden, wie 
sie von Uertz bevorzugt worden war, wieder näher gerückt ist 
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1 2. Induzirrlr JUtdioaktivifät. — Wir sind durch die letzten Be 
tnichtungeu über das gesteckte Ziel liinausgeführt worden, kehren aber 
nun zu diT Untersuchung der Becquerelstralilea zurück, um den t"rnh»'ren 
Bericht in einigen Punkten zu ergänzen. Zunächst ist zu beujt'rkeu, 
daß die Eigenschaft Becquerelstrahleu auszusenden nicht an einen 
bestimmten Aggregatzustand gebunden ist. Herr und Frau Curie, 
denen zm-rst die Darstellung von Kadiunisiilzen in annähernder Reinheit 
gehnigen ist, haben aus KaJiumprapaniten aktivr hase entwickelt. Als 
em weiteres bemerkenswertes Ergebiiis füJireu wir an, daß Körper, die 
sich in der Nähe von lladiumpriiparaten befinden, selber vorübergehend 
radioaktiv werden. Man bezeichnet die so erzeugte AkÜTifat als eine 
indnsietie. Es Iwideli eich dabei nicht um eine unmittelbftre Wirkung 
der Strahlen; dttm der Erfolg tritt aucli ein, wenn die zu aktiviereiiden 
Körper gegen direkte Strahlung geschfifst und Man kann dann 
denken, daA zunächet in der Luft ein radioakÜTea Qas entetehe und 
daß dieses die damit sur BerfiHruug gelangenden Kdiper aktiv macbe. 

Eine wichtige auf diese VerlüUtnisse bezfl^che Beobaektung wurde 
▼on Rntherford {^macki Er lud einoL in der NSke eines Thorium» 
piftparates befindlichen Draht mit n^tiTer Elektrizität Der Draht 
wurde dann radioaktiT. Butherford löste die Obeiflächenschicht des 
Drahtes in Salzsaure; wurde die Lösung eingedampft» so war der trockene 
Bfickstand viel starker radioaktiT als die Thorerde selber. 

Elster und Geitel fanden, daß der Eutherfordsche Versuch auch 
in Luft gelingt. Wenn man einen Draht in Luft ausspannt, ihn 
negativ lädt und ein paar Stunden exponiert, so wird er radioaktiv. 
Han kann die aktive Oberüächenschicht mit einem Lederlappen ab' 
wischen; sie wird dann auf eine verhältnismäßig kleine Fläche kon- 
zentriert und kann nun auch durch die photographische Wurksamkeit 
der von ihr ausgesandten Strahlen nachgewiesen werden. Aus dem 
Versuche folgt, daß die radioaktiven Bestandteile der Luft, welche 
auf dem negatiT elektrischen Drahte sich sammeln, selber positir 
elektrisch sind. 

Positive Ladung des ausgespannten Drahtes erzeugt nach den Ver- 
sachen von Elster und Greitel nur eine sehr schwache Aktivität. 

lä.*) Ionen m der freien Atmosphäre. — Die bekannte Erscheinung 
der ElektrizitntHzers'treuung, des allniiihligen Vererb wiiulens der einem 
Konduktor ert* ili'n Ladung, ptlegte man früher als eine Wirkung der 
in der Luft suspendierten »Staubteilchen und Nebeltröpfchen zu er- 

1) In den Sitzungsberichten der Münchner Akademie geht dieser Nummer 
ein Kapitel voran, das die Übexschrifb tzigt: Die Wiedenreroinigaiig der loaen 
uud ihre maximale Dichte. Bed. 
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Id&nm. Nun fimden aber Elster und Geitel, daß die Zeretrefiuiig 
im Widen^mudie xu dieser Yovetelliing im allgemeinen am so kleiner 
ist, je mehr die Luit ron Nebel und Staub erfüllt ist. Sie schlössen 
daraus, daß die Zerstreuung durch Ionen yemrsaeht wird, die in der 
fimen afanosplifirisehen Luft Torhanden sind. Von einem eLektrischen 
KSiper werden die mit ihm ungleiohnamigen Ionen angezogen; sie 
geben ihre Ladung an den Körper ab und neutralisieren mit der Zeit 
seine ElektrizitSi Biese YoisteUung gibt nun Veranlassung zu awei 
▼erschiedenen Reihen von Untwsudbungen. Man wird einmal r^igen 
müssen, wie die Erscheinungen d«r atmosphärischen Elektrizität aus 
den Eigenschaften der Ionen sieh erklären^ wie diese Eigenschaften 
durch Beoi>nrhtungen über atmosphärische Elektrizität bestimmt werden 
können. Auf der andoron Seite wird man nach den Quellen der 
Ionisierung zu suchen haben. Denn w«m die Ionen einm b^Btändigen 
Teil der atmospbnrischen Luft bilden, so muß auch eine ununterbrochen 
wirkende Ursache der Ionisierung Torhanden sein. 

Was die erste Aufgalie, die Bestimninnf; der Eigenschaften der 
atiJios'phäriRL'hen Ionen, iiiibelangt, bo erscheint als die wichtigste die Er- 
niitteiuug ihrer Diclite, die Ermittelung der Zahl von positiven und 
negativen Ionen, die sich in einem ccm Luft hefinden. Diese Aufgabe 
wird gelöst durch den Ton Ebert konstruierten Aspirationsapparat. 
Man könnte auuehnien, daß damit die ganze Frage erledigt sei, da ja 
die übrigen Eigenschaften der Ionen: Bewegli<'hkeit, Diffusiontikodiiisieut, 
molekulare Geschwindigkeit und Masse ganz unabhängig von luftelekt- 
trischen Beobachtungen bestimmt werden können. Allein man darf dio 
Ergel)m8se, welche im Laboratorium mit trockener staubfreier Luft er- 
halten werden, nicht ohne weiteres auf die freie atmosphärische Luft 
übertrage Vielmehr scheint es wünschenswert, die Eigenschaften der 
atmospharisohen Ionen fttr sich zu untersuchen. Von den Beobachtungen, 
die man zu diesem Zwecke benutzen kann, wird in den folgendoi Ab- 
schnitten die Rede sein. 

In der Frage nach der UrBache der Ionisierung der atmosphärischen 
Luft bieten sich zwei yerschiedene Möglichkeiten dar. Es kann sich 
um eine spontane Dissoziation neutraler Moleküle in positiTe and 
negatiTe Ionen handeln ähnlich wie bei der Dissoziation der Mektrolyte. 
Die Ionisierung kann aber andi durch äufiere Ursachen bedingt sein. 
Man wird dabei in erster Linie an radioaktive Substanzen denken. Die 
ktsEtere Annahme wird insbesondere durch die Untersudiungen Ton 
Elster und Geitel sowie von Ebert fiber die radioaktiTsn Eigen- 
sdinften der im Boden enthaltenen Luft gestützt. Möglich ist natfirlidi 
auch, daß beide Ursachen zusammenwirken. Die r^ontane Ionisierung 

AnUr d«r MaUiemiitik «mI Phjraili. lU. BcJb«. IX. 17 
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würde Bich dann auf ajle Teile der Atmoephire entrecken, eine yer- 
starkte lonisierong überall da auftreten, wo nulioaktiTe SabBtanzen anf 

die atniospliärisclie Luft wirken. 

14. Elektriziiätszerstrmtmg in der Atmosphäre. — Die Met Ii od e, 
naek der wir die Elektrizitätszerstrenung in der atmosphärischen Luft 
messen; ist von £leter und Oeitel aiii^;earbeitet worden. Man benfltzt 
dabei ein Aluminiumblattelektroskop, in dessen Innerem nur ein äußerst 
kleiner ElektrizitatsTerlust stattfindet. Auf die metallene Säule, die zu 
ihren beiden Seiten die Aluniininmblätter tragt, setzt man mit Hilfe 
eines dünnen Stiftes einen Metall/ylinder, den Zerstreuungtjkörjier. Man 
lädt Körper und Elektroskop mit dem positiven oder dem necjativen 
Polo einer Zambonischen Säule und beobachtet dann die zpitliflif^ Ab- 
nahme der Ladung. Dabei läßt man den Zerstreuungskörper entwi 1* r 
frei iu der Luft, oder man umgibt ihn mit einem zur Erde ubgeleiteit u 
Scbutz'/jlinder, deesen obere OflFnung durch einen Deckel geschlossen 
wird. Im ersten FaUe ist der Zerstreuungskciqier elektrischen St()rungen 
in der Umgebung oder in der Atmosphäre ausgesetzt, im zweiten FaUe 
ist er davon frei. 

Hat der Zerstreuungskörper zu irgend einer Zeit eine Ladung f, 
und nimmt die Ladung iu der Minute um einen Betrag St ab, so nennt 
man das proaenÜBch berechnete YerhalteiB: 

100^* 

disn ZerBtreuungskoefifiaienten. Als ein wichtiges Resultat der Be- 
ohaditnngen möge angefiüirt werden, daB an der Oberfläche der Erde 
die Zerstrenui^; negativ« Ladungen im ganzen stftrker ist als die 
positiTear. 

16. Über die Theorie der JSlMvniätsgerstremmg» — 1. Die Theorie 
der Zerstreuung kann nur in sehr wenigen FaU^ in einfncher Weise 
entwickelt werden. Findet die 2jerstrennng in frner, ruhend gedachter 
Atmosphäre statt, so tritt kein stationärer Zustand ein. Zwar kann 
man die Geschwindigkeiten, welche den Ionen durch eine bestimmte 
Ladung des Zerstreuungskörpers erteilt werden, für jede Stelle des 
umgebenden Raumes berechnen; aber zu der durch elektrische Kräfte 
erzeugten Verschiebimg kommt noch die Diffiisionsbewegong hinzu; 
die lonendichto hängt außer von diesen Vorgängen noch von Neubildung 
und Wiedervereinigung ab. Sie verändert sich nicht nur Ton Ort zu Or^ 
sondern auch von Zeit zu Zeit. 

n. Einfacher gestalten sicli die Verliiiltnisse, wenn sieh der Zer- 
strrMiuiii4sk<">r)ier im Inneren eines vollkommen gesehlossenen Kuurnes 
beändet. Bei der Entwicklung der Theorie wird man sich auf die 
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Befanditiiiig «mm ZatranmeB beBchranken, innerludb dessen die Lsdimg 
des Zerstreuangskdrpera als uDTerSaidert betoaditet werden kamu Besitet 
die Ladnng eine hinreichende Größe, bo erhält man eine Stationare 

Strömnng, im einfachsten Falle einen SättigungssironL In diesem 
Falle ist die Abnahmei welche die Ladung des Zerstreuungskörpers in 
einer Minute erleidet, gleich der gesamten Ladung der positiTen oder 
der negativen Ionen, welche in jener Zeit in dem Zerstreunngsraum 

entstehen. 

III. Ein zweiter Fall, in dem das Problem der Zerstreuung eine 

pinfache Losung zuliißt, ist gegeben durch einen Zerstreuungskörper, 
der sich in einer gleickförmig Btröiaenden, unbegrenzten Luftmasse be- 
findet. Hier la^^sen sich die Verhältnisse schon bei mäßigen Wind- 
geschwindigkeiten so einrichten, daß der Einfluß von Neuliiidung und 
Wiedervereinigung der Ionen veniachlässigt werden kann. Die Zer- 
streuung ist dann unabhängig von der Windi/escb windigkeit, aber 
verschieden je nachdem der Zerstreuungskürper positiv oder n^ativ 
geladen ist. 

TV. Wenn man, wie üblich, die Zerstreuuugökoeffizienten bestimmt, 
während der Zerstreuuiigskurper von dein Schut7.zylinder umgeben ist, 
so hat mau mit kompliziertcu Verhältiiisseu zu tun, die eine strenge 
Theorie des Versuches unmöglich machen. 

Man kdnnte Kunlchst die Vermutung hegou, dafi der Schutzzjlinder 
annähernd wie «in geschlossenes GefaB wirke, daß man also mit Be- 
wegungen der Ionen sn rechnen habe, die sich dem Zustande des 
Sattigungsstromes nahem. Die Vermutung wird widerlegt durch die 
Tatsache, daB die Beohaehtnngen im allgemeinen eine wesentüche Ver- 
schiedenheit der Zerstreuung bei positirer und bei negatiTcr Ladung 
ergeben, wahrend hei dem gewöhnlichen S&ttigungsstrom die Zerstreuung 
▼on dem Voneichen der Ladnng unabhSng^ isi 

Man kann weiter Ingen, oh nidtt die Formehi des Torii«!gehend«i 
Aheehnittes mit einigem Rechte auf die mit dem Zerstreuungsapparat 
von Elster und Geltet erhaltenen Werte angewandt werden dfürfen. 
In der Tat kann mau wohl annehmen, dafi jene Formeln auch bei 
unregdmaßiger Bewegung der Luft gültig bleiben, sofern dabei nur 
immer neue Luftmengen an den Zerstreuungskörper heran geführt 
werden. Inwieweit aber diese Bedingung bei den einzelnen Beobach- 
tungen mit dem Zerstreuungsapparat ei'fQllt wird, inwieweit außerdem 
die Diffusion eine wesentliche Rolle spielt, entzieht sicli der Beurteilung. 
Die Anwendung der angeführten Formeln auf diese Beobachtungen ist 
daher von etwas zweideutiger Natur. 

16, Uas ekktrische Fdd der Brde, — Aus den elektrischen Wir- 

17« 
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kungen, die wir an der Oberfläche der Erde beobachten, folgt, duß die 
Oberfläche der Erde der Regel nach eine negative Ladung Itesitet. 
Die Dichte d dieser Oberflächenladung ist mit der prorrpn die Erdober- 
fläche gericliteten elektrisclu ii Kraft (S durch die Beziehung @ ^ 4ii:d 
verbunden. Uni die Kraft @ zu erhalten, wird man die Potential- 
differenz zwischen einem in der Höhe von e cm über dem Erdboden 
liegenden Punkte und zwischen dem Erdboden selbst mit Hilfe eines 
Elektrometers bestimmen. Die Differenz sei gleich V Volt. Für die 

Uöhendiiierenz Ton 1 cm beträgt dann die Zunahme des Potentiales, 

y 

der Potentialgradient - Volt. Die elektrotfcatiache Kraft (£ bereehnet 
Bioih daraus nadi der Formel: 

ffi « > . 1 . 

80« g 

Für Wolfenbfittel ergibt sidi aus den Beobaditongeii von Elster 
und Geitel im Mittel: 

2,21 Vült, 

somit a =» 0,0074 und d —— 0^00059 elektrostatiBcbe Einheiten pro qcm. 

In der Atmosphäre selbst kommt außer der Wirkong der Obei^ 
flachenUdang der Erde noch die der atmosphftrisehen Ionen hinsn. 
Kun ist die Diehte der positiven Ionen in den der Erdoberfläche 
benachbarten Schichten der AtmosplUire im allgemeinen großer als die 
der negativwi. Die Kraft (E, mit der die Einheit der positiven Elek- 
trizitiit nach der Oberfliche der Erde getrieben wird, nimmt also mit 
der Erhebnng tiber den Erdboden ab. Die Abnahme der Kraft auf 
der Längeneinheit, ihr Gradient, hängt nach einem bekannten Satse 
mit der Dichte der räumlichen Ladung der Atmosphäre zusammen. 
Diese .iber ist gleich dem elektrischen Elementarquantnni «, multipli- 
ziert mit dem Überschuß der Dichte der positiven Ionen aber die 
der negativen. 



Eine Abhandlung von Gauß über Erdmagnetismus und Magnetometer 
beginnt mit den Worten: „Zwei große Naturkräfte sind auf der Erde 
allerorten und in jedem Augenblicke g^enwurtig: die Schwere und die 
erdmagnetische Kraft. Die Wirkongm der Schwerkraft sdien wir anf 

jedem unserer Schritte uns begegnen. Die Wirkungen der erdmagne- 
tischen Kraft fallen nicht von selbst in die Angeu, sondern wollen 
gesucht sein: Jahrtausende vergingen, ohne daß ni;ui nur von der 
Existenz dieser Kraft wubte. Von der ersten Kruft Averdeii rille \'er- 
hältuisse des physischen Lebens durchdrungen, von der andexu wenig 
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oder gar nicht berOliri'' Wir kdnneB den von Qaufl genannten 
Kräften eine dritte hinzofttgen, die dektrieehe Kraft der Erde. Anch 
sie entlieht sieh im gewShnliehen Laufe der Dinge einer oberflach- 
liehen Beobachtung; aber ron Zeit sa Zeit sammelt sie sich zu den 
Entiadungen des Gewittars^ und sie breitet Über weite Kreise der Erde 
die Sivahlen des Nordliehis. Sie hat nicht die Stetigktiit der erd- 
magnetisehen Kraft; ▼ielmehr yerschwindet der bleibende Grund der 
Erscheinni^en hinter den nnregelmäfiigen Schwankungen. Damit hangt 
es zusammen, daß eiue allgemeine Theorie der Luftelektrizität, ein 
Seitenstück zu Gauß' Theorie des Erdmagnetismus, fehlt. Zudem be- 
ziehen sich unsere Beobachtungen Torzngsweise nur auf die Oborflädie 
der Erde-, der Zusammenhang der Erscheinungen kann aber nur dann 
deutlieh werden, wenn wir das Verlialten der Luffcelektrizitat in dem 
ganzen die Erde umhüllenden Luftnieere kennen und die hierauf ge- 
richteten For.'^rhnngen sind erst in den Anfaiißren hegrifTon, Norh eine 
große Arbeit wird notwendig sein, ehe wir imstande fin«! dif* vielen an 
die Erscheinungen der Luftelektrizitäf sich Vnupfeiiilen irageu zu beant- 
worten. Diese Arbeit kann aber uitht von ii /rjuen geleistet werden, 
sondern nur von einer die Erde umsehauenJ^ ii Organisation, deren 
Begründung als eine wflrdige Aui'gabe für die internationale Assoziation 
der Akademien erscheint. 

Beiträge zur QeometrograpMe IH^) 

Von R. GüirracHB in Berlin. 

lui vorliegenden Teil der ,,Beitrage" soll gezeigt werden, wie sich 
ein einfaches Lösungsprinzip, das sich auf ganz elementare Potenz- 
eigenschaften des Kreises sttltzt und aus der Theorie des Kugel- 
gebüsches') ohne weiteres entnommen werden kann, zur geonietro- 
graphischen Beliaudlung einer lieihe von Aulgubeu verwerten läßt. 
Zugrunde liegt der Betrachtung die konstruktive Lösung der quadrati- 
schen Gleichung, welche in der folgenden Aufgabe gefordert wird. 

1. Die quadratische Gleichung. 

Zu XIJ und XLn*). JSKne Streik BC (mnm oder mißen) so m 
kSm^ daß das ProäuM der AbsiMUe dem Produkte Mweier gegebenen 
Sketken a mdh fßeidi ist PQ~a, b, 

1) Beitr. I b. dB. Zeitschr. {ü) 8, 191—194, 1902; Beitr. II s. (3) 6, 
ISS— 14«, 190S. 

2) Th. Beje; Bjnthetiiehe Geometrie der Kugeln uaw. Leipcig, iS79. 
S) Diese Ntunmern beziehen rieh auf „Sdentia*'. 
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Die in ,yScientia'' mi^^ilten Konstraktionen erfordern 88 Inhew. 

29 Eäemeniaroperationen. In einem später erscliienenen Artikel*) ist 
die weitere Entwickelung dieser Aufgabe dargelegt; die dort mitgeteilte 
Konstruktion soll zunächst wiederholt werden. 

Geometrographische KonstmHim (Fig. 1<V). Man verlängere PQ 
«m QT — 6 (36| 4- ^t) beschreibe mit einem belieb^pll, hinreichend 

großen Radius q die 

^'r-: Kwiae P(rt, Tiff), 

^jL sowie 
. ^ A , Bi^) und C{q), die 

ß Upi' q — fit — yr' j /V> y£ — C^TZ!" ^ ^ schneiden 

j^fT ' ^ " (4r, +4r;); hier- 

Hg, if. auf beschreibe man 

der //r in den gesuchten Punkten und schneidet} Up.: (10 + 
S.: 16; E.: 10; 6 Kreise. 

Da I^L= QK ist, so ist die Potenz von /j in bezug auf L{q) 
gleich der von Q in bezug auf K{ß), mithin BJ^^I^C'^Fi^ QT, 
also in der Tat /?7i • T^C ^ a-h. 

Die beschriebene Konstruktion bezieht sich auf die innere Tcilnnj?: 
will man die äußere Teilung ausfahren, so hat man PQ um // nu-ht 
zu verlängern, sondern zu verkürzen: die betreffenden Buchstaben der 
Figur T, K, I^, ij sind mit einem Akzent versehen, das Öjmboi 
bleibt dasselbe. 

Für den besonderen Fall a — d gelaugt man an folgender Losung, 
auf weldie mich Henr 0. Horean April 1902 hinwies. 

^Av^e\^^^ tm Falle a~b. Man errichte auf PQ inj^j 

eine Senkrechte {p^j beliebiger, aber hinreichender Länge und be- 
schreibe mit der I } ^JC^des rechtwinkligen Dreiecks FQK 
um B und C Kreisbogen, die sich in L schneiden, nnd am L mit 

{ HypTt^niuso ) Kreisbogen, der BC in den gesuchten 

Punkton /, und /., trifft. 

Diese itlr den besonderen Fall a^h geltenden Konstruktionen 

1) R. Güntflche: Die quadratische Gleichung in geometrographischer Be- 
handloBg. Zeitschr. fl math. o. aat Unt. 84 , 20 — 23, 1908. DaaelUt ist auch 
eine Bwute nicht geouetrograpliische, aber der obigen analoge Koaitniktion be- 
•chriebea. 
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fttliien für die äußere Teflung zu einer zweites geometrognphiBGlieii 

Konstruktion mit dem Einfachheitskoeffizienten 15, welche der in 
Scientia (S. 50) mitgeteilten an die Seite zu stellen ist. 

Die Übertragung der behandelten all^emmnen und besonderen 
Aufgabe auf du Mascheronische Verfahren ist ohne weiteres aus- 
führbar. 

Ks soll nun im folgenden dargetan werden, wie die soeben be- 
schriebenen Konstruktionen auf die Kreisteilung angewandt werden 
können, sodann, wie da!^ in ihnen enthaltene Losung» prinzip mit ge- 

rin^;er Modifikation zu Konstruktionen der viert^^n Pro[)()rtionalp, der 
inverson Punkte uml der harmonischen Teilung führt und mit der 
Theorie eines bekaunten luversionsinstriimentes zusammenhängt; hieran 
knüpft sich die Anwendung auf Aufgaben aus der jirojektivischen ^) 
und analytischen (ieoiuetrie. Tu ähiiliclier Weise .soll .schließlich eine 
Kouslruktiüu der Potenzlinie zweier Kreif»e, ilereu Lösunss^sjirinzip dem 
erwähnten Terwaudi ist^ auf andere Aufgaben übertragen werden. 

2. Zur Kreisteiluni:^. 

Die obige konstruktive Lösung der quadratischen Gleichung für 
(l^'n speziellen Fall a = b kann zur stetigen Teibm^' einer gegebenen 
strecke « i>enutzt werden. Ist t der größere Abschnitt, so ist der 
Gleichung a{a -~ x) = x;^ oder a:- -f — ff' ^ 0 zu genügen; es ist 
also die Strecke a außen so zu teilen, daß das Produkt der Abscbnitte 
dem Quadrat von (i ^l<Mch ist, oder es sind folgende Gleichungen, in 
denen a » 1 gesetzt ist, konstruktiv zu lösen: 

x^ 1^ x^x^ 1*. 

Die Konstroktiofly zu welehor die dkonomisdie Behandlung (unter 
Benutxung der Tarr j-Bern^sscheoi Tangentenkonstroktion*)) fQhrl^ hat 
den Eiu&chheitskoefBsienten 14, erfordert also eine Operation mehr als 
die geometrographisohe Konstruktion*). Auf die Xreisteilung ai^ewandt, 
führt sie jedoch m geometrographischen Konstruktionen: 

1) Weitere Beispiele dieser Art folgen im uärhfiti'u Teil der Beiträge". 

2j Diws tiegeiiHfcück dazu, den goldenen SüliuiLl durcb innere Teilung, bat 
Eerr H. Bodenstedt in der Vetiaaralaiig dentKbtt Fhilologeii und SebnlmBnoer 
SD Halle (Sept. 1908) vorgeteigea (Bodenstedt, Ein Tortmg Aber Geometro- 

gnphie. Zeit:icbr. f. math. u. natw. Unt. S5, 303, 1904). 

3) „Scientia", S. 32, XXXIV, prämier caa. 

4) Dafür hat aie aber (neben jener von Herrn Bodenstedt a. a. 0. mit- 
gelefli«B) vor den vier geometrogiaphisclMn wie vor der Uaasieehea den Vorzug, 
dafi ne eane grttAeze Bewegungsfreiheit gev&hrt (vgl. R. GQnteclie: Zn Heim 
B. Mehmkes Bemerkungen uw., Jabresber. d. D. Hath.-yer. IS, 994, 1908). 
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Imif- und ZehtUeüung der Feripherü eines gegdimen Kreises. 

Sechste ffeometroffrnphiscfie Konstrulti^m^) (Fig. 17). Um einen be- 
liebigen Punkt B der Peripherie des gegebenen Kreises 0{r) 1)eschreibe 
_^ man mit einem innerhalb gewisser Grenzen') 

beliebigen liadius q den Kreis -&(p)» welcher 
den gegebenen Kreis in Ä und C sebneidet 
(C, -f Ca), ziehe den Durchmesser A OA^^ 
(2i?j -f- /ig), hosclirf»ibn den Kreis .4 ( A O 
(20, + welcher B[^q) in I) trifVt, sowie 
^-■^ /jA» 0(A(') (r, + der^(viC') in J i^ehneidet, 

jS^ und beschreibe (*j J(07)) (;2(\ + C^), der die 

Verlängerung von 0.4. in X und X' trifft; 
A{ÄX) liefert auf der Peripherie von 0(r) 
A^ und A^, --Ii.-! A") .1, und A^- i Wj f 2 C^)-, durch die Punkte 
Aq, A.,, A^. Af.. A^ ist die Küufteiluiig ausgeführt; die Kreise 
A^{ÄX') und J„^,lX'j [2(\ + 2^3) liefern die außer Ar, (d. i. .4) zur 
Zehnteilung noch fehlenden Punkte -l,, A^, A~j Jg. Die Symbole sind: 
Fünfteilung: Op.: {2R^ + jR, + 8C\ -f + ÜC',); S.: 18; E.; 11; 
1 Gerade, 6 Kreise. 

Zebntnlnng: Op.: (211, + + lOe^ + C, + HC'J S.: 22; E.: 13; 
1 Gemde, 8 Ereiae. 

Die im Teil II der „Beitrage" mitgeteilte yierte geometrograpbiedie 
KonBtmktion*) laßt eich ana dieser Konstroktion leicht durch Speziali- 
Biorong Ton p ableiten. 

Die Mascheronisehe Eonatmktion, welche man aus dieser eedisten 
geometrographiBchen Konstroktion ohne weiteres entnehmen kann, in- 
dem man den Durdimesser weglaßt und dafilr das Spiegelbild X Ton J 
in bezttg auf diesen DurehmeBser einftthrt^ hat fftr die FOnfteilung (bei 
welcher man zum Schluß durch A^(AfÄ^ findet) den Einfiichheits- 
koeffizienten 20, für die ZehnteUung (bei welcher A^ durch Ai(AX') 
erhalten wird) den Ein&chheitsgrad Diese Zirkelkonstruktion hatte 
ich früher*) als die im geometrographiBchen Sinne einfachste bezeichnet: 
inzwischen hat sich jedoch herausgestellt, daß die Mascheronische 
Fünf- und Zehnteüung^), welche aus der vierten geometrographisehen 

1) Dber die erste bis fünfte s. den tot. Teil der „Beiträge", Sber die siebente 
H. Bodenstedt: Oeometrogxaphische Fflnf- und Zeh&ecks-EcMiBtraktio&eii, Unl-BL 
für Math. u. Natnrw. 10, 1904. 

2) nämlich ^rCVö Ü/s). 

3) Beitr. II, S. 145. 

4) Die quadratische Gleichung usw. a. a. 0. ü. 82, 13 { beitr. II, S. 144, Fußnote. 
6) Beitr. H, 8. uo, i ig. lö. 
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Eonstnktioii abgeleitet HDd somit als Speiialisierang dw sechsten an- 
SQSehen ist^ sieh einfiicher gestaltet, wenn man nicht den Radius^ son- 
dern eine dem Badins gleidie Sehne nadi dem goldenen Schnitte teil^ 
ja dafi sie eine weitere geometrt^graphieche Konstraktton dantellt: 

AdUe geomdtogn^pldsdu KmuinilUim (KominikHm mU dm Zirkd 
aUem^ Fig. 18). Ksn beschreibe um irgend einen Punkt Ä auf der 
Peripherie des gegebenen Kreises 0(r) den 
Kieis A(ÄO) (C, + t\ + C,\ der 0(r) in ^^'^ 
F und F' trifft, beschreibe F(FF') 

{2C^ + C'j), der 0{r) in A^, sehneidet, und * //^i '^^^ 

A {FF') {C\ + Q), der FiFF') in J und \ / J V - 
J' trifft, sowie J{AA^) und J'{AA^) \ 'oLA \o H 
(36\ + 2C3), die sich iu X und X' schnei- t^;\^ ' ' 

den; A{AX) und .1 (.4 X') (3C, + 2 C'j) 
geben durch (!i«> Punkte Jj, A^y A^, Af^ 
nebst ^0 die iiinfteiluiiK- Op.: (lOC^, + (7, 
7r,); S.: 18; E.: 11; 7 Kreise; ^j(^X') 
nmt AJ,AX') r2(\ 4- und A,^ (d. i. ^li vollenden die Zehnieilung; 
Up.: (12C'i + r, -t- 9Q; S.: 22; E.: 13; 1» Kreise. 

Die soeben beschriebene sechste und achte goonietrographiscbe 
Fünf- und Zehnteiluug erscheint deshalb von Wielitit^rkcit, weil das in 
ihnen enthaltene Prinzip ohne weiteres auf die Kreisteilung nach den 
übrigen Gaußi sehen Primzahlen übertragen werden kann.') In der 
Tat, der Vergleich lehrt, daß die sechste geometrographische Fünf- 
und Zehnteilung bis zum Zeichen (*), d. h. bis zur Auffindung des 
Punktes «/, buchstäblich mit der zweiten kanonischen geometrographi- 
sehen Siebselmteilung ^) tLbereinstimmt. Entsprechendes gilt Ton der 
aus dieser abgeleiteten Mascberonischen Siebzdm^fcetlung-), wenn man 
sie mit der achten geometrographischen Fünfteilnng vergleicht; nur 
muß man bei ihr dasselbe vereinfiichende Ver&hren anwenden wie bei 
dieser; sie möge deshalb hier kuns mit dieser Modifikation beschrieben 
werden. 




SUMmteäung des Kreises (KonsttukOon mit dem Zirkel aUein). 

1, Man beschreibe um irgend einen Punkt Ä der Periph«rie des 
gegebenen Kreises 0(r) den Kreis A{AO)f welcher 0(r) in iTund F' 
schneidet^ hierauf seichne man FiFF'jf welcher 0(r) in und Ä{A 0) 

1) Eine Übertragung auf die 257 -Teilung behalte ich mir vor. 

2) R. OAnttohe: OeometrographiBebe Siebzehnteilung des KveisM. SitmuigB» 
berichte der BerL math. Oes. fl, 10^16, 1908. Die ente kanonüche geometio- 
gnphuehe Siebeehaieiliiiig rtlhri Tim Heizn C. If oreao her. 
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in trifft, A{FF% der in J und J\ sowie 0(r) in E 

Bolineidet^ tind J{A*B.) sowie J*{A'B), die aieh in achneiden {A' H 

etoUt rVT dar) + Q + 5(7,). 

n und ni. Man beeclueibe Jt(J'Ä)f der ^(JPF^ in X und JC' 
sowie Ä{FF^ in L nnd trifft, ferner K{AA^) sowie K'(AAp), 
welehe sidi in JT^ sclmeideni und L(AA^ sowie L^AA^, welche sich 

in Xj treffen (8r, + 5C,). 

IV. Man beschreihe K,{[/A), welcher A(FF') in J/* trifft, 
der A(FF') in 3/ und M' schneidet, sowie M{FM*) und 
M\FM*), welche sich in J/j und treffen (7^+4^. 

Bei dieser Konstruktion ist folgende Reihenfolge der Buchstaben 
anf einer gedaclifcen Geraden mne zn halten: L,, i/,, J,, Jlfj, ^, i*', iC,. 

Bis zur Bestimmung der Seite AM^ des einbeschriebenen regel- 
mäßigen Yieninddreißigecks ergibt sieh dann folgendes Sjmbol: 

Op.: (23C, + + UC,); 8.: 38; 24; 14 Kreise. 

Die Festlegung dtr Teilpunkte erfordert IXCi + 9^'s? ^^^^ "^-"^ 
als Symbol für die gesamte Mascheronisjche Siebzehnteiluiig bis zur 
Febtleguiig sämtlioher Teilpiiiikte erhält: 

üp.: (340^ + C, + 23C,)} S.: 58; E.: 35; 23 Kreise. 

<i. Die vierte Proportionale. 

Für die Konstruktion der vierton Proportionale /.u drei Strecken 
hat Herr C, Moreau unter Verwendung seines schon früher erwähnton 
Verfahrens für die Schlußzeichnuog (,,epurc definitive")^) den £infadi- 
heitsgrad 19 aufgestellt, wodurch die bisherigen sieben geometro- 
graphischen Konstruktionen („Scientia" und Beitr. Ii, 139 — 142), deren 
Kinfachheitsgrad 21 ist, aufhören, geometrographisch zu sein. Auf 
rinind der obigrn kodstruktivon Lösung der quadratischen Gleichung 
erhalten wir nun eiii»> zweite geouictrogruphische Konstruktion: 

XXXVIII. Zu drei geyebenen Stredicn M, N und F die vierte Fro- 

porthmäe wu kansiruierm; X ^ • AB — Jf, CD i- N, EF^ P. 

Zweite geomeirtMjraphlsthe KcnsktikHon (flg. 19). Man verlängere 
CD am DCr EFi^iC\ + C,) und beschreibe mit dem beliebigen, hin« 
reichend großen Radios ^ die Kreise C{q) nnd G{q), die sich in K 
schneiden, sowie A{q) (SCj + 3C7«), danraf B(DK)f der A(q) in L 
trifft, und L{DK) (4C, + 2C,), der AB (anßer in in J tri£Et üm 
irgend einen Punkt S der ZeidiNiebeme beschreibe man sdhließlieh 

1) üeitE. U, S. liS, Fu&aote. 
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8(AJ) (2Cl + (7,); der Radius dieMs Eroiaei wt» oiiAbhangig Ton der 
Lag» der gegebenen Büteke, die TerLuigto vierte Proportionale sa M, 
N und P; OpA (180, + 7C^}; 8.: 19; E.: 12; 7 Kreise. 

Das Yeifthien ist dasselbe, wenn man CD um EF nicht ver- 
engert, 8ou(!em verkfirzt; die entspreehenden Bacbstaben sind in der 
Figur durch einen Akzent bezeicliiut. 

Will nian das hier aaf die Schlafiseichnnng angewandte Moreau- 
sche Ver&hren Termeiden, so kann man — nachdem man ± MF auf 



DC al^tragen hat — AB an eine beliebige Stelle der Ebene ver- 
legen nnd mit der 7fti4Aif>img yon A(fi) nsw. fortfithzen; man kommt 
dann auf den Kinfacbheitsgrad 20. 

Diese Konstmktion ergibt sieh unmittelbar nnter Anwendung des 
SehnensatMe ans der Figur eines Heises K{ff)f xosammenfiülend mit 
Ulf), in welchem swei Sehnen CG und AM sich in einnn Punkte D 
(d. L J) der Peripherie eines konzentrischen Ejrelses schneiden, der AH 
tarn zweiten Male in B trifft* die Potenzgleiehuug lantet CD 'DG 
^AJ .117, also =AJ AB. 

XXXV 3) und 4). Eine Strecke AB imä Mwei Strecken p und q 
»nd gegeben; es soü AB in C derart getaU werden, daß 



9^ Entweder 3) oder 4). Ztrrite geomeWograpluAchc Konstrukfioi.'^) 
Man bescb reihe jB(p)(3C, -f C^\. Her AB in der Richtimg AB in G , 
in der Hichtunj; BA in 0' J^chneidet, und A(q) (3(', -)- Cjj, der A Ii in 
der Richtung AB in H, in der Richtung BA in trifft, sowie mit 
einem beliebigen, hinreichend großen Radius p ^4 (p) und (t{q) (Cj -f 2(7,), 
die sich in K treffen; hieranf beschreibe man Il{ ßK i \ \\(\ 4- C^, der 
A[Q) in L trifft, und HJiK)(C^ -f- ^3), der AB in dem gesuchten 
Punkte C schneidet. Statt G und 11 iiutte mau auch gleichzeitig G' 

1) XKe «Ktte «. Beitr. U, 8. iSft. 





Fig. 19. 



Z) ACiAB'^p-.qx 4) AC:BA^p:q. 
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und B! wählen können, üm der die Angabe 4) loeti statt C m 
finden, hat man G duzeh O* oder K dnrch W so eraetaen. Jede 
dieeer beiden Eonstmkttonen hat hiernach das Symbol Op.: (11 + 

S.: 17; E.: 11; 6 Kreise. 

b) 3) u/jrf 4) mtgleich. Dritte geometrographische KotistrvkUon,^) 
Hat u ni f -gefunden, so erhält man C doroh Ä{Ä(J) {20^ 
Op.: + 7C;,); S.: 20; £.: 13; 7 Kreise. 

4. Inrorse Punkte, Polaren, harmoniBche Pnnkte. 

Zu XLIV. JS^fi Kreis um dm Punkt 0 mt dem Jtadius M und 
die Punkte Ä^, J^,.,,Ä^ seien gegeben; es soBen tu diesen Punkten 
die inversen Punkte A[, Ä'^^.. .AI in hemig auf den Kreis gefunden 
werden. 

Geometrograpikisdie Konstruktion für »> 1. Man zeichne den dureh 
Ai gehenden Durchmesser B00(2Bi + ü«) und beschreibe mit dem 
beliebigen, hinreichend großen Radius p Bid) und C{q\ die sich in K 
schneiden, sowie O(^) (SC^ + ^^a); femer nehme man OK siol (C^) 

und beschreibe für /c=l, 2, ...w die Kreise Ä^{OK){nC^-\- nC^^ 
welche 0(jf) in und L'k treffen, zeichne L^{OK), der OA^ in ä[ 
trifft, und beschreibe für =» 2, 3, . . . » die Kreise L^(OK) und 
Ll{OK), die sich in Äi schneiden [(2« - 1)6\ + (2w - i)^,]; 
Op.: [2J?i -f 7?, + (3m + 3)C'i + (ßt> + 'ilCJ; S.: 6n + 8; E.: 3« + 5; 
1 Gerade, (3»» + 2) Kreise. Da (für /: = 1, 2, . . . w) OL^ = BK ist, 
so ist die Potenz von 0 in bezug auf L^(OK) gleich der von B in 
bezug auf K(OK\ also in der Tat OA^ • OAl = d. h. = M-. 

In „Scientia'^ ist nicht diese allgemeine Aufgabe, sondern nur der 
besondprc Fall behandelt, daß die Punkte A^, A^, . . A„ auf einem 
Diurchuifsser liegen; in diesem Falle kommt man n;it der obigen 
Konstruktion auf S.: 4« 4- 10. T)ii"-^p -st also der in „Scieutia" an- 
gegebenen, welche den Eiufachheitfigrad 6n -\- b besitzt, für m > 2 
überlegen. 

Die für (hp allgemeine Aufgabe beschriebene Konstruktion l)e(larf 
nur einer genügen Abänderung, nm eine Jvnis/ndiioii iuierser Funkte 
mit dem Zirkd aUein dar/ustellen: Mau be.sebreibe um den auf der 
Peripherie des Kreises 0(11} beliebig angenommenen Punkt I) I){^J)ü) 
{C\ -j- C\ 4- Oj), der 0(7^) in Ii und Fl trifft, femer mit einem be- 
liebigen Radius p D(g) und E(q)((\ -r~f\), die sich in Ä" treffen, 
und 0(BK) (3Cj 4- (-\)\ dann nehme man OK auf {C\) imd beschreibe 
für A = 1,2,... « die Kreise ^^(OJl) («Cj + »C7,), wodurch auf 0{BK) 

1} Die ente s. „Scientia*S die sweite Beitr. n, B. 186. 
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die Sdmit^imkfta 2^ und LI «mtstelieii, und sehliefiliob LJlfiE) und 
mOK) {2nCi + 2nC^), die sich in sohiieideii; Op.: [(3n 6) C, 
+ + (3» + 4)(?,); S.: 6» + 11; E.: 3n + 7; (8« + 4) Kreise. Diese 
KoDstraktion ist zwar nicht so einfach wie die von Hemi A. Adler') 
beschriebene, aber sie ist stets in unveränderter Fassung anwendbar')^). 
Man überzeugt sich leicht, daß sie auch aus der Theorie des In- 
versionsinstrumentB Ton Peancellier^) abgeleitet werden kann, mit 
der sie im Prinzip fibereinsiimmt. 

Zu XL VI. Die Polaren von n Punkten .4,, A^, A^, . . . in be- 
gug auf einen Kreis vom Radius R und MittdpunH 0 zu zeichnen. 

Man könnte hierzu die oben beschriebene Konstruktion der rezipro- 
ken Punkte fortsetzen, indem man noch 2n Gera«!»' zieht. Diese Kon- 
^truktion wäre alier nicht geornetro^raphisoh ; für n > 1 ist ihr die 
folgende Konstruktion überlegen, welche sich auf die Erwägung »tützt, 
daß ein Punkt 6r der Polare, der von O um q entfenit ist, vom Pol A 

(wobei ÜA a sein soll) die Entfernung y — 4- o' hat 

Geometroffraphische Kmistntldion für « > 1. Man zeichne durch 
A^ den Durchmesser BOC {2Ri + R^) und beschreibe mit einem be- 
lieTiigen, hinreichend großen Radius p B(q) tmd C(q), die sich in D 
schneiden, sowie 0(()) (3C, + SQ), lege durch A.^, A^, . . . die Kreise 
O(Oji^), 0(0 A,), . . . {(n - 1)C^ -f C» - nr;], die BC in 
treffen, nehme OD auf {C,\ beschreibe Bi OD) und C(02))(2C\ + 2Cg), 
die sich in F sclmeiden, und zeichne A^^A^F), A^{E^F), A^{E.^F)^ . . . 
[(3w - 1) -f- nC,], welche 0(q) in G, und G^, G^ und G^, 
und (t,, . , . schneiden; G^G^, G^G^, . . . {2nR^ + nj{^) sind die ver- 
langten Polaren; Op.: [(2n + 2)i?i + (« + 1)7?, + (4 w 4) + (2»-i-4)CJ; 
S.: 9» + 11; E.: 6w + 6; (n + 1) Gerade, (2n + 4) Kreise. 

Zu LIX. Es seien auf einer Geraden zwei Punkte /> nud C, sowie 
n Punkte A^, A^^ A^, . . . A^ gegeben; A^, A^, . . . A^ die konjugier- 
ten harmonischen Punkte A[j A'^, . . , A'n in bezuy auf B und C zu 
finden. 

OeomdrographiscJie Konstruktion für n > 1 (Fig. 20). Man beschreibe 

1) A. Adler: Zur Theorie der MaBcheroniacben Kunatxuktionen. Wien. 
Ber. 99, »IOC, 1891. 

A. Adler: Znr Theorie der Zeichesiiistniaieiite. Berl. maih. Oes. 1, 190S. 

2) Vergl. A. Adler, Wien. Ber. a a. 0. Seite 911 n. 914, ferner „Seiontia*', 

8, 54, XLIV, letzte Konstruktion. 

3) Kine ähnliche Benierkun*^ ^'ilt für die Zirkelkcmstniktion der vif^rten Pro- 
portionale, Beitr. II, S. 141, Mig. ü, im Vergleich mit der von Maticheruni. 

4) TezgL Boaeh4 et de Comberoneee, TniU de G4om. Paris 190O, I, 
No. 406, 8. 809. 
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mit dem beliebigen, hinreicbend großen Rfidius q B{q) und C(q) (2 Cj -|- 2 
die Bich in K und K' admeiden, «ehe KK' (2^ + die BC in Jlf 

trifft, beschreibe M(q) (Cj + Cj), 



V'/' 



nebme MK auf (C,), beschreibe 
. V för 2, ...n die Kniw 

f * ! ' '^*\ A,{MK){nCi + vr\), die 3ffp) in 

JT*^ i'^^^ ^ w^sX welche BC in den gesuchten 



1 Punkten Ai' schneiden; Op.: [2 + 

\ I / ii, + « + 4) f (2 n -5 H) rj: 

.'^ S.: 4«-f-10; E.: 2« + 0} 1 Ge- 

^ rade, (2n + 3) Kreise 

Da JJf/vj = ^/T, BO ist die 
Potenz von M in bezng aut den Kreis L^{MK) gleich der von B in 
bezu|^r auf K(MK), also MAj^ • MÄit » Jil^, mithin in der Tat A't 
zu A]^ konjugiert. 



6. Aus der projektiTischen Geometrie. 

JHe Deppdpmkfe E vmd F summr mtfemoMderluigenäer prqjAUm- 
scher PutdOmkm mu finden, von denen außer dem Trager die Fludt^' 
pimkie J, T und an Paar komdoger Fmkte Ä, A' gegeben mnd.^) 

^ Man hA bekmint- 

x'"'' "\ X lick E (nnd F) so zu 

Buchen, daß die Glei- 
(i\ efaung besteht: 

A' J'F^ aTpI 

die eingangs i>eHk'l)rie- 
Itene koustriiktiTe Lö- 
sung der quadratischen Gleichung findet aläo hier unmittelbar An- 
wendung: 

Gemnetruyrapliiache Kumtruldion (Fig. 21 \ Man trage auf JI' 
J' P = Ä'A ab (SO, -|- C,), beschreibe mit einem beliebigen, hinreichend 
großen Radius q I^q) und P{q), sowie J{q) (2C, + SC'j), der P(g) m 
K und i'(^) in Xp sdineidet, und beschreibe L{AK) (30) -j- C,), der 



1) Yergl. z. B. H. Hankel; Die Elemente der projektivischea Geometrie, 
Leipsig 1815, 8. 104, 106. Die dsnlbtt mitgeteilte Konatvaktioii eines nnbekaim- 
teil Antrat, welche Hankel eis «sfaOn und elegant beseiebaet, etfoideit 56, bei 

ökonomischer Behandlung 44 Elenientaroperationen, also drei- bis viexmel lo vid 
als die obige, dereu Deduktion überdies bei weitem einfiacber ist. 
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jr in den gesuchten Doppelpnokten £ und ^ trifft; Op.: (8Ct + 5C,); 
S.: 13; E.: 8; 5 Kreise. 

Die Diskussion der Fälle, die sich aus der verachiedeneii Lage der 
gegebenen Punkte zueinander eigeben, möge hier flbergugen werden. 

6. AuB der analytischen Geometrie. 

Es soll äas Paar äet «foreb die Gleii^img a^ + + 0 
tn hemig auf die beukn Koordmatemiuiham OX und OY dairgesidüm 
Genukn geeekimd toerdm; ÄÄ''^a, BB* ^h, CC'^e tM tuuk 
Große und Vorgeidten gegebene Strecken, a wird positiv angenamtnen. 

Für diese Aufgabe (welche auch von Herrn Lemoine'), aber ohne 
Angabe des Einfachheitsgrades, erwähnt wird) stellte Herr Moreau 
als Einfachheitsgrad zunächst die Zahl 38, später, unter Anwendung 
der oben mitgeti^ilten konstruktiven Lösung der quadratischen Gleichung, 
die Zahl 34 auf; die beiden Konstruktionen, welche diesen Einfachheits- 
grad bieten, beruhen darauf, daß man das Paar von Punkten kon- 
struiert, für welche y = a und a-* + h:r -f ar ^ 0 ist; durch diese und 
den Koordinatenanfangspnnkt sind die beiden Geraden bestimmt. 

Erste und zweite f^pometroi/mphinrhc Konstruktion. Man trage auf 
CC C'D = a ab, beschreihe 0(a), der E auf OX und F auf OY 
festlegt, sowie E{a) und E[^a), die sich in fr schneiden, und ziehe 
' FG (^27?! + + 66\ -f- 4C3); dann trage man auf FG FH= h ab 
(3 Ol + C,) und beschreibe mit dem heliehigeii, hinreichend großen 
Radius q F{q) und JJ{q), die sich in L treffen, sowie C{q) und IJ{q), 
die sich in K schneiden {'dC\ -\- 4C^}, hierauf hesclireibe mau L{C'K) 
(3C\ + 6^), der M und M' auf FG bestimmt^ (JM und 031' (47i', -f '-^11») 
sind die verlangten beiden Geraden; Op.; (üiij 4-^/4 + 156'j -f lOCj); 
S.: 34; E.: 21; 3 Gerade, 10 Kreise. Auch die zweite geometrographische 
Konstruktion der Parallelen hätte man zur Auffindung von FG ver- 
wenden können. 

Das Symbol ändert sich nur wenig, wenn man, statt CC* um a 
zu Terlangem, nach der Herstellung yon FG entweder 08 auf der 
F- Achse, oder GS' »0 auf FG abträgt und nun Punkt K so auf 
S, 0, F oder 8% G, F beKiekt, wie in der vorigen Konstruktion auf 
C, C\ D; man erhalt Op.: (6JB1 + 3i2; + IBCj + 9CÜ; S.: 34j K: 22; 
8 Gerade^ 9 Kreise. 

Dies die bsiden Konstruktionen von Herrn Moreau. Man konnte 
auch, sein Yerfthren modifisierend, folgendermaften TOigehen: 

Dritte geomOtograsßlviai^ Konstruktion. Man beschreibe Gib), der 

1) £. Lemoine: Prineipes eto. Aroh. (8) 1, 884, 1901, Aufgabe 18. 
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P auf OK festlegt (.Sf^ + CV), und zeichne C'{a\ der D auf CC be- 
stimmty Bowie 0(a), der in JP schneidet, und P(n) (r)(\ ^ "JC,); 
man ziehe sodann F(PO) (2Ci + CV), der P(a) in Ä trifft^ ferner F{q) 
nnd Ä((>), die Bich in L und L' schneiden, sowie C{q) und Z>(p), die 
sich in A' treffen 0^Ci+4C,); hierauf beschreibe man L(KC') und 
L'{KC') (4Ci + 2C,), die sich in itf und M' schneiden; OM und OM' 
(4E, + 2ß,) sind die j^psuchten Geraden ; Op.: (4iii +2 jfü; + II + HC?,)} 
S : 34} 21; 2 Gerade, U Kreise. 

7. Die Poienslinie und YerwandteB. 

XLVIL Die Pofetw2mte jnwier Eiteke 0 wnd 0* mm dm Badkn 
B und B' m hmsfrmerm. 

Für jeden Punkt dieser Potenzlinie ist die Differenz der Quadrate 
der Entfernungen Ton 0 und 0' gleich JB^ — E'*, also unabhängig 
Ton dw Lage der Kreise ineinander; man bringe also die Kreise in 
eine zum Zeichnen der Potenzlinie bequemere Lage, namUch in eine 
solche, bei der sie sich schneiden; ein Punkt dieser neuen Potenzlinie 
hat Ton den Mittelpunkten der beiden zugehörigen Kreise dieselben 
Entfernungen wie ein mitsprechender Punkt der gesuchten Potenzlinie 
yon 0 nnd 0\ 

Oe(meirogrü!pki8die KoHstruktim^ (Fig. 22). Man beschreibe um 
den beüebigen Punkt P den Kreis P{B'), der 0(n) in HT und 

trifft (Cj + Cg + Ca), ziehe JV^'(2H 
+ Bf)f beschreibe mit dem beliebigen, 
hinreichend grofien Radius p den Kreis 
0(9) (C^ + C;), der NIT in Q schneidet» 
beschreibe O'(PQ) (30^ + C,), der 0(q) 
in Jir und Jf ' trifit^ und ziehe Jf JT 
(2Bi-\- 7?^); dies ist die gesuchte Potenz- 
Unie; Op.: (47/^ + 2i?, + 5 + C, + 3 Q); 
S.: 15; £.: 10; 2 Gerade, 3 Kreise. Man 
Flg. 11 kann auch, nachdem P(R') beschrieben 

ist, mit einem beliebigen Radius q' den 
Kreis P{q') zeichnen und dann Nif'] der Einfachheitsgrad wini der- 
selbe. Die in „Scicntia'' mitgeteilte Konstruktion, die den Einfech- 
heitsgrad 16 besitet, hört somit auf, geometrographisch zu sein. 

1) Auf dieie Konatraktion nebst ihrem Spedalfall habe ich vor laogew Zeit 

hingewiesen (Dio quadratische Gleichung usw. a. a. 0. p. die Rezennon Uber 
„Scientia" Arch. 'S) i. . 1908); inzwischen ist sie »ueh, y.uglpich mit der des 
Spezialfalls und der folgenden Aufgabe, von Herrn J. HeuHch veröffentlicht 
worden (J. Reut eh: Planimetriacbe KonetraktkuiMk in geometrographueher A«< 
fllhning, Leipsig 1904, B. Q. Teabner, S. 56—67). (Zawta wUiend der Konektar.) 
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FOr das PotenBBentnuii dreier Kreise hat suk aus der soeben be- 
scbriebenen Konstruktion keine geometrographisclie Konstruktion ergebcoi. 

FbUb O'(JR') SU einem Pnnkte susammensclirampft, ist der Kireis 
P(Ii') ebenlsUs nnendlich klein, NN* wird also zn einer Tangente an 
0(JR); denkt man sich dieee Senkrechte auf dem Radius nieht in einem 
Pnnkte der Peripherie^ sondern im Kreismittelpnnkt 0 errichtet^ so ge- 
haigt man sn folgender Konetmktion: 

Geomärograpkis^ Konsimkihn fSr dm FaU, daß OXB*) «nemf- 
U(h Idei» ist. Man ziehe einen beliebigen Durchmesser UOÜ* (fii + 
beschreibe mit dem beliebigen, hinreichend großen Radius q ü(fi) 
und ü'{Q)f welche sich in Q schneiden, sowie 0{q) (8C| + BC^), und 
zeichne 0'(0Q) (2C\ + C^), welcher 0(q) in JT und JIT' trifft^; 
MM'(2Bi + 1?,) ist die gesuchte Potenzlinie; C^.: (312i+2ii,+5C|-f 4C,); 
S.: 14; E.: 8; 2 Gerade, 4 Kreise. Für diesen besonderen Fall wird 
also der bisherig Einfachbeitsgrad durch die vorliegende Konstruktion 
um zwei Einheiten verringert. Die Tarry-Beruessche Tangenten- 
konstniktion liefert für diesen Fall noch eine partikuläre Losung mit 
dem Einfachheitskoeffiaienten 13, die anwendbar ist, wenn 00' 
<Ä(2 + yö). 

Die soeben beschriebene Konstruktion ermöglicht eine einfache 
Lösung der folgenden Au^be: 

Auf einer gegebenen Stredce AB einen Punlt X Mu finden ^ ao daß 
XA* — JtJB" dem Quadrat einer gegehi nen Strecke q gleich isi. 

Man hat nur die Potenzlinie zwischm A{q) und B zu suchen; 
ihr Schnit^unkt mit A B ist der verlangte. 

Geometrographiscfie Kimstruktion. Man beschreibe A{q) (30^ + (1^, 
der B in U und ü' schneidet, femer mit einem hinreichend großen 
Radius q die Kreise U{q) und Ü'{q), die sich in Q treflFen, sowie 
A(q)(BC, ^ ^f\)y endlich B{AQ) (20^ + C,), der Aig) in M und M' 
schneidet; M M' {2 -i- R^) triflFt AB in dorn gesuchten Punkte X; 
Op.: (27?, + 72, + HC\ + 56;); S.: 16; E.: 10; 1 Gerade, 5 Kreise. Die 
gebräuchliche Konstruktiop - ^ wHrde etwa doppelt so viel Elementar- 
operationen erfordern. — Mau k<iiintt' auch, ohne don Einfachheits- 
koeffizienten zu andern, die erforderliche Senkrechte auf der gegebenen 
Strecke q selbst in ihrem Endpunkte geometr<^rapht8ch errichten. 



1) Muii beuchte, daß M{OQ) und M'{OQ) als Scbailtpuukl den inverseu 
PoDkfc von O* in benig auf 0(JR) ergeben wfizdea, daft also diese Konstnikkion 

mit den anier 4 mitgeteilten eng verknüpft ist. 

2) Vergl. z. B. Mebler, Hauptaütze der Elementannath., § 121b, Aufg. 6. 
Herr Lemoinc stellte 1900 für dieae Aufgabe den Einfachheitskoeffizienien 18 
auf (Aroh. (3) 1, 334, löOl, Au%abe B). 
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Die obige Figar zweier sidi schneidender Kreise mit den Mittel- 
punkten 0 und Pf der Potenelinie (gemeisBamen Sehne) NN* und 
einem Punkte Q auf derselben erffht femer eine dnfiuthe LOsnng der 
folgenden Aufgabe: 

Jm dni gegAefien Sfndten €t, b und e die l^redte x — Ya* + 6*--«* 
gu konstrmerm. 

Fflr diese Figur gUt nSmUch PQß ^ Oif + PN* ON*; der 
Vogleidi mit der su wftllenden Gleichung {&brt unmittelbar su fo^en- 
dem Ver&hren: 

Gtamdrogrfiqßische KcnstrtMkn, (Es sei a ^ (.) Man besehreibe 
um zwei beliebige Ptmkte 0 und P der Ebene die sich schneideiiden 
Kreise 0(c) und P(h) (40^ + 20^, zeichne ihre gemeinsame Sehne 
NN' + Bt) und beschreibe 0(a) (SC. + C^), der die Sehne in Q 
trifit; PQ ist die gesuchte Strecke Op.: (ßR^ + + + SC,); 
8.: 13; £.: 9; 1 Gerade» 3 Eieiee. Es ist leicht zu zeigen, daß diese 
Konstraktion aUgemein ist, d. h. daß die Zentrale OP stets so gewählt 
werden kaim, daß (){a) die Potenzlinie sdmeidei Falls eine der 
Strecken h oder c zu Null wird, ist die Konstruktion zu modifizieren. 

Fflr a^h, abo x — y2a* — ^, findet man mit ihr den Einfacfaheite- 

koeffizimten 11, also denselben wie für x-^Ya* — t^, 

Berlin, 9. Jauuar 1U04. (Schiaß folgt.) 

Hyperbolic f'auctioBS. 

By J. EoALJl of Gnjarat College, Ahmedabad. 

The following melhod of treating the subject of hyperbolic functions 
hasy I think, certain advantages OTer the method now commonlj adopted. 

If the Bemitransrerse axis of a gi^en rec.tangular hyperbola is 
«nd tlic semidiameter (whether real or imaginary) pai-allel to any 
straight line AB is r, the hyperbolic value of AB may be defined 

to be --k. The hyperbolic ratio of two straight line« AB and A*B 

A.Ji jI' S* 

is the ratio of their hyperbolic values, i. e. the ratio of — to —p—, 
r and r' being the semidiameters of the given rectangular hyperbola 

parallel to AB and A'B\ If ~ - AB and A'S' an said to 

be ('(juiliN porlxilic. 

Tlic iiy{nM-l)(>lic measvire of a very .sjii;ill iint^le A is the ratio of 
the hyjifrtiolic ;irc subttnidiiig it to tlip semidiameter j)arallpl Uy tlu- 
small hyperbolic arc, if we ilruw a rectaugular liyperbola similar to tbe 
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giw reetuigiilar hyperboUk md luiTing tlio «ngalar poini Ä for ita 
Center. The hyperbolic meaeiire of anj angla ia Übe aum of the byper- 
boUe meaguraa of the indefinitely amall angles into wbicb it may be 
dinded. Henoe tbe byperbolic meaanre of an ai^le wboae eiicnlar 
meaanre ia cc, and wbicb, ia xneaaured from a atraight line poirallel io 

u 

tbe tranjsTerse azia of tbe giTon lectangular byperbola^ ia W sec 2xdx 

or ^. log ^ * Henoe it foUowa tbat if 0 ia tbe byperbolic meaanre 

of any angle contained wübin tbe angle between tbe atraight linee 
drawn to tiie fixed pointa at infinity on the given rectangular hyper- 
bola, and inb0 ia ita byperbolic tangttit wbicb will be defined hereafter, 

<^-J5*^14il£^Ä-*»kö-itnb»d + itnb*d-- 

If OA and AB are conji^te witb reapect to tbe given rectan- 
golar byperbola, anbO or tbe bypo'bolie aine of the angle AOB 
ia tbe byperbolic latio of AB to OB, cah 0 or tbe byperbolic coaine 
of tbe angle AOB ia the byperbolic ratio of OA to OB, tnbO or 
tbe hyperbolic tangent of tbe angle AOB ia tbe byperbolic ratio of 
AB to OA, cthO or the byperbolic cotangent of tbe tingle AOB ia 
tbe byperbolic ratio of OA to AB, acb 0 or the byperbolic aecant of 
the angle AOB ia tbe byperbolic ratio of OB to OA, and cacbO or 
tbe hyperbolic coaecaat of tbe angle AOB ia tbe byperbolic ratio of 
OB to AB, 

If 00 ia conjugate to OB and eqnal to it, and CD ia drawn 
parallel to AB, CD and DO ave eqnal to OA and AB icapectiTely. 

Henc« 8nh ÄOC = • ^^'^^ ^ • w^. = csb Ä OJi, since OE 

OU OFy 1 OJi OJb 

and OF are coiyngate and eqnaL Also cdnAOC 

in anh^OÄ Heneeif theanglea^OÄaadBOC 

are denoted by 0 aiul //, snh (//+ O^^esbO, and C8b(i/-f- 0)=»— anhO. 
These foniuilao niiiy l)t' sliown to be uui versall j tnie. 

It may also be easily proved that äsuh (^17/ 4- 0) = — snh O, 
cäh(2 // + 0) = (;8h 0, snh ( - 0) = - snh 0, and C8h(— 0) = csb 0, 
whaicTer tbe uiagnitude ot tbe angle <} inuj be. 

We will now prove tbe formulae 8nb(vl 4 Ti) Bi\h A csh JJ 
+ cshA üukB, esk^A + ^) «= csh^ csbi? + snh J. snbi^, 8nb(^ — B) 

18* 
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» BohÄ eahB — cAÄ wikB, and eah^A B) ^ eakÄ eskB 
— Süll Ä sah B, 

Let AOB and BOP (Fig 1) be tbe given angles Ä and B, Dnw 
PiV conjugate to OB^ and drow JVQ and PJf paraUd to and 
NB parallel to Oil. 




Now 
Bnh(A + B) 



Flff.1. 



0PV-\ ^PM ^ PR-\-RM 



= csh/l snhjy -f BDh^ csh Ä 
Also 



ON opy—i 

OB 



csh{A + B) 



OM 



auice 



OP OE OE 

OB ON opy-i , xn ory~l 
OE ' Ol' ■ OB ^ PH 

NR ocy~\ ^ 

~ ON OFy^ 



PN 
OP 



oPY—i 
ocy-t 



PN OE 
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Secoudly let EOB and BOP (Fig. 2) be the gireu imgleB and 
R Braw PJIf uid PN co^jngate io 0 and OB raspeciiTelj, and 
draw and OF pandlel to PJIf, and PB and parallel to QM 
and PiV leapectiToIy. 




Nüw 



since 
and 



öJP oFy-i oFy^ PN ory—i op • oc 

— mhÄ svAiB + bdIi^ ethB, 

— — cahii, 
«»cah^B. 



ON OP 

Ol' oBy -i 



c9a\A n) — ojp ~ OK PN OE OP oc 



OE 
OP 



QO OSy-1 02V 

ON " OE OP 'oBy^ 



PN OE OP OC 
aahA sohB + csh cshB, 
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NU OC QN OBV—I . . 

It can be easUy proT«d tiiat tbese fcrar formulm am tnie Ibr any 
Talnea of Ä and 

Two an^e« are nid to be equihyperbolic if thttr liyperbolic rnea- 
sores are eqoal or if tbe straight linea eontaming Üheiii bare equiU an- 
harmonic or ctobb zatioB with tbe etraight lines drawn to tbe fixed 
points at infinity on tbe giyen rectangolar byperbola. 

If two angles wboee hyperbolic measozeB are Ä and B are eqm> 
hyperbolic, tbe angles whoBe hyperbolic measures arc ^ + and 2A 
are eqnibyperbolic, and snb^ — BnbJ?, and csb^t ~ CBb£L Hcmce 
snh2^ = 2 «ohA tsshÄ, and G8b2ii = CBh'il 4- enh' and simibuly 
other formulae can be eaaily deduced. 

It may be eaaily sbown that if tbe Bides AB and BC of a triangle 
ABC are ooi^ngate, — a* + h and e being tbe hypwbolic 

yalncB of ' tbe sidee of tbe triangle. Alao if ABC is any triangle, 
li^ = a* -^c* — 2ae cbKJB*, und therefore 

s y(,|HMH§ ^ cAf-|/'i<i--S. 

Siuiiiarly other foninilae iiiay he deduced. 

If ÄBCD is a pamllelogrüm having ihe sides AB and 7)6 con- 
jugate, and the hyperbolic values of A B und HC are a and />, the 
hv|icrbolic area of ÄBCJJ may be taken to be ab which can be 
proved to be equal to 

ihe aiea in circular fonetioni AB BC nia B 

or 



Henee tbe hyperbolic area of a trian^e 

i 1. » tbe axea in circnlu fiinctioi» -tt ^ 

fac BiuiB -» " ~ — 

b* mhAmhC 
°° 'i§ahB 

The hyperbolic Talue of a Bemidiameter of a rectangnlar byperbola 
wbicb is Bimilarly Bitnated to tiie given rectangalar byperbola and 
which toncbes the aide BG of a triau<;le ABC and the otfaer two 

S 

stden Ali and AC produced is and the hyperbolic value of 

a Bemidiameter of a rectangalar byperbola which is Bimilarly sitnated 
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to the gireii rectuigalar hjperbola aad which toaehce ihe ride BC of 
a irian^ ABC and the oiher two sidei AB and CA produoed ia 

^ ^ , where S is the hyperbolic area ot the triangie ABC. The 

hjperbolic Talue of a semidiameter of a rectangular hyperbola which 
ia similarly aitoafced to the given rectun^tilar hyperbola and ia deacribed 

about a triangie ABC ia ^ ^^^^^ or • Sinularly other trigono- 

metrical formulae can be eiisily deduced. 

If the hyperbolic viilues of thu coordinates of any two points P 
and Q are (x^, y^) and (a-j, y,), the hyperbolic value of 



fi> being the angle betveen tiie axea. 

If the hyperbolic Taluea of the coordinates of any thtee pointa 

Af B, C, are (x^, yj, (x^, y^), {x^, y,), the hyperbolic area of the 
triangie ABC 



3; 



the axes being coj^ngate. Heuce the hyperbolic area of the triangie 
j^ßQ ^ the area of the triangie in dreolag fimctiona 

Similarly the hyperbolio area of a qnadrilatend may be expreaaed in 
temia <ji the hyperbolio yalnea of the coordinatea of ita angukr puinta. 

If the hyperbolic Taloea of the polar oooidinate« of any two pointa 
P and' Q are (r^, d^), and 0^), the hyperbolic valne of 



Alao the hyperbolic valne of the area of a triangie 

= i [r^r^ 8nh(ö, - 0^) + r^r, 8nh(ö, - ö,) + r^r^ 8nh(öi - 

The eqnation of a atnigfat line in hyperbolic coordinatea ia 
y — mx + if the hyperbolic tangent of the angle made by it wtth 
the axia of ia and the hyperbolic value of the intercept on the 
axia of y ia e. The eqnation of a atraight line in hyperbolic coordi' 

natea ia + = 1, if <f and 6 are the hyperbob'c valnea of the inter- 

cepts on tlie axes of x and y. Similarly otiier eq^uations of a straight 
line may be obtained. 

The equation of a circle in hyperbolic coordinat^ is (x — dt)* 
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J. Edaui: Hyperbolic Fnntttfoiia. 



— (y — «)* = a', d and e being the hyperbolic vahaes of the coordinates 
of the Center n\' the circle, and a being tiie hyperbolic vulue of the 
radins of tlie circie parallel to the transverse axis of the given rec- 
tangnlar hyperbola. The equation of the taiigent at any point (^', 

of a cirele whose equation 
18 — i/ = a^y is xx'—iiy' 
— a* in hyperbolic coordi- 
nftieii. 

Let CA and r'7?be the 
cotijugate diameters of any 
given ellipse which are also 
conjugate with rospoct to the 
tixed rectangular I vpfrbola, 
and let SS^ and SS^ be 
the tangents to tho rllipsc 
which paes through the 
points at infinitj ot» the 
fixed rf>ctan^nlar hyperbula. 
Sim>»' CA and CB make 
e<iu;>.l augles with the 
asyiuptotes of tlie fixed 
rectangulür hyperbola, CSy 
and tlie polar KM of S is parallel to S^^S^. Prüm any 
ou the ellipse draw FM and PN parallel to CA and CB. 
CN^ PNI 
CA* BC* 




Mg. %. 



poiut i 
Since 



1, the equation of the ellipse in hyperbolic 

ooordinates ie eviclently — ^, =1, o* and 6* being positive. 

Let the ratio of SA to .IX be denoted hy c. Then SA = e'AX, 
and SA' = c A'X, thereion' CH^p CA, aud CA^e CX. A>?ain 
because S^SS^ is a right angle, CS- = CA^ + CjB*, and thereiore 

a^«' — a* + hK Hence the equation of the elUpee becomes ^ — 

— 1 , and therefore ine — xY = o^ix — . Hence the hyperbolic 

ratio of SP tu FM is equul to e. which is coiistuiit for all positioiis of F. 

If w e call S, S\ S^ , and tlie hyperbolic loci of the ellipse, it 
CHii bo easily provüd tli;it the suin or difference of the hyperbolic 
vnlues of the distauces of any point on an ellipse from the oppoaite 
hyperbolic loci is constant. 

The ecjuation of the tangent at any point {x'f y ) of an ellipse ie 
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Similarlj it miiy be shown that the equation of an hyperbola in 

byperbolic coordinates is ^'i'^i being positive, and 

the equation of {he tangent et any point (x\ is + ^ « 1. 

Hence it foUovvs that the ('quution of a rectaitgular liyporhohi is 
■ + = Mid the equation uf the tungeut ut auy puint oii it is 
yy ' = Similarly other cquations aud properties of conics 
can be deduced. 

Ahmedabad, 27'»* Februarj lOOÜ. 
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W. Weiler, ShsrslklnMlilL SAlingen und Mttncheu 1902, J. F. Schreiber. 

Bpr dnrch seine elementaren Lehrbücher physikalisch-technischer Rich- 
tung in wi'iteien Kreisen bekannt gewordene Verfasser bietet in den vor- 
liegenden fiint' Bändohen verschiedeneu Umfanges von zusammen über 
700 Seiteil einen YoUatlndigMi dementaien Lehrgang der Phjnk, ein Lese- 
nnd NaduchUigelmchf das fttr den Scbnlnnterricht und xnr Belbetbelehrung 
liestimmt ist. 

In der Darstellung und der Einteilung lehnt sich das Werk an die 
für Schulbücher übliche Form an, brin<rt aber als Neuenuig fast durchweg 
farbige Abbildungen, die das Verständnis erleichtern sollen und der Absicht 
aaob da entapiedieni wo gewisse Gogensfttie in den Erscheinimgen und 
Wiilcangea aoiebaulich hervorgehoben werden tollen, Terwickeltere clektri^e 
Stromwege zu verfolv'en sind, die Teile zusammengesetzter Apparate zu 
unterscheiden usw. Bei einfachen Figuren ist dor Nutzen der farbigen 
Wiedergabe allerdings nicht erheblich. Die l'iguren selbst sind meist 
dentliob, wenn nch auch hier und da weniger gelungene eingeschlichen 
haben. 6o werden beispielsweise die ligoren $2 und 38 des vierten 
Bändchens (Wftrme) trotz der Farbe kanm Terständlich sein. Hierzu mag 
noch die Bemerkung gestattet sein, die sich auch auf < Hr vornehme Lebr- 
büchcr der Physik bezieht, daU bei bildlicher Darstellung technischer 
Objekte, die sich nicht auf nur schematische Andeutung bescbr&nktf doch 
aneh moderne Formen gew&Ut werden mOehten und nicht so TOneitliehe, 
io denen beispielsweise, wie auch hiM>, die Dampfinaschine aufzutreten pflegt. 

Der aus Süßeren (Jründen zuerst auf^s^efrebene und umfangreich -te Teil 
(290 Seiten, 439 Figureuj enthält die Lelire vom Macrnetifsmus, der Elektro- 
statik uiid Elüktrudynamikf welch letzter» wieder den breitt>aten iiauin ein- 
ninunt. Besonderen Wert hat der Verfuser auf die technischen An- 
wendungen der Elektrizität gelegt, dem Zwecke des Buches entsprechend. 
Doch werden die Meinungen geteilt sein über die zweckmUßige Menge des 
Mitzuteilenden, dir» man zugunsten vertiefter Behandlung des Wichtigeren 
wohl beschränkt sehen möchte. Überhaupt wird der Verfasser gut tun, bei 
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spSteren Auflagen eine schftrfere Siehtang des Aii6imehm«ideii eintretea zu 
iMseiL Einige Stichproben aus dem fast überreicheil Llhalte mögen das 

bpstHtitren. Di«? alten Formeln ffir rlio Tra^'Vnift der Magnete (S. 20) habfn 
keinen Wert mehr uncl wirlscn aut' den Aufäiigfr, der eben in die moderne 
Aut'tkssung des Magnetismus eingeführt werden soll, nur verwirrend. Durch 
Teilang des EiBens wird die Hjstereeis nidU Tennindert (S. 10). Die 
wichtige Bestimmung der Horizontalkomponente (S. 34) müßte anschaulicher 
und oingehondcr crliiutert werden. Die Figur 192 (S. 13^) niiicht den Kiii- 
driick, als wenn zwischen Mn^rnf^tpol und T.ichtbogen Abstoßungskrüfte in 
der Verbindungslinie wirkten, und der Text laßL diese Unsicherheit bestehen. 
Da« wichtige Chrnndgeiietz ▼on Biot-SftT&rt (S. 165) mfiflte in seiner 
einfadisteii Erfohrungsfimn mitgeteilt werdm. Die Darstelluog der uni- 
polaren, oder ..axialen", oder „Botationsinduktion" als besondere Erscheinung 
(S. -'O-l) dürfte nieht mehr irwehtferti;u't -^'-in. In Figur 088 iP. 2 VX) hat 
die Spannungsspule dui J )itren ntiaUumpe auf der einen Seite keinen An- 
schluß. Die im Anbau ge gt^gebeuen mechanischen Versinnlichungen der 
magnetisohen und elektrischen Erstdieinungen dttrflen bei ihrer fflr den 
TOrausgesetzteu Leserkreis viel /.u k urzen Behandlung ohne rechten Nutzen sein. 

Das zweite» Rändihen (Meehanik, 156 Seiten, 214 Figuren) hält sich 
mehr innerhalb der für elenieutare physikalische Lehrbücher üblichen Grenzen 
und roacbi einen einheitlicheren Eindruck. Die Grundbegiifie sind sHjrg- 
fftltig erlftntert und die Ilrsdbeinungen meist recht zweckmäßig veraoadiau^ 
licht. Ein gewisses Zuviel mit teilweise nicht hinreichender Begrflndnng 
ist allerdings auch hier nicht ganz vermieden. Kann das Ausflußgesetz von 
Torricelli fS. 116) nicht pinfneh begrifl'liob abgeleitet werden? Es ist 
nicht zweckmäßig, den Ausfluß der Gase als Folge ihrer eigenen Spannung 
za betrachten (S. 146), im Gegensätze zu den tropfbarsn Flfissigkeiten. 
Man begibt sieh damit des Vorteiles, den Torricellisdien Satz unmittelbar 
und nugo/.wungen auf Gase anwenden zu können, die Abweidhungen dagegen 
als Folge der elastischen Spannung zu erlllntern. 

Schwingungen und Wellen, einschließlich Akustik, die den dritten und 
kürzesten Teil bilden (52 Seiten, 80 Figuren), sind ähnlich wie die Mechanik 
unter Hinweis auf nur einfache Apparate und Versuche behandelte Übrigens 
ist das Lissajons-Vibroskop sowohl in der Figur (36) wie im Teocte im- 
richtig angegeben. 

Die Wärmeb lire I Hand 1, 88 Seiten, 95 Figuren) ist ebenfalls nur 
kurz behandelt, da etwa eiu Drittel des Raumes der Wetterkimde gewidmet 
ist Wie meist fehlt auch hier in der ThermomeMe der sorgfältige Nach- 
w<»8 der einfachen Proportionalitfit zwischen Wärmemengen and Oasskala, 
dagegen sind die einfachsten Sätze der physikalischen Chemie mit auf- 
prenommen. Auch drr Entropie ist gedacht, wenn schon bei dem knappen 
Eaume der Begriti" nur gestreift werden kann. 

In der Optik (Band 5, 140 Seiten, 204 Figuren) kommt naturgemftfi 
die forfoige Daistellung zur besten Geltung, und die Figuren («halten 
daduidi (ine bemerkenswerte Klarheit. Als einzelne Stichprobe mag hier 
erwähnt sein, daß die ümkehrun<7 der SpoMrallinien iß. 00) eine zwar noch 
nicht genügende, aber doch einlfui-htcndHrt^ Erkl&rung findet, als man sonst 
in elementaren Lehrbüchern aittrelieu kann. 

Am Schlüsse des letzten Buch^ gibt der Ver&sser an6er «ner fUr den 
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Lemlcreis wohl dieaUchen F^nmdwttrtenildinmg eine geschiebiUi^o Tabelle 
der phyjnkaliaclMni Entdeeknngen. Dm ist recht denkenswert) nur bliehe zu 
wünschen, d&ß dem historischen Momente im Texte selbst ein bescheidener 
Raum gewidnul würdn Die Einsicht in den Znsamnipnhang der Er- 
scheinungen weuigateiiä durch einige Andeutungen über deu EotwieklungS' 
gang zu untei'stützen, ist ein er&cuUehes Bestreben, das in der neueren 
Litentor sieh mehr und mehr bomerklieh mscht. 

Bei der Schwierigkeit, ein elementares Lehrbuch der Physik zu schaffen, 
das sich gerade durch Rciclihaltiglceit dfs Stoffes atiszeirhneii soll, wchUti 
die unveniieidlichen Unvollkommenhelten der ersten Autiuge dem Verfasser 
nicht hoch angerechnet werden, der gewiß gleiche Liebe und Mühe auf die 
spitere Verbenerong seiner fleiBigen Arbeit yenrenden wird. 

Referent möchte die Gelegenheit noch zu einer allgemeinen Bemerkung 
benatzen. Die Begründungen und Beweise der physikalischen Sfttze werden 
Ti»dfHch in r^nr 7m hcqnoin^ r Form gegeben. Es ist immer leicht, ein dem 
Darsteller bekanntes Ergebnis m der Weise sebeiubar abzuleiten, oder eine 
ausgesprochene Behauptung dadurch zu begründen, daß mit einer kleinen 
Gleidrang einige Unifbnnnngen Torgenonunen werden, deren Ende dum in 
mathematischer Aasdrucksweise das nicht unbekannte physikalische Ziel 
darstellt. Von solcher Behandlungsweise kuin weder der Leser, nodi soUte 
der Autor befriedigt sein. 

£s wäre gewiß m wünschen, daß uameuilicU in elementaren Dar* 
steUtagen die rein begriflPliehe und auf den Zusammenhang der Erscheinungen 
aelende Behandlung tunlichst bevorzugt würde, die zwar schwerer, aber 
auch im selben Maße nutzbringender ist, da sie unmittelbar die inneren 
Gründe gibt und nicht nur eine oft recht kflnstlich zurecht gemachte und 
deshalb nur scheinbare Entwicklung in mathexuatischen Zeichen. 

Berlin. A. Uottu, Oberingenieur. 



W. Weiler ) Physikalisohos Experimentier* und Lesebuch. Eßlingen 
und München 1902, J. F. Schreiber. Mit 257 Figuren. 113 Seiten. 

Das kleine Buch ist vom Verfasser als elemeutarste Emtührung in 
die Physik gedacht, als Vorschule fttr grSBere Lehrbflcher, wie des Ver- 
fasscis „Physikbuch", zugleich aber auch als Anleitung zur Anfertigung 
emraclier Apparate. Die meist gnt srowäliltcn . ebenfalls farbigen Figuren 
ent^sprechen in ihrer Einfachheit utid Faßlichkeit redit wohl dem Ver- 
ständnis des Leserkreises, an den sich das Büchlein wendet. 

Der Text beschreibt an Hand der Figuren ohne Gebrauch mathema- 
tischer Zeichen Grunderscheinnugen aus allen Teitwi der Hiysik. Manche 
der beschriebenen Apparate, beispielsweise die Elektrisiermaschine, dürften 
auch Lehrern ,'n> >rittel^ehn1pn willkommene Anreifiin^ hieten zur Selhst- 
anfertigung, iu niehr oder weniger einfacher Form. Der erziehliche Eiutluß 
einer solchen, das Nachdenken unmittelbar anregenden und zur Sclbst- 
tStigkeit ansponaenden DarsteUungsweise wird jetat wohl allgemein ge- 
nllgaid gewfirdigt, um jeden Beitrag in dieser Hinsidit willkommen zu 
machen. 

Berlin. A. Borru, Obeiingeuieur. 
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OlMti^ Ji^ Kompmdiiim der Fhyilk. 3. Auflage. Leipng und Wien 
1902, Franz DenUcIce. 

Wie der Verfasser im Vorworte aaigibt, hat er bei der Beazbeitung 

dieser H. Auflage im wpspntlichpn die '2 Auflage Tim die npuprrn Er- 
scheinuiit^tn henifhert, während die ganxe Anlage des Werkes die gleiche 
gebUebeu ist. Diu Art der Darstellung « die dem Buche so außerordentlich 
viele Freunde erworben bat, ist «Ibo anob in der neuen Auflage ge wahrt 
und wird aiich dieser nebrn den alten «in»» große R^ihe neuer Freunde 
•/iiffihren. Die Art der Aiinrdnuntr 'Ip'- St-otl'os schließt sich «Ut Ixi plivsl- 
kalisehen LchrliÜLheni ühlioln-ii Keibenfols^f an, indem im ersten xVl»s( hnitt« 
die Mechanik, im zweiten die elastischen und molekularen Eigenschaften, 
im dritten die WSnne, im vierten der 8ch»l], im fünften dae Lidit und im 
teebaten Midlidi Mektrizitlt und MagnetiflnuB bebnndelt werden. Dieeen 
Abschnitten vorangeschickt ist eine Einleitung, in der physikalische Begriffe 
und die Gnindlatren der messenden Physik jjecrehen sind. Bei der Durch- 
sieht des Buches sind mir einige Dinge aufgefallen, die ich in folgendem 
erwähnen möchte. 

Auf Seite 8 befindet sich bei der Beeprecbung der Biebtigkeiten eine 

Tabelle, die mir in dieeer unvermittelten Form nicht recht in die Ein- 
leitung;^ hinein zu passen scbelTit. In der Tabelle sind feste v^v.^] tlüssiure 
Kiirper unterschieden. Es sind darin die spezißsrhen (JewichLe für feste 
K<)rper angegeben, für flüssige Körper unter Angabe der Temperatur. Die 
Tempomtiixen sind im allgemeinen zn 16 Grad aogenommen, dna Queck- 
silber dagegen bei 0 Grad. Infolge eines Druckfehlers finden sieh dann bei 
Quecksilber die Dichten 3,5 Or, und für Schwefelkohlenstoff 11,270 anstatt 
13,596 und 1,270. Verpehen.s habe ich nun in den begleitenden Texten 
danach geforscht, warum bei den Flüssigkeiten die Temperaturangabe erfolgt 
ist, und ich glaube, daß sich diese Frage der Studierende, der erst in die 
physikalisdie Wissensohaft eindringen will, ebenfalls vorlegen wird, so dafi 
es jedenfalls gut wftre, den Grund der Temperaturangabe bei den flüssigen 
Körpern '/n/ufiij^^en. Da sich s|iilterhin bei '1er Be^iirecluing des A r ch i m edi - 
sehen Prinzips eine weitere Talielly nicht tindet, so dürft*- es vielleicht auch 
ganz angebracht sein, den Umfang dieser Tabelle etwas zu vergrößern und 
die Körper naeb dem Schema: 

1. Metalle, 2. einige feste KOrper und 3. ein^ Flüssigkeiten 
zu ordnen. Der Mechanik, dem zweifellos wichtigsten Teile der Physik, 
der seiner vielen mathematischen Be^^n'iffo halber j,n'wöhnlich nicht dem 
Studierenden zur größten Freude gereicht, ist ein recht breiter Raum 
gewidmet, und es sind die einzelnen Sätze so daigestellt, da6 man sich mit 
Vergnügen mit ihnen beschftftigi Auf Seite 47 findet «Ich bei der Be- 
sprechung der Reibung ein Fall, wo die Last auf Rndtr iresetzt wird ximl 
nun nach den Reibungsgesetzen die geringere auftretende l\eil)uug berechnet 
werden soll. Mit der Art, wie der Herr Verfasser diesen Fall behandelt, 
bin ich nicht ganz einverstanden, weil sie zu Unklarheiten Veranlassung 
geben kann, und ich m5chte mir statt dessen folgenden Yorsohlag erlauben: 
Der Satz beginnt: „Ist ( W) der Weg, den die Last zurücklegt, und (JB) 
die Kraft der Reibung beim (Jleiten, so i.st die Arbeit, die gegen die 
Reibung ij-i-leictct werden muß, 71 >' IV'. befindet sich aber die Last auf 
Rädern, .so wird, während die Last mit dem Rade den Weg W zurücklegt, 
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die Achse sich in ihrem Lager nur um den Wrg IT < ^ verschieben, wo 

A dnr AcfatendurduiiMMr im Lager, r der fiaddiirehmener ist. Bei 

gleiclieit Beibungskoefifizieiiteii ist dann aber die nötige Arbeit J{x TTx — • 

Dadnrcb, daß man swisoben die reibenden RSchen ein Scbmiermittel bringt, 
setzt man die Beibnng noeh bedeutend hernnter. Soll die gleitende Beibang 
noch weiter Termin<lprt wf-rdon, so lapert man die Achse zwischen zwei 
so«^'pnannten Friktionsrädt'rxi, d. Ii. man wiederholt den ersten Vorgang noch 
eiiuual. Voilkomui&u beseitigt ist die gleitende ßeibung bei den heute viel 
▼erwcndeten Kugellagero, bei denen ein !&ani t<hi harten Eugefai zwiachen 
Achse nnd Lagersdude oml&nft. 

Die elaatisehen und moleknlaren Eigenaebafbui dtnr Kftrper bieten in 

ihrer Behandlung nichts besonders Neues. Auch möchte ich bei dieser 
Gelegenheit noch darauf attfnierksam machen, daß auf Seite 117, Fig. 82 
falsch herumgedrückt ist. Auf Seite 127 scheinen mir die Turbinen etwas 
sehr stiefmütterlich behandelt zu sein, die wohl namentlich den alten 
WaaBeRftdem gegenflber bei ihrer heutigen Wichtigkeit etwas mehr Raum 
und unter Beifügung einer Abbildung eine etwas eingehendere Erklärung 
beanspruchen könnten. Auf Seite 150 werden nach dem Barometer die 
Quecksilher-Luftpunipen besprochcTT und als erste die Geiül er.selif Pumpe. 
Die Abbildung Nr. 115, die eine solche Pumpe darstellt, ist unter Weg^ 
lassang einiger Teile dem Mflller-Pouillet mit geringer Ablndenmg ent- 
nommen, dabei aber nicht ▼erbesseri Es mflBte gerade bei einem solcben 
Lehrbuche, wie dem hier vorliegenden, TOn Seiten des Verlages alle Sorgfalt 
auf gute und richtige Ahhildungen gelegt werden. Tm Mftller-Pouillet 
ist die Anordnung des Hahnes zum Rezipienten siungemüU und richtig 
angegeben, während aus dieser Abbildung, wenn überhaupt etwas daraus 
in entnehmen ist, jedenfalls nur Falsches entnommen werden kann. Auf 
Seite 153 wird die Wasserlnftpumpe von Bunsen besprochen. Die Be- 
sprechung, die mir sehr \\\n. pehalten ist, gibt nicht mit, genügender 
Schärfe das Wesentliche des Konstruktionsprin^ips. In der Abbildung ist 
eine Verengerung 0 gezeichnet. Die Abbildung ist auch wieder dem 
Mflller-Pouillet entnommen, wo sich ftbiigens derselbe Maugel in der 
Beschreibung befindet. Jedenfalls gibt die Erklärung das Prinzip der Pumpe 
nicht richtig an, denn das ganze Wesentliche liegt eben in jener Ein- 
schnürung 0. Der Vergleich der Sprengelpumpe mit der Wa=;^erltiff]uimpe, 
der ganz verfehlt ist, sollte doch endlich einmal unterlassen werden; dann 
wftren der letzteren einige Zeilen zu widmen. In der Akustik sind auch 
wieder Abbildungen, die neh der Verlag, wie die Nummern 138, 139 
und 145 nicht gerade zur Ehre anlehnen kann. Wenigstens kann ich 
bei meinem Exemplare in dem vollkommen schwarzen Felde mir mit gioßer 
Mühe irgend eine Zeichnung erkennen. Auf Seite 214 bei der Beschret))ung 
des Phonographen bin ich auch mit dem Herrn \ eriasser nicht gan:& ein- 
▼erstanden. Vor allen Dingen muß der Phonograph von Edison und daa 
Grammophon von Berliner vollkommen auseinander gehalten werden. Beim 
Phonographen pflanzt sich direkt rcjp. mit einfacher Tlehelübersetzung die 
hin- und hergehende Bewegung des At>nahmcstiftes auf die Membran fort. 
Beim Grammophon dagegen muU dmch Winkelhebelübersetzung die Bewegung 
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des Fährungsstiftes, die zuDSdist puaUel der Membran erfolgt, in eine um 

90 Grad guilrelife Bewegung versebt wcnleii Beim Phonographen schneidet 
der Aufnabmestift, der ?ai *>inem scharten I)r('hmcißpl img&schlifFen ist, eine 
tiefe Rille in den Wachszyliuder hinein. Durcli die Schwingungen der 
Membran wird die Sclmitttiefe verändert, der nadiher in der Rille laufende 
kugeUlfoiDige Abgabestift folgt diesen Jlriiöhiuigen und Vertiefungen. Bmm 
Granunophon werden dagegen Wellenlinien auf eine Metallplatte, die mit 
Kupferstecherfimis übenogen ist, aufgeschrieben. Diese Wellenlinien werden 
eingeStzt. Dadurch errnf^glicht die Metallplatt*' entweder die direkte Wieder- 
gabe der Spracbe oder aber ihre Vervielfältigung durch irgend einen 
Umdrack. 

Bei der Optik ist in der geometrischen Optik nach Bes} »rechung der 
Heflexionsgeset/.e «Iit Hang der Tiiehtstralilen durch optische Mittel be- 
schrieben, und zwar ist zunächst dabei die Annahme gemacht, es iiandele 
sich um einfarbiges Licht Dabei wird aber diese Annahme nicht konsequent 
dorchgefnhrt, indem nut ^nem Haie, s. B. im § d68, die Komfanktion 
eines Dispersionsprismas besebrieben -wird; an einer andwen Stelle dagegen, 
wo die Dispersion zur Erkläining ein» Kimatrttktkm wirkHeh notwendig 
wSre, d. h. im Falle der Achrornatisierung eines Linsensystems, wird die 
Dispersion als unbekannt vorausge^etstt und die Korrektion als lediglich zur 
Hebung der sphllrischen Abweichung erfolgt augeftlhrt. Das scheint mir 
doeb ein wenig riobtiges Vorgehen su sein nnd vor allen Dingen die 
historische Entwicklung der Korrektion zu verletzen. In erster Linie hatte 
sich nämlich die Farhenabweichung bei der Alilnldxing durch Linsen störend 
bemerkbar gemacht. Ihre Korrektion konnte niu* durch Wahl einer pojiiliveu 
und negativen Linse aus verleb iedeu zerstreuendem Glase erfolgen. Daß 
man gleüdkzeitig dabei die q;»hlnsche Abweichung beseitigen kann, ist eine 
sehr angenehme Zugabe. Jedenfalls bedingt aber die Korrektion der spbä» 
rischen Abweichung nur geeignete Verhältnisse der Linsenradien, nicht aber 
verschieden dispergierende Gläser. Infolgedessen wäre es wohl anyel«! acht, 
im Kapitel 1 die Dispersion zunächst zu bobandein. Die praktiscbeu JSutz- 
anwendimgen, wie Spektralanalyse usw., können ohnehin später folgen. 
Auf Seite 389 findet sich eine Besehreibuig der Photographie, dia wohl in 
demselben Ranme wesentlich deutUoher nnd klarer gefaßt seiu könnte, wenn 
Wiederholungen, die darin sind, vermieden Avürden. Schlielilicli wäre es 
auch recht angebracht, bei der Angabc von Entwicklern und von ^'erstärkenl 
nicht gerade solche V'ertahreu zu wühlen, die trüber im nasseu Kullodium- 
▼erfahren tlblieh waren, namentUch dann nicht, wenn man spesieU von 
Trockenplatten spricht. Endlich ist im letzten Abschnitte mir wieder einiges 
aufgefallen, was aber auch wieder wesentlich Schuld der Verlagsbuchhandlung 
ist. Als ich auf Seite Jöl die Hertzschen Versuche durchsah, versuchte 
ich vergebens aus der Abl)ildung die Einrichtung, die Hertz benutzt hatte, 
mir Tttstftndlidi zu machen. Die Originalabbildnng Nr. S4 auf Seite 104 
d«c Herts sehen Untersnohungen üb«' die Ausbrcdtung der eldctrischen 
Kraft ist auch nicht gerade hervorragend, aber jedenfalls doch klar und 
verständlich. Bei dieser Fig. 2G7 dagegen hat man den Eindnick, «laß der 
Resonator mit dem Oszillator aus einem Stücke bestände, während in der 
Originalabbildung deutlich zwei gesonderte Teile gezeichnet sind. Auch die 
riditige Perspektive der OriginalabbUdnng ist in der Reproduktion verlorm 
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gttgangen. Zur besseren Klarlieit könnte es gar nicht schaden, wenn die 
schematischt; Art der Darstellung durch eine vomiinftige Zeichnung ersetzt 
würdo. Das Gleiche criU von den I*igiiren 272 und 274, die in jeder Be- 
ziehung unrichtig gezeichnet sind. 

loh wfirde mich freuen, wenn in einer neuen Auflage, die ich dem 
Werke recht hald wflnsehe, namentlich von selten des Verlages, die er- 
\r ahnten Fehler heseiÜgt werden, um das Buch auch äufierlidi so auS' 
zustatten, wie es seinem inneren Wate angemessen ist. 

Berlin. H. Boas, Ingenieur. 



VMtaehrift Ludwig Boltzmann gewidmet zxuxx sechzigsten GobnrtB- 
tage 20. Febmar 1904. Leipzig 1904, Barth. 030 S. Ji. 18. 

Der genioinsamt' Aufruf dor österrpichischon riiysiker, zum sechzigsten 
Cichartstage L. Boltzmauns einen Beitrag für eine Festschrift zu liefern, 
fand nicht nnr bei den deutschen Edlegen, sondern bei den Gelehrtoi der 
ganzen Welt einen lebhaften Beifall. Ein erfieulicher Beweis fllr die dem 
Jubilar gezollte Verehrung ist der Yorliegende stattliche Jubelband mit 
117 Abbaiidhmgpn. 

Daß aber die Festschrift auch ihren eigentlichen Zweck erreicht, er- 
kennt man schon beim Durchlesen der Titel, insofern als eine stattliche 
Beihe von Abhandlungen direkt an die grundlegenden Arbeiten Boltsmanns 
anknüpfen. 

Maines Krai-htous ist eine der fnichtrelclisten Leistun<rrn des Jiiljilars, 
die Be<leuturig de.s Maxwell - liai-fcolischen Athenlruckes für die Strahlun^'s- 
theorie klar erkannt und mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes der mochauischen 
WBnuetheorie das Fondamentalgesets der schwanen Strahlung abgeleitet zu 
haben. Man darf woU behaiqpten, daß diese Tat Boltzmanns die überraschen- 
den und wichtigen Resultate gezeitigt hat, welche in den Strahlungsgesetzen 
uud ir> den Qeset/milßigkeiten der berühmten Kirchhoffschen Funktion ihren 
Aui>druck gefunden haben. 

Dementsprechend begegnen wir einer ganzen Beihe namhafter Physiker, 
welche das Fehlem der Strahlung und die damit innig susammenhingende 
Theorie des Elektrons behandeln. Bei dem Bestreben, das Anwendungs* 
gebiet der schwarzen Strahlung zn erweitem, ist os nicht 7.n verwundern, 
daß man auch einmal über das Ziel hinfXu.si,'escbossen i>t und ilire (jesetze 
auch dort zu verwerten gesucht hat, wo diese vorlüufig noch keine Gültig- 
keit beanq»rttchen kdnnen. 

Bekannt ist femer die Bedeutung der Boltzmannschen Arbeiten über 
die kinetische Gastheorie und die Hcrtzschen Gleichungen der Elektrodynamik. 
Dem«>ntsprecheud finden sich mehrere Arbeiten, die einzelne Punkte weiter 
ausführen. 

Die ftbrigMi Abhandlungen, welche zu den Boltzmannschen Arbeiten 
nur in losem Zusammenhang stehen, drflcken dem Jubelbande ein individuelles 

Geprftge auf. Geben sie uns doch durch ihre Mannigfaltigkeit ein inter- 
essantes Bild von dem Arbeitsgebiet so vieler ausländischer und deutscher 
Physiker und führen sie uns vor Augen, was zur Zeit im Vordergrunde 
des physikalischen Interess&s .steht. 

Charlottenburg. 0. Lummbr. 
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M. Brillonln. Prapagntlon de rAeotrlolM. Paris 1904, A. Heimann. 

Der erste T^l der Torli^fra^n Yorlenmgeii ist einer liistoriBdien Dar- 
legung der Arbeiten von Cavendish, Ohm, Clansius und Kirchhoff gewidmet. 
Er ermöglicht es, den zweiten Toil sofort mit der Theorie stationärer Ströme 
zu eröffnen, um diPSe (l;inii auf die Bestimmung des ^Vider^tands rduiger 
Lciterformen anzuweudeu. Als Beispiel für die Theorie vaiiabier Ströme 
(ohne Berfk^chtigung der Induktion) wird die Ladung einee Kabels ein« 
gehend untersuclit. Der dritte Teil wendet sieb hierauf den Induktiont- 
wirkungen veränderlicher Ströme zu. Unter Zugrundelegung des Neumann- 
srhen Opsptr.cs werden dif» Tnduktionskoeffizienten von geradlinigen Drähten 
und von Spulenwickluugcu berechnet Unverständlich erscheint liier Kap. IV. 
Die durdi umstKndlicbe Bethenentwieklung in Bipolaricoordinaten bestbnmte 
Fonktion ist in allor Strenge das logarithmische Potential swrier Krriaflfteben 

(vgl. dagegen art. 208), und der schliefitiche komplicierte Mittelwert tou 

1 c* 

pag. 307 ist einfach = v + wenn suTor durch Addition einer Kon- 

stauten su F noch die Bedingung — 0 (vgl. art S37, wo für das ün- 

endliche p = 0 stAtt p = 0 und « = 0 gesetzt ist) erfüllt wird. — Dttl 
Schluß bildet eine ausfuhrlicbp Untersuchung der Elektrizitätabewegung in 
einpm Drahte, also die Diskussion der Telegraphengleicbnng. Der viorte 
Teil hat die Theorie der elektrischen Schwingungen zum Gegenstand. Zu- 
«rst werden die Helmholtssdien Feldgleiehungen ans dem allgemeinMi Induk- 
tionsgeeetie hergeleitet, unter prinzipidler Yenneldiuig einer Theorie der 
Dielektrika Daher folgen dann die MaxweUschen Gleichungen nieht als 
Sjye'/ialflLllr' i»'npr, sondern worden ans ihnen einfach durcli Abänderung ge- 
wisser Glieder erhalten. Eine detaillierte Theorie des ungtdiimpft. wie auch 
des gedämpft schwingenden Dipols liefert eine erste Auwendimg der Max- 
wellschen Gleichungen. Die zweite Anwendung bildet die Befnohtung der 
elekbnschen Schwingungen der Kugel und des verlängerten Rotationsellipso- 
ide?. Die Belrnndlnnj^ des letzteren bat nur für f^erinpe Kxzentri7itäten 
(nilti(,'keit ; trot/.deni stimmt die Dämptungskonstaate uadeiförmiger Ellipso- 
ide noch einigermaßen mit den Abrahamscheu Werten überein. 

• 

Göttingen. G. BmtQhOTZ. 



Giovanui Oiorgi. Unitä rasionali di elettromagnetiaino. Kapoli 1901. 

(Estratto dal Nr. 24 Anno 1901 deU'Ingegneria Moderna). 

— n sistema assoluto K. 8» Roma 1903. (üstratto dall' Elettridsta, 

1^ Novembre 1902). 

Der Verfasser befflnvnrtet ein Maßsystem, das mit dem sogpnannten 
„technischen" Miili.system der Ma.schincningeuieure in der Lilngeneinheit und 
Zeiteinheit ül)ereinstimmt (Meter und Sekunde), als Masseueiuheit jedoch 
nicht 9.81 kg, sondern nur 1 kg hat Die deMrischm Binheiten diesa 
Maßsystems stimmen mit den jetrigen sogenannten „praktischen" Eiidmten: 
Volt, Amp., . . . überein, wenn man das Conlombsche Gesetx flbr £3ektrizit&t 
so schreibt: 



. Kj by Google 



Bezennonen. 



281 



(v ^ S * 10* ^ = Lichtgeschwindigkeit) oder 

!^«- a . 10»— . 

Um uüLterdeui deu l'aktor 4it aus den dvktroniagntiisdivH Gleichungen m 
beseitigen, wird im Anschloß an Fessenden TOigesddagen, die magnkistkm 
Einheiten durch folgende Schreibung des ConlombMlien Gesetaws ftr Hag- 
netismiiB za definieren: 

(und iticM nach Analogie der sogenannten „absoluten** Ibiflflysienie 

4Är' - /'= An • 10 ^mm'.) 

Der Vorteil dieser Festsetzungen bestellt il;iriii, daß ein Maßsystem entst<»ht, 
das sich einerseits mich in den Anwendungen aut Mechanik, Elektii/itiit 
und Magnetismus numeri,^di bequem Jconsequfnt durthfüitrm läßt, und das 
sieb andrerseits den in der Tedinik ^gebürgerten Einheiten fast vollkommen 
ansduniegi 

Fbitz Emdb, Ingenieur. 



B. Weinstein. Einleitung in die höhere mathematiBChe Physik. 
Mit 12 in den Text gedruckten Figuren. XVI u. 399 8. Berlin 1901, 

Ferd. Dümmler. 

Das Buch gibt eine gedraripte l)ber«iicht über das gesamte (iehiet 
der luatbematischeu Physik. Wie iui Vorwurt bemerkt wird, lAt es „nicht 
allein für Lernende, sondern auch für Lehrende geschrieban**; indessen et' 
scheint die Lektflre des Werkes doch weniger f&r Lernende als £Dr Lehrende 
geeignet. Denn die äußerst knappe Art, in welcher das umfangreiche 
Thema behandeit wird, dürfte wohl nur solchen Lesern genügen, die sich 
mit dem dargestellten Gegenstande bereits ziemlich eingehend vertraut ge- 
macht haben. Für diese mag das Buch, als ein« Art Bepetitorinm, immerldn 
von einig«» Nntaen sein. 

„Mit ganz besonderer Sorgfalt^, so heißt es ferner im Yurwort, „sind 
die Grundlagen einer jeden Theorie behandelt, der ganze eixte Abschtiitf 
des Buches beschäftigt sieh mit diesen Grnndlagen und setzt ihren iiatui"- 
philosophischen und praktischeu Wert auseinander. Der Verfasser hofft, 
daß gexade dieser Abschnitt willkommen sein wird; denn, so seltsam es 
klingt, auf eine hinreichende Durchdringung der nnindlagi-ti wird auch gegen- 
wrirtig iiiiiner noch nicht recht geachtet." Ltider iiniÜ UtdVrfut bekennen, 
daß gerade diese Erörteruugeu über die ( inindlagen und den erkeiintiiistheore- 
tischen Inhalt der physikalischen Begriffe fast nirgends betriedigen. Ins- 
besondere muß man den AnsfUimugen jenes ersten Abschnittes — der den 
Titel trigt: „Gegenstand der mathematischen Physik und Grundlagen der- 
selben'" — fast anf jeder Seite widersprochen, und sehr häufig entbehrt 
die Ausdrucks weise des Verfassers der erforderlichen Präzision. Zar Be- 
gründung dieses Urteils seien einige Beispiele angeführt: 

Li der Diskussion des Baunibegriffes wird gesagt: „Die drei Abmessungen 
des Ranmes sind gerade oder die Lage eines jeden Ortes im Baume ist 

AfAlf Sw MatliMMrtOiiiBd nvrik. m. Bellt*. IX. 19 



vollstftndig .bestimmt, wenn man drei gerade Linien angibt, die In dem 
Orte znsaramenlaufen sollen • • • . rhifsilnJiscJi ahcr folgt (!), daß Be- 
wegungen, die in unserem Räume in gerader Linie beginnen, durch den 
Raum selbst nicht gezwungen werden, sich zu krümmen, daß in unserem 
Baum gerade Bewegung zwanglos geschidit.** 

Noch merkwürdiger ist der Satz: „Die Zeit ist immer die nämliche**. 
Das Wort „immer" bedeutet doc-h wohl nichts anderes ab? „zu an^n Zeitt-n" 
— also: die Zeit ist 7M allen Zeiten die nämliche. An anderer St<;llt> heiÜt 
es ähnlich: „Der Raum ist überall derselbe''. £s scheint, daß der Verfasser 
mit den Worten „der Baum, die Zeit" — die in der Physik doch nichts 
als abgekflrste Bezeichnungen sind für geviase Zusammenhänge von £r- 
scheinungm — irrigerweise die Vorsiellnng TOn etwas SnbstantieUem ver- 
bindet. 

Femer sei folgender Ausspruch zitiert: „Wollen wir also nicht anuekmen, 
daß die Zeit anf verschiedene Substanzen verschieden wirkt, so bleibt nichts 
fibrig, als vorausKUsetzen,** (sicl) „daß es ttberbanpt nicht die Zeit ist, wo- 
durch Ver&nderangen entstehen, sondern etwas anderes. Wir nennen dieses 
Andere Ursache und werden bald davon sprechen." Also: es ist nicht die 
Zeit, sondern die Ursache, wodurch Veränderungen entstehen! 

Weiter wird gesagt, „daß in der Zeit jede gleichtunnige Bewegung 
zwanglos gesobiebi Man stellt da/nm (!) auch Zeitabschnitte dnrch geiade 
Linien dar." 

Von der Energie heißt es, sie sei „nichts anderes als das, was wir ge- 
wöhnlich mechanische Arbeit nennen. Weil aber der Physiker nach den 
iirscheiuuugsklassea verschiedene Arten von Arbeit unterscheiden muß, ist 
ein IVemdwort als snsammen&asttide Bezeichnung bequem*^ 

Auch fOr die Definitionen der weiterm physikalischen GrSfiem ist 
grOißtenteils eine wenig präzise Form gewählt worden. 

Li der Wilmelehro wird der Begriff der Temperatur zunächst ohne 
jede Krliinitjruug ange\Y<'udet. Später heißt es noch ausdrücklich: ..Wir 
haben iür diese Größe 0 das Wort Temperatur benutzt, ohue zu sagen, 
wie diese GrüBe gemessen werdm solL Hierftber IftBt sieb auch nichts 
weiter angeben.** Trotsdem oder glficklicherweise wird aber in den folgen- 
den Sätzen noch „weiteres hierüber angoj^'eben". 

Zum Schluß sei noch bemerkt, daU die Darstellung auch im sprach- 
lichen Ausdruck manche Flüchtigkeiten enthält. 

Berlin. E. Ascuku^ass. 



Au^sto Righi und Bernhard llessiiu. Die Telegraphie olme Draht. 
Mit 258 eingedruckten Abbildungen. XI u. 481 S. Braunschweig 190^^, 
Friedri«^ Yieweg nn^ Sohn. 

,iDa8 Buch Ober Telegraphie ohne Draht, welches wir hiermit, einer 

Aufforderang der Verleger Vieweg in Braunschweig und Zanichelli in 
Bologna folgend, gleichzeitig in deutscher und italienischer Sprache dem 
Publikum darbieten, erhcld nicht den Ans|nuch, ein im eigentlichen Sinne 
wissenschaftliches Werk zu sein. Dasselbe wendet sich an den großen 
Kreis d^ allgemein gebildeten Iicser. Ihnen will es eine möglichst voll* 
ständige Kenntnis der Piinsipira vermitteln, auf denen die von Gug^lmo 



. Kj by Google 



BasenmoiMii. 



283 



Marconi geschaffene neue Anwendung der rkktrisrlu u Wellen beruht; gleich- 
seitig will M ilmen die Entwidclimg TOr Au^'en führen, welche die Methoden 
nnd Hilfsmittel der drahtlosen Telegraphie, Dank dem Scharfsinn Marconis 
und zahlreicher anderer Erfinder, unter den bestftndig waduenden An- 
fordertinge n der Praxis genommen haben." 

Diese, dem Vorwort entnommenen Sätze kennzeichnen treffend den 
Charakter des yoriiegenden Werkes. Es enihllt «dne aittfQhrliohe Schildenmg 
der Tedioik der dnthiloeen Tei^pnidiie und une wohlabgenmdete, ein- 
gehende Anseiiiandersetzung ilirer physikalischen Grundlagen. 1^« n Verfassern 
ist die Lösung der Aufgabe, die sie sich gestellt, in ganz vorzüglicher Weise 
gelungen, so daß die Lektüre des Buches bestens empfohlen wenlm kann. 
Da keinerlei fachmännische Vorkeuutuisse vorausgesetzt werden, so ist das 
Werk einem grofien LeierkreiM sngänglich. Indem aber die Darstellung — 
unbeschadet ihrer GemeinTerstBndlichkeit — bis zu den fSeinsten Einzelheiten 
des behandelten Gegenstandes vordringt, und überall, wo es nni Platze ist, 
eine wohlerwogene Kritik zu Worte kommen Ulül. wird das Studium dieses 
Buches auch für den Fachmann von großem Werte sein. Der Physiker 
wird inabetondere aeine Freade haben an der eleganten Darstellung der 
friBBenechaftlichen Prinsipien, ans denen jener neue Zweig der Technik etH' 
poigewachsen ist. 

Der Inhalt des Werkes zerfallt in vier Teile. Der erste gibt eine 
allgemeine Übersicht über „die elektrischen Erscheinungen" und ist in vier 
Kapitel gegliedert, die folgendermaßen betitelt sind: l) Das elektrische Feld, 
3) Konstante elektrische Strttme, 3) Das magnetische Feld, 4) Der veitnder' 
liehe Zustand des Stromes. Der tweite Teil trägt die Überschrift: „Die 
elektromagn et! sehen Wellen". Hier werden im ersten Kapitel „die elek- 
trischen Schwingungen" behanrlelt, soweit dieselben eine strahlenfT^rniige 
Ausbreitung noch nicht in die Erscheinung treten lassen. Au dieser Stelle 
werden au^ ausführlich die Prinzipien der elektrischen Besonana in höchst 
anschaulicher Weise beqitodien. Das aweite Kapitel behandelt — noch 
unter vorwiegend physikalischen Gesichtspunkten — „die elektrischen Wellen**. 
Ihre Eigensehat'ten , sowie die Methoden ihrer Er/engung und l^eolnirbtung 
werden dem Leaer vorgeführt auf liruud der Untersuchungen, die durch 
die berühmten Arbeiten von Heinrich Hertz eingeleitet wurden. Bekannt- 
lich hat Herr Bighi selbst an dem weiteren Ausbau dieses Forsdiungs- 
gebietes einen hervorragenden Anteil genommen; demgemäß lädt er auch 
Beinen eigenen diesbezflglichen Untersuehnngen eine eingehejide V^esprechnng 
%tL teil werden. Ohne die Bedeutiuig jener Rigbischen Arlieiten verkennen 
zu wollen, mag aber bemerkt werden, daß der Autor sich in dieser Hinsicht 
doch baiweilwi eine größere Beschränkung httte aufinrlegen kennen. So 
wird z. B. der Bighisdie Oszillator allzu ausführlich in einer großen Zahl 
von Ausführungsformen vorgeführt, die sich voneinander <loih nur durch 
geringfügige Modifikationen ihrer Konstruktion unterscheiden. Auch in dem 
Abschnitte, der der „Optik der elektrischen Schwingungen" gewidmet ist — 
d. h. den Versuchen, in welchen das dem des liichtes analoge Verhalten 
der Stzablen elektrischer Kraft zu Tage tritt — werden fest ausschließlich die 
eigenen Arbeiten Rights berücksichtigt; um yon anderen Autoren zu schweigen, 
so hätten hier doeli wenigstens die von Hertz ausgefiih!-ten Experimente über pris- 
matische Brechung und über Polarisation durch Gitter erwähnt werden sollen. 
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Ein besonderer Alisdiiiitt ist den Indikatoren — den Voiriohtungea, 

die zur Wahrnehmung der elektrischen Wellen dienen — gewidmet- „Alles 
in allem", heißt es hier, „kfiint man heute 22 verschiedene Arten von Indi- 
katoreu^. Diese Zahl ergibt sich jedoch auf Grund einer ziemlich willkür- 
lichen Beurteilung dessen, was als eine beeondere »Art** anzusehen isi So 
wird s. B. das Ton dem Referenten vor cehn Jahren angegebene Beobacbtungs- 
mittel — ein Gitter aus Stanniolstreifen — als Indikator besonderer Art 
tinfgeführt, während es doch, wie Referfnt bald darauf naoliweisf-n konnte, 
nur eine Ausffihrungsform des Kohärors darstellt. Unerwähnt geblieben ist 
übrigeuis dab Dyuamobolometer von Puaiiow-iiubeub. 

Entsprechend ihrer Bedeutung für die Telegraphie ohne Ihraht ist den 
f3&diokonduktoren" — dieser Bezeichnung bedienen sich die Verfasser nach 
B r an lys Vorschlag ttir die K<»h;irer — das ganzf dritte Kaiiitel des zweiten 
Ti'ilf« tTPwidraet. Nach einer l)arlegun^' der Kutdeckungsgeschichte dieses 
merkwürdigen Indikators werden seine komplizierten Eigenschaiften und die 
«XL ihm beobaditetM VhMxKmitm auf Grund der nmfiingreidien oimirfiHtgigen 
Idteratur xiemHch erschöpfend und sachgraoftfi besprochen. Auch die ver- 
schiedenon Theorien, die für die Wirkungskreise der Koharer aufgestellt 
worden sind, werden eingehend diskutiert. Mit Recht werden al»er alle bis- 
her gegebenen Erklärungsversuche als unzuiUnglich bezeichnet, indem das 
Kesume der Verta8ser lautet: „ÜberbUckeu wir das Gesagte, so müääeu wii- 
bekennen, da0 von allen bis jetzt aufgestellten üieorien keine einzige die 
Erscheinung der Kadiokonduktoren voUstSn^g 2U erkl&ren vermag''. 

Tu dem nnn folgenden di'itfen Teile — „die elektrische Telegraphie 
ohne Draht" — wenden sich die Verfasser zu dem eigentlichen Thema des 
Buches. Das einleitende erste Kapitel handelt von der „Telegrapiiie durch 
Leitung'^ — d. h. drahtlose Leitung dnrch den Erdboden oder dordi 
GewBsser — „dnrch elektrostatische Influenz und durch Induktion'^. Die 
Titel der weiteren Kapitel lauten : 2) „Die Telegraphie vermittels elektriedher 
Wellen." 3l „Die Apparate der drahtlosen T^lpfTraphin 7wischen zwei 
Stationen'*. Ij „Mehrfache und abgestimmte Telegraphie". Die Bearlieitung 
dieser Kapitel ist auf Grund eingebender Kenntnisnahme der zahlreichen 
neueren Publikationen und Patentschriften ertblgt, und es sei rflbmend her- 
vorgehoben, daß auf Giimd dieser umfassenden Literaturkenntnis allenthalben 
eine kritische und gerechte Würdigung der Bedeutung und des Wertes der 
einzelnen Leistungen stattgefunden hat. Dieses Verfahi'cn war hier um so 
mehr geboten, als eine große Zahl der auf diesem Gebiete publizierten 
Eifittdungsideen noch nidit die Plrobe des Versnehes bestanden hat oder gar 
von vornherein den Stempel der praktischen UnausfUhrbarkeit an der Stirne 
ti-Ugt. Durchaus begrtindet ist auch die Skepsis der Verfasser in ihrer 
Stellungnahme zu der Frage der .Abstimmung funkentelegraplii.seher Stationen. 
Schon im zweiten Teile wird diese Frage gestreift und in zutreffender Weise 
auf die physikalisdie Unml^lidikeit einer voUstftmügen Ldsung dieses 
Probinns auf dem bishw betretenen Wege hingewiesen — mit Recht wird 
nämlich betont, daß ein Oszillator, der betrUchtliche Energiemengen aus- 
strahlt, gerade infolge der hierdurch bedingten starken Dämpfung der 
Schwingungi n eine scharte Kesonanz des Empfängers unmöglich wertlen lilßt - 
und in diesem dritten Teile begegnet man gegenüber den seitens der Erliuder 
immer vrieder aufgestellten Behauptungen, dafi ihnen die LOsung joner Anf- 



. Kj by Google 



Aazensionen. 



285 



gäbe geglückt sei, stets dem Aufldraelc eines woblbegründeten ZweiMs. 
Auch der Beferent teilt in dieser Hinsicht durchaus den Standpunkt der 

Verfasser, da die sp&rlichen Versuche, welche überhaupt /.ur Prüfung des 
angeblichen Vorhandenseins einer Abstimmung von Geber und St micr aus- 
geftlhrt worden sind, niemals einwandsfrei ausgeführt wurden oder gänzlich 
der Beweiskraft ermaageln. Li d«r Regel begnügten sidi die Erfinder mit 
der blofien Veraicherang, daft mit ihren „Systemen*^ die LSsong des genannten 
Pkobleras gelänge. 

Vollste Anerkennung verdient wpitfrliin die Objoktivitftt, deren sich die 
Verfasser befleißigen bei der Würdigung der innzelneu Leistungen, durch 
welche die Entwicklung der Funkentclegraphi« gefördert wurde. Bekannt- 
lich sind aof dem Felde dieses neaerscblossenen technischen Gebietes schon 
heiße Prioritätsschlachten geschlagen worden. Die Verfasser sind stets 
bemüht, den Ansprüchen der vcrsc ]iittd«nen P;irt«don durch sorgfältige 
Beobachtung der bezüglichen Pulilikationsdaten gerecht zu werden. Über 
die bahnbrechende Leistung Marconis selbst wird sehr treffend folgender- 
maßen geurteilt: „ . . . . Li den weaenÜiohen Einzelheiten seinw Apparate 
kann also Marconi auf Priorilfit keinen Ansprach machen .... Sein un- 
bestreitbares Verdienst bleibt es aber, daß er eine tatkrilftige Initiative 
entfaltet hat, wo andprc nicht über schürhtprnf» Vorschläge oder tastende Vor- 
suche hinausgekommen waren, iitid daß er sofort und mit kühnem flritfe 
auiii praktische Gebiet übertragen hat, was anderen nur unbestimmt vor« 
gesoliwebt oder zn bescheidenen Experimenten gedient hatte, hk vollem 
Umfange offenbart sich seine Erfindergabe sodann in der Besiegung /.ahl- 
lospr praktischer Schwierigkeiten und in einer Men«:^P von Einzelheiten und 
Ergänzungen, die, sn nnbe 'It utt nd auch manche vnn ihnen für sich genommen 
erscheinen mag, doch tür <ien praktischen Krioig ungemein wesentlich sind.** 

3üt der gleichen Sachlichkmt werden auch die Verdienste von Lodgc, 
Braun, Slaby-Arco etc. gewürdigt. Hierzu möchte sich Referent noch 
folgende Bemerkungen erlauben bezüglich einer Bezeichnungsweiso, die sich 
leider srhon allcrpraein eingebürgert hat, aber doch geeignet ist, die wahre 
Bedeutung der Leistungen der einseinen ErÜnder in eine bchiefe Beleuchtung 
za rfi^en; Man spriebt bekanntlidi von einem „System** Marconi nnd da* 
neben Ton anderen „Systemen** der drahtlosen TNukentel^rapbie. In Wahr- 
heit gibt es aber nur ein solches „System", und dies ist ; 11. i i an den 
Namen Marconis geknüpft. Di^sps „System'* bcnfitzon anrli alle anderen 
Erfinder. An der S( lialtungsweisf und an sp^vit llon Anordnungen, die ur- 
sprünglich von Marconi gewälilt waren, liaben sie Veräluderungtu v«ir- 
genommen, die gewiß vielfsoh auch Verbesserungen darstellen mögen, aber 
den prinzipiellen Teil der Marconischen Erfindung unberührt gelassen haben. 
Im Grunde handelt es sirh dneli höchstens nur Tim Vrrvollkommniin^*'n, 
wie sie die fortschreitend!' Ertahrung der Praxis liei der wciten-ii Aus- 
gestaltung einer Erfindung allenthalben zu zeitigen ptlegt, und wie sie auch 
von Marconi selbst in mannig&cher Weise an seinen ursprflnglidhen Schal* 
tongsarten Torgenommen worden sind. 

Der vierte und letzte Teil des Werkes behandelt noch die „drahtlose 
Telegraphie mit Hilfe des Tdehts und der nltra violett en Schwingimgen**, 
eiuschließlich der drahtlosen Telugraphie mittels des lüueudeu und lauschenden 
Lichtbogens. In diesem Abschnitt werden auch die Untersuchungen der 
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photoelektrischen PhSnomene geschildert, die vou der bedeutungsvollen 
Hertzschen Entdeckung über den Einfluß des ultravioletten Lichtas auf dio 
FunkenentladuDg ibrea Ausgang nahmen. Iirtümlicherweise charakterisieren 
die Verfasser wiederiioleiitlich jenen von Hertz beobachteten Effekt als eine 
Hembsetrang des EntJadungspotantials, wKhrend dodi Ton Warbvrg naeb* 
gewiesen ist, daß diirch die kurzwolH^^ea Strahlen keineswegs das Funken- 
potential erniedrigt, sondern vifilmt'hr dip soj^pnannte Verzögerung aufgehoben 
wird. Im übrigen tritt uns aii- r auch aus den letzten Kapiteln dio fin- 
dringende und umfassende Sachkenntnis sowie die hervorragende Darstelluugs- 
kunst der Verfasser entgegen, dnreli welche es ilmen gelungen ist, eia Werk 
sn Behaffen, das als eine schfttsenswerte Bereieherung unserer phjsikalisoh- 
teolinischea Literatur gerühmt xa werden verdient. 

Berlin. £. Aschkiiiass. 



Chwolson, 0. B., Lehrbuch der Physik. Erst<^r Band. Chf-rsttzt von 

H. Pflaum. Mit III? oinfredruL'khn Abbildungen. XX u. 791 8. 

Braunscbwpig 11M)2, Fiifdrich Viewog und Sohn. 

Aus der lrül)(^ii Flut der leidigen Massenproduktion physikalischer 
Uutcrricbtsbücher taucht nur hin und wieder einmal ein Werk hervor, das 
als ein wirklieher, wartroUer Gewinn unser» wiBsenscIiaftUelien I4lec«iliir 
beseichnet werden kann. Zu den seltenen rafivalidMn Erscheurangen dieser 

Art gehört der in dout.m lier tlbersetzung vorliegende eftts Band des Lehr- 
buches der Physik von 0. I). Chwolson, Professor an der Universität tm 
St. Petersburg. Vor allen Dingen sei rühmen« 1 hervorgehoheu, daÜ es dem 
Verfasser mit glücklichem Erfolge gelungen ist, sich in mannigfacher Hin- 
sicht Ton dem altgewohnten Sdiema solcher Werke losnisi^n. Sowohl in 
der Anordnung wie in der Darstellung des hehandelten Stoffes tritt diese 
Originalität vielfach in die Ersebeinung. Wir haben hier eine wirklich 
selbständige Arbeit vor uns, und fast jede Seite des Uuches läßt erkennen, 
daß der Vertasser sich nicht mit einer bluüea Wiedergabe des überlieferten 
Stoffes nach ttberkottuneiiein Schema begnügt, sondern sein mn&ngreiches 
]laterial für den yorliegenden Zweck erst innerlich Teraiheitet hat 

Der gesarate Inhalt ist in sechs Abschnitte gegliedert: 1. Etnleittmgt 
2 Mechanik^ '^. M'ßnpparate und Meßmethoden^ 4. /. A/v von den Gaaerty 
5. L'fire fv>« tlm Fliissu/kfiitcn, 6. Lehre von dm /esie« KufpfT)!. — Mit 
Recht werden iu der Einleitung die erkenntnistheoreUschen Priu/.ipien, die 
der physilcalischen Wissenschaft zngrande Hegen, siemlich eingehend erSrtMt, 
und auch weiterhin werden stets mit besonderer Sorgfalt die bügrifflidien 
Fundamente der Definitionen und physikalischen Größen klargelegt. 

Die Meehrinik wird in neun Kapiteln besprochen, deren erstes rein 
kinematisch dir Beweffungt^ handelt. Das zweite Kapitel ist betitelt: 

„von der Kraft'"'' \ seltsamerweise Tenaiflt man hier vollständig die Qesetxe 
der Statik. Im dritten Kapitel beschilftigt sich der Ver&sser mit der 
^^Arhi 'it und Enerffie^''; die diesbezüglichen Auseinandersetaangen sind nach 
Ansicht des Referenten stellenweise weniger gut ir 'ungen; insbesondere 
werden nicht immer streng genug Tat>auhen von Hyjtotbesen geschieden. 
Durchaus angcbraeht Hrftclieiut es aber, daß in diesem Abschnitte über 
Mechanik in dem folgenden rierten und f&nften Kapitel bereits „die harmo- 
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nische Sditritigungsbewegung^ und die prahlende Äu^eUung von Sehtcin' 
ffunngm**^ behandelt werden. Hier finden »ieh aneh schon die Greeetze der 

Interferens,Refleiion,Brechung,Huygensst'hee nndDopplersches Prinzip usw. 
Es fnlgpn die woitrren Kapitel: H. Von (hr aUyaneimn C raeifafion^ 7. Elc- 
mmte der PofciitidlUicurie, 8. Von der Sdtwerkrnff, 9. Vm diu Dimi nsiuncn 
phifsikaliscfier Größen. Diese neun Kapitel über Mechanik füllen imt ein 
Drittel des ganzen Bandes ans. Warum ist aber die Rotationsbewegung so 
stiefintltterlieb bebandelt? Man snoht Tergeblich nach einer Besprechung der 
Kreiselbewegnn<;, s* Ibst der Foul mit 'ip IVndelversuch Moibt unorwfthnt. 

Der dritte Abs« hiiitt /.erfüllt gleichlalls in neun Kapitel: 1. AlUjvmcine 
Bemerkungen über jJiytakali^chv Mcssungeri. 2. Einige JlUfsapjmraU: 
3. Melsungen von Längen uml Fläciten. 4. Messung von Winkeln. 
5. Messmig des YcUmtens. 6. Mesanng von Kräften und Massen. 7. Messm^ 
der Zeit. 8. Messung der Inimsifül der Schuerkrnff. 9. Messung der 
mlWi rrn Krädirldr. - - Der \'icrt«t Abscbuitt, ilie lA-bre von den Gasen, 
behandelt: 1 Didtte dir Gase. 2. Spannung der (iitsr. ,'). Barometer, 
Manometer und Pumjien. 4. Berührung von Gasen mit G(mn, Flüs^keüen 
und festen KSrpem. 5. Gruneßagen der kinäisdten Gas^earie, 6. Oase 
Im SSustande der Bewegung md des ZerfaUes. Hieran acbliefien rieh die 
zehn Kapitel des fünften Abschnitts: 1. GrundeigensAoften md Bnu der 
Flüssigkeiten. 2. Diehte dtr Fl Heftigkeiten. 3. Kompressihüitäi der 
keilen. 4. OberftiUhcnspannumj der Flüssigkeiten, o. ErscJieinuniitn (hr 
AdJiäsion und Kapülarüät. 6. Lösungen von festen und flüssigen Kurpern. 
7. Biffusim und Osmose. 8. Bähung kn hmeren der FlüsngkeHen, 9. Be- 
wegung der Flüssigkäien. 10. Kolloide. In dem vorletzten dieser Kapitel 
wäre woh^ eine etwas ausfülirlitliere Dai-stellung am Platze gewesen. Im 
Vergleiche zu der Reichhaltigkeit anderer Kapitel erscheinen die Auseinander- 
setzungen über die lijdrodynamik auf jenen zwölf Seiten doch etwas 
dfirfUg. — Den SchlnB bildet die Lehre von den festen KSrpem: 1. JHe 
Materie im festen Zustande. 2. Diehte der fetten Körper. 8. Defmnaüonen 
ekia festen Körpers. 4. Betbuty und &oft fester Körper. 

Das Werk ist in nissischer Sprache zuerst im .Tabre 1897 erschienen. 
Der deutschen Ausgabe, um deren Zustandekommen siih Herr Prof. Eilhard 
Wiedemann bemüht hat, wurde die zweite Auflage des russischen Originals 
«ngmnde gelegt; doch sind allenthalben noch laUreiche Änderungen und 
Ergänzungen eingefügt worden. Die Übersetzung des Werkes — von 
H. Pflaum in Riga — liest sich ganz vortrcfi'lich; an einigen, wenn anch 
nicht rahlroiclien, Stellen hatte noch die Verwendung von russischen Maß- 
einheiten ausgemerzt werden sollen. Die Literatur ist überall bis zum 
Jahre 1901 berttclönditigt worden. Am Ende eines jeden Kapitels finden 
sieb swedanftAig snsammengestellte Veneiduiisse der wichtigsten ein- 
schlägigen Spezialwerke und Originalabhandlungen. Sach- und Namen- 
regi'^ter, schöner Druck uml übersiehtliohe Figuren TonroUst&ndigen dm 
Wert des ausgezeichnefc-n Burbes. 

Es ist nur zu wünschen, daü die Erwartung sich erfülle, die Herr Prof. 
Wiedemann in einem Torgedmckten Geleitwort nun Ausdmelc bringt: 
daB das Chwolsonsche Werk sich neben den besten der vorhandenen Lehf^ 
bOoher auch in deutschen Leserfcreisen einen Plats erobem möge. 

Berlin. E. Ascbkimam. 
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Kmidt, A., Vorlesungen über Experimentalphysik, hmii^gegeben von 

K. S( hc. l. Mit dein Bildnis Kundts, 53t AhMldnngpn und einer 
farbigen Spektraltat'el. XXIV u. 8d2 S. Braunäcbweig 1903, Fhedrick 
Vieweg und Sohn. 
Die xahlreichun Schüler Kundts werden das Erscheinen der Vor- 
lesungen ihres yerehrtan Lehrers sichezUoh mit Preuden hegrüBen, ruft doch 
die Lektüre dieser Bl&tter wieder die Erisnemng wach an jene kOsitieheD 
Standen, in denen der allzu finih dl^ingeschiedene Meister durch seine 
glflnzende Vortragskiin-t di*' f?<'linr seiner Hörer für die physikalische 
Wissenschaft zu begeisteru verstand. Der eigenartige Uei/-, der den Kuudt- 
schcn Vorlesungen innewohnte, entsprang dem Zauber seiner gewinnenden 
Persönlichkeit nod dar inneren Freudigkeit« mit der er sein Thema zu 
hebandeki pflegte. Hierzu kam die liidltrolle Klarheit und geistreiche 
Eleganz seiner Darstellung in V^bindnng mit einer vollendeten Sicherheit 
im Experiint'iitiori'ii. 

In der vorliegenden Form sind dio Vorlesungen im Wintersemester 
1888/89 und Sommersemester 1889 gehalt«! wotdmk. Das Bneb stellt im 
wesentlichen den Abdruck einer Nachsdirift dar, welche anf Kundts eigene 
Veranlassuiju damals angefertigt wunle. So konnte dem Werke die OriginalitSt 
df>r Kun dt sehen Vortragswf.isp <f<»waliH bleiben dank der pietätvollen Art, 
mit der sich der Hf-raiisgeber der druckt'ertigeu Ausgestaltung des Manu* 
skriptes unterzogen hat. 

Das Bestreben, den ursprünglichen Charakter der Vorlesungen un- 
geftndert zu erhalten, hat den Heransgeber leider auch veranlafit, von mnsr 
Ergänzung des Tejrtes durch Einfügung der in den letzten 14 Jahren neu 
rfpwniuTcneir Fnrschunr'sergebnisse abzusehen. Es ist auf das lebhafteste zu 
bedaueni, daü das V\ t-rk auf diese Weise nicht zu einem vollständigen Lehr- 
bnche der Physik ausgestaltet wurde, sondern nunmehr ein Torso werden 
mnfite. Die Pietftt g^n den Autor wäre keineswegs verletzt worden, wenn 
an geeign«?ten Stellen Einschaltungen vorgenommen worden wären — Sie 
hiltten durch kleineren Diurk al-^ solche kenntlicli ^'t-macht werden können — , 
in denen die Fortschritte der \N issonschaft Bertieksichtigiing gefunden hatten. 
Ware diesem Verfahren der Vorzug gegeben worden, so würde man gerade 
dem Anftnger — Kundt hielt ja diese Vorlesungen für Studierende der 
ersten Semester — das Studium des vorliegenden Werkes aufs wärmste 
empfehlen müssen. Nun aber wird ihm an zahlreichen St<'llen ein nur 
iiian^n^Ibaftes l^iM von dem getrfnwflrtigen Stande der physikalischen Wis«en- 
scbatt dargeboten. Vergeblich würde er z. H. suchen nach einer Schilderung 
der Hertz scheu Arbeiten über die Ausbreitung der elektrischen Kraft, nach 
einer Darstellung der Prinzipien der Faraday-SIazwellsdben Theorie^ und 
noch vieles andere, wie Röntgenstrahlen, allgemeine Gesetze der Temperatur> 
strahhmi:, Elektron cntheorie, nei'(|U(rr(d>tra}dt'n n<?w. wiirdf er gänzlich ver- 
mi.ssen. Unter diisen Umstäudeu muß man leider befünhtcii. daß dem 
Uuche uur ein sehr beschrilnkter Leserkreis beschieden sein wird. 

Die Anordnung des Stoffes ist die allgemein Abliebe: im Wintetsemest^r 
pflegte Knndt die Mechanik, Akustik und WiiniH !• hre vorzutragen, wShrend 
Elektrizitnt und Magnetismus sowie Optik das Thema des SommersemesterS 
bi]det*»n. Dom Texte ist noeh ein knr/er .\hiiß über Kundts „Leben und 
Wirksamkeit" vorangestellt, dessen Wortlaut sich & T. an die von 
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W. V. Bezold im Jahre 1894 in der Berliner Physikalischen Gesellschaft 
gehaltene OedAcbbiisrede aulebni Die Hauptaufgabe des Herausgeber« 
bestand in der EinfSgiuig paeeender Figuren, deren Auswahl im großen und 

ganzen in zweckentsprechender Weise getroffen wurde. Nur in der ,,Hand- 
maleroi". für die der Viowcgsche Verlag ja stets eine bosmidcr« Vorliebe zu 
haben scheint, liiitto man sicli finltro Bpscbrilnkunu ;iutVrlt;gen sollen. Es 
wäre doch sehr ^u wimscheu, üuli die vielen Hände mit den schlecht 
sitMmden Äimeln endlich einmal ans den Figuren unserer Lehrbücher Ter- 
Bchwftnden. 

Berlin. B. Abchunasb. 



Pfeiffer^ E., Physikalisohes Praktikum für Anfänger. Mit 47 in 
den Text gedruckton Abbildungen. VIII u. 150 8. Leipzig 1903, 

B. 0. Teubner. 

lu diesem Leitfaden wcnkm 25 elementare Praktikumsaufpabnn aus der 
Mechanik, Wärraelehre, ElektrizitAt und Optik behandelt. Die Dai-stellung 
geht in pedantischer Weise au0erordentltch in die Breite und wirkt hier- 
durch sehr ermfidend, um so mdur als sich die gegebenen Anwmsnngen 
vielfach auf ganz spesielle Konstmktionstjpen der Apparate beziehen. 

His Tiucli ist hervorgegangen aus dem Bedürfnis des Verfassers, den 
Schillern der K. Indu.strieschule zu Mün<^h<»n. an welcher er feit rinor Reihe 
von Jahieu deu rb\ sikunterricht erteilt, tür ihre praktischen Arbeiten im 
Laboraitorium einen gedrookten Leitfaden cur Verfügung xu stellen. Bisher 
dienten diesem Zwecke, wie uns in der fUnf Seiten langen Vorrede mit- 
geteilt wird, vom Verfasser selbst geschriebene Heftchen, die dem Schüler 
in die Hand gegeben wurden und deren Inhalt ohne wesentliche Änderungen 
in dem vorliegenden Bande vereinigt worden ist. Hätten jene Hefttben 
nicht auch fernerhin fSLr den Unterricht an der genannten Anstalt genügt? 
Für weitere Kreise dürfte wohl kaum ^^ein tief gefühltos Bedürfhis** vor^ 
liegen, dem durdi diese Publikation hatte abgeholfen werden müssen. 

Berlin. E, Aschunass. 



Exner, F. und Hasehek, E., WeUenUmgen-Tabellen fttz apektral* 
aaalytiMlie tTiitennolniiiceiL auf Gnmd der nltraTioletCni Bogen- 

epektren der Elemente. 3 Bände. II u. 89 u. 313 8. Leipzig und 

Wien 1904, Franz Deuticke. 

Die Verfasser habr-n vor pinfm .Tabrp ausRlhrlieho Tabellen für die 
Welleuläugen der ultmvioletten Funkenspektra der Elemente eracheiueu lassen; 
Über diese Publikation ist im 6. Bande der 3. Ileihe des Archivs, 8. 323, 
berichtet worden. Sie haben inzwischen aueh für die Bogenspektra der- 
selbm' 75 Elemente gleichartige Messungen ausgeführt, deren Resultate in 
den vorliegenden zwei Bänden \viederf,'ei,'ehen werden: Die S|)ektren wurden 
mit demselben Rowlandschen K<)nkavgitt#>r, das in den früheren Arbeiten 
benutzt worden war, erzeugt und photographisch fixiert Die Aufnahmen 
umfassen wiederum den WeHenlSogen-Bereidi Tom Suüerston ültraviolett 
bis 1 « 4700 A.-S. und die Ausmessung der Platten geschah gleichfhlls 
nach der früher angewandten objektiven Methode. Das gesamte Zahlen- 
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inatehal wird auch wieder zu drei Tabellen vereinigt, die in derselben 
Weise wie in der Slteren Fttblikatioii angeordnet stnd. 

Aus den gewonnenen Daten glauben die Verfasser anf die Existens 

oiiiiger bisher noch unbekannter Elemente schließen zu dürfen. Zum Bei- 
spiel zeigen Titan und Niob eine Reihe tfem einsam er, mit anderen schon 
bekannten nicht zu idenüüzierender Linien, die keinem dieser Elemente 
selbst zugehören, sondern wahrscheinlich einem bisher noch nicht entdeckten 
Begleiter derselben, der von den Autoren als beseichnet wird. Almlich 
weisen IStan und Tantal auf die Existenz eines Elementes Sl^ hin, 
Holininin und Erbium nuf zwei Elemente ond Xj|f Holmium und 
Gadolinium auf ein sulches A'^. 

Bei allen untersuchten Elemeut'eu waren diu liogenspektrcn von den 
Fonkenspektren wesentlich veischieden. Bei jeder dieser beiden Arten von 
S|i(ktit>ii treft n iiämlich Linien auf, die nur ihr eigentfimlich sind. Anch 
die als beiden Spektren gemeinsam an/useliendert Linien weisen häufig kleine 
Wellonlängeiidiffi'n'n/.en cef^eiunuander auf und zeigen vor allem vielfach 
große Unterschiede in ihren Intensitätsverhältnisseu. Femer ist die Linien- 
zahl eines Elementes un Bogen immer kleiner als im Fanken, und. das 
Spektrum des ersteren erstreckt sidi weniger weit ins ftoBerste Ultraviolett 
als das des letzteren. Freilich ist es nicht inöi,'1ich, in diesen Eigentümlich- 
keiten beider Sju-ktroiigattuntjeTi eine (Test't/.iiiäüigkeit 7.n erkennen, da die 
Linienzahl des Bogeus im Ultraviolett zuniniint, sohaM man die Stromstarke 
steigeit. Die Verfasser haben ihre s&milicbeu Me^^suugeu bei einer Strom- 
intensitftt yon 10 Amp. aasgefHhrt. 

Wie die Tabellen der Funkensp^'ktm, so lassin auch die ▼orliegenden 
Messangsresultate erkennen, duli «iio Anzahl der den einzelnen Elementen 
im Bogenspektrum zugehörigen Linien sich als eine periodische Funktion 
ihrer Atomgewichte darstellt. 

Berlin. E. Aschkinass. 

N^nlfs^ Le phteomdue de Xerr et les ph&nomines äeetro-optii^ues. 
X o. 91 8. Paris 1903, 0. Naud. 

Eine recht brauchbare und klar gescbrielx ne Monographie — aus der 
Sammlung „Scientia*' — über ilas Kcrrsclie Phänomen der T^oppelbrechung 
im elektrihihen Felde. Der erste Teil ^nbt eine Zusatumensteliuuir der 
vorliegenden experiiueutellen Resultate-, in dem zweiten Abschnitte weiden 
die einschlägigen theoretischen ünteisuchnngen von Pockels und ron Voigt 
anseinandergesetst. Ein ab.";! hließender di ilter Teil endlich ist der Diskussion 
eines dem magneto- optischen Zeeman-Effekt analogen elektro - optischen 
Phänomens gewidmet, dessen Existenz die Voigtscbe Theorie Toraus- 
sehen läßt. 

Berlin E. Asciikixass. 

Arnold y S. Die WedwelBtromteehnik. Erster Band. Theorie der 

Wechselst i-rmie und Traasformatoren von I. L, 1s Colir. 425 Seiten 
mit 263 in den Text gedruckten Figuren. Berlin 1902, Julius Springer. 

Über Wech-^el ströme und Transiforrnatoren existiert bereits eine Anzahl 
von Lehrbüchern. Man wird deshalb von dem vorliegenden Werke etwas 
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BMmdeaM «rwartom und dam um ao mehr, als der Verfasser am Elektro- 
tedmiscihen Institat der Hodisdiiüe in Karlamhe ist und sein Name^ meist 

in Verbindung mit Arnold nnd Bragstad, vielen Elektrotechnikern be> 
kannt ist. Der Verfaspf>r sp1)>st sn/t von seinem Buche, daß es den Teil 
der VVeehselstromtheorie iieiiatuielt, dtr für ein trründliches Verständnis der 
Starkstromtechnik nötig ist. Mau iiudet dann wirklich eine sehr voll- 
atftudige Anleitttiig zur Lteong fast allor in der Praxis TocIcomnMnden 
Wechselstromprobleme. In der Behandlung des Stoffes hat der Verfasser 
seinen eigenen Weg eingeschlagen und dabei viel Fleiß entwickelt. Seine 
Ableitungen sind abstrakt (man kann deutlich den Einfluß von Bragstad 
wahmehroca) und im allgemeinen streng. Mau darf wohl behaupten, daß 
der entsprechend vorgebildete Leser beim Studium des Werkes auf seine 
Beohnnng kommen wird, Tvirausgesetst, daB er sehr anfinerksam liest, demi 
die zahlreichen Druckfehler erschwsron das 8tiidinm des Buches. Die geringe 
Mühe, die auf das Korrekturlfsen verwunclt worden ist, steht in keinem 
richtigüii Verhältnisse zu der Sorglalt, mit der der Inhalt bearbeitet worden 
ist. Es ist autiaiieud, daß die Ijiteratumach weise fast gänzlich fühlen. 
Die nnglfhsUiehe, leider in der Technik sehr Terbteitete Beuidmung „Phase" 
fEb* Wicklungszweig, wovor schon im Jahre 1895 Qtfrges warnte (E. T. Z. 
I895f 8. 751), ist auch im vorliegenden Werke aufgenommen worden. 
TTnter Phase versteht man bekanntlich den Zu.«!tand eines Vorganges im 
bütracbtetöu Zeituioiuent. Der Wickln ngszwoig [z. ß. in einer Drehstrom- 
maschine) ist nur durch die örtliche Lage charakterisiert; um eine klare 
YorsteUnng an erlangen, mnfi man dies auseinander halten. 

Weder ans dem Titelblatt des Buches, noch aus des Verfassers Vor- 
wort geht hervnr, für welchen Leserkreis das Buch ^'eselirieben ist; da der 
Verfasser eine gewisse Übung im physikalisch-matliematiscbon Denken voraus- 
setzt, wird sich der praktische Ingenieur, der gewöhnt ist, seine Vorstellung 
duidi faftbare praktisdie Bet^iele sn erhöhen, nicht leicht mit dem Inhalte 
befreunden: um so mehr Vutxen wird dagegen der Leser daraus sn stehen 
wissen, der der Uieoretischen Behandlimg elektrotechnischer Probleme das 
richtige Int.cresse und Verständnis i'ntgegen bringt 

Der ersle Teil des Buches enthält außer einer kurzen Einleitung, in 
der die wichtigsten Gruudlagcn aus der Elektri/ätUtülehre rekapituliert 
werden« die fiehandlnng der fBr die Technik wichtigsten Wediselstrom- 
Probleme, zunächst f&r sinusförmige, dann für beliebige periodisch ver- 
nnderliche Ströme und ein Kapitel über die Messung von Wechselströmen. 
Die Aufgaben werden analytiseh und graphisch behandelt. Bei der analy- 
tischen Lösung bedient sich der Verfasser der bekannten von Steinmetz ein- 
gefllhrten qfinbolisehen Bechnungsweise mit komplexen Größen. Diese ist 
in Dentschland bisher wenig angewandt worden und bietet auch niidits 
wesentlich Neues. Um so interessanter ist die graj)liisohe Darstellung. 
Diese gründet sich auf drei in Julius Petersens ,.Nrethoden nnd Theorien 
zur Auflösung geometrischer Konsti uktionsaufgabcn" angegebene Operationen, 
die Multiplikation von Kurven uud die luvemous- und Drehungstheorie, 
nnd auf zirei zuerst von Bedell nnd Crehore entworfMie IQnisdiagramme. 
Das eine (Fig. 32) gibt den geometrisdien Ort fllr den Endpunkt des 
RadiusvekttH« der Stromstärke an, wenn die E. M. K. konstant bleibt und 
eine der beiden Konstanten des Stromkreises, ohmscher oder induktiver 
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Widerstand (Reaktaos), loßh. ftndert, das andere (Fig. 40) den geometriseheii 

Ort für den Endpunkt des E. M. K.-Vektors, wenn die Stromstärke konstant 
bl'Mlif iiml sieb die nhmschf ( KonduktÄnz) od«M- di<" induktivt' Leitfähigkeit 
(8uszeptun/i ilniiert. Die Metliode des ^'ert";ls.sel•s tTihrt wolil in allen 
praktisch vorkoiajueuden Füllen /um Ziele, gibi aber nicht immer die ein- 
fachste Darstellung. So lassen sicli z. B. die Diagramme der Figg. 58 nnd 75 
viel einfacher und übersichtlicher aufbauen. Der Yerfaaser hat wahr- 
scheinlich den koiupliziertoren Weg eingescldagen , um den Entwurf der 
Diagramme mntrlirhst einhpitlirh zn halten, und um die» im 7. Kapitel 
gegebene Konstruktion zur Darstellung der Leistung und des Wirkungs- 
grades .bequem anwenden za können. Di« Tuden Hilfskonstruktionen 
eradiweren aW namentlich dem Ungefibten den Überblick, und ein großer 
Obelstand in den Diagrammen des Verfassers liegt darin, daß durch Aus- 
übung der Inversion die Zeitlinie ihren Drehnnpssinn wechselte Bei der im 
Abschnitt 32 angeirebenen Konstruktion zur IJestimnnuij^' der zu zwei j^amllel 
geschalteteu Impödanzen äquivalenten iinpeiiaiiz tjind die Figuren derurt ver- 
zerrt gezeichnet, daB sie sich mit dem Texte nicht in Einklang bringen lassen. 

Au dem Beispiel 1 für Reihenschaltung S. 62 u. s. w. soll gezeigt werden, 
welchen Weg der Verfasser beim Entwurf seiner Diapramme einschlägt. 
Gegeben sind die Primftrspannung ir-'^j, die Leitungskonstanitn i\ und jr^ 
und die Suszeptanz des sekundären Stromkreises. Wie ändert sich nun 
der Strom (/) und die sekundäre Spannung (/',) mit der Kondnktans, 
Belastung (^i)? — Denkt man sieh die primire E. M. K. in RiiAtung 
der Ordinatenach.se aufgetragen und zeichnet man den geometrischen Ort ffir 
den Endpunkt des Radiusvektors der gesamten Leitfiiliigkeit des Strom- 
kreisf's ( Admittanz, t/ ~ Y;/^ -\- f,^) derart, daö die Abszisse eines recht- 
winkligen Koordinatensystems die Suszeptanz b und die Ordinaten die Kon- 
duktanz y dai'stcllcu, so ist diese Kurve auch zugleich der geometrische Ort 
fttr den Endpunkt des Btromvektors J, (I^ B^- if, E^^ — const). Den geo- 
metrischen Ort für die gesamte Admittanz des Kreises erhält man nun auf 
folgende Weise. In einem pas^f^nden Maßstäbe wird vom Koordinatenanfang 
(/>) in Richtung der AbszLsseuachse bis zum Punkte p und vnn diesem 
Punkte in Richtung der Ordinateuachse bis zum Punkte })' aufgetragen. 
Dann stellt op' die Impedanz der Leitung dar. Zieht man nun vom Punkte p' 

in Richtung der Abszissenachse die Strecke ^ (im selben Maßstabe wie 

und t\) bis zum Punkte }> \ gibt nach der oben zitierten Fig. 32 der 
Halbki«is fiber der Strecke p'p" den geometrische Ort ftlr den Endpunkt des 
Vektors der gesamten Tmpedani des Stromkreises. Durch Inversion erfaSlt man 
einen zweiten Krei.s, der für den reziproken Wert der Impedanz, d. i. die 

gesamte .\dmittanz di Kreises oder in einem anderen Maßstäbe auch ftlr die 
Strunl^t;il ke gilt. Durch Multiplikation dieser S^tromknrve mit der Impedanz 

der Leitung = | -|- j j und Drehung um den Winkel (r, , i erhält 
man den geometrischen Ort für den Spannungsabfall / • z^'^ die sekuudiire 
Klemmenspannung A', wird dann durch die geometrische Differenz zwischen 

J'Jq (in Richtung der Onliiuitrnjiehse aufgetragen) und / • dargestellt. 
Der Verfasser liäfte bii'r die Inversionspotenz dnrart wäiili'n sollen, daß der- 
selbe Kreis für Impedanz und Admittanz gilt, wodvircli das Diagramm sich 
vereinfacht 



Baieanonen. 
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Im 7. Kftpitel folgt dann die Darstelluitg der Verluste, der Leistung 
nod des Wirkviigsgrades vn den in den Kapiteln 4, 5 and 6 gMeiohiieteii 

Diagrammen; es ist diM im wesentlichen die von Ossanna und Bragstad 
beuutzte Methode. Der Abschnitt 43, in dem die Gleichungen für die 
Kupterveriuste, die Leistung und den Wirkungsgrad zu den Aufgaben für 
gemischte Schaltung von t^tromkreisteilen aufgestellt werden, ist etwas 
flüchtig gesollrieben; denn noBer einigen Dnickfehleni siehtti sich drei 
weitere Fehler durch die gwue Rechnung und entstellen die Gleidrangen 
(65), (56) und (57). 

Nun geht der Verfasser zu dem v.i 1 tigcn und in diesem Buche sehr 
gründlich behandelten neLiete dor \\%Hlisel.stri)rne von beliebiger Kurvenform 
über: Darstellung ©iuer boiiebigen gegebenen Stromwello durch cino 
Fouriersche Reihe, Beispiele fOr den Einfluß der höheren Haniiouischen ; 
EffektiTwert und Leistung. Definition des Bquivalenten SinuBstromes, Be- 
deutung des äquivalenten Leistungsfaktors und seine Berechnung ans den 
E. M. Ken. und lieistungsfaktoren der einzeliK-n llarni(ini>clieu. Dann unter- 
sucht der Verfasser die Gn'ißc des Fehlers, der dadurch entsteht, daß man 
die Reaktanz eines Stromkreises bei b(diebig verlautender E. M. K.- Kurve 

nach der Formel x = — -j— — berechnet, wobei E und J die gemessenen 

(effektiven) Werte von Sttom ond Spannung bedeuten und uMgt sieh ans 

der Besiehung ergibt; L = gemessene Leistung. Und zwar seigt sich, 

daß der Fehler bei Stromkreisen, die nur Selbstinduktion enthalten, gering 

i.st; aber bei Stromkreisen mit Kapazität sehr groß werden kann. Cm die 
Kapazitiit aus Spanuungs- und Str-^inmessuTiff bestimmen tu kttnncn, muß 
der zeitliche Verlauf der Spannuugskurve bekannt sein. Im uüchsten Ab- 
seknitte leitet der Yexüusn ab, daß £ • / • sin 9 nicht die imaginäre Leistung 

s 

ist) die man erhält» wenn man ^JE^ • • sin^, bildet, soi^em daß dies 

0 

nur bei sinustormig verlaufenden Wechsel strömen zutrifl't; in allen anderen 
Füllen ist die imaginäre Leistung kleiner als der Ausdruck ^ • / • sin g> 
eilgibt; dieser ist deriialb mit dem Jbsdnktions&ktor'' xn multipliueren. 
Im Anschluß hieran stellt sich der Verfasser die Frage, wann ist graphis«^ 
Zusammensetzung der Amplituden der äquivalenten Sinusströme zulässig? 
Die üntersnehun? führt zu dem Resultat, daß dies erstens immer der Fall 
ist, wenn die Induktionsfaktoren einander gleich sind (d. h. wenn die Strom- 
kreisteile Iknlidi sind), xweitens, bei Hintereinanderschaltung von Strom- 
kreisen, dann, wenn die ohmschen Widerstände unabhängig von der 
Periodenzahl sind und alle induktiven Widerstände sich nach demselben 
Gesetze (indem; drittens, bei Parallelschaltung, wenn nur ein Kreis Heaktanz 
enthalt und die nbritreii Kreide nur obrnschen Widerstand. Zum SclduÜ 
wird noch der £müuü der Kurvenform auf die prozenlische Strom- und 
Spannungsändemng untersucht 

Das 11. Kapitel bringt einiges tlbw die Messung yon Wechselströmen. 
Es werden beschrieben: die Joubertsohe Methode und der Osiillt^;raph von 
Duddell imd Marchant zur Aufnahme des zeitlichen Verlaufes von 
Spsnnnng und Strom; zur Messung der Effektivwerte von Spannung und 
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Strom Weiolieisen-lxistriimeDto» Bitidnlit-Iiiifanuneiite, Elektrodynamometefr. 
Der Verfimer bfttte hier aueh kun auf die Strorazeiger nach dem Ferrsr is- 
seben Prinzip hinwpi«i*>n 'snlleTi. Die im Abschnitt 62 üb«r T "istungsmesser 
angegebene „Wattmeter' -Schaltung für große Spannungen und kleine Ströme 
und die ftir kleine Spannungen und große Ströme sind vertauscht; man 
wird übrigens in den meisten Hillen die Scbaltung anwenden, bei der der 
Strom der Spaimungsspule auch die Hauptstromspnle des Tttstrtiments durcb- 
fließt. weil die Stromkom-ktlon am bequemsten und pcnmiesten ist. T>ie 
im tiüchsten Abschnitte angegebene Metbode zur direkten Messung der 
Effektiv werte von Spannung und Strom der höheren Harmonischen ist neu; 
sie soll die nmstindlldie und nngenane Knnvnanalyse umgdi«a> Leider 
erfordert diese Methode einen Hilftgenerator, der Ar viele Periodencahlen 
umschaltbar eingerichtet sein muß, und der Bau eines solchen macht kon> 
struktive Schwierigkeiten. Die im Abschnitt 05 beschriebene Metbode xnr 
Messung der wattlosen Komponente eiueü Wechselstromes ist wohl ganz 
schön ausgedacht, hat aber keinen praktischen Wert, da sie zu viel Hilfii' 
instnunente erfnndert. In der Fig. 187 (6. 211) erkennt der praktische 
Ingenieur Sofort, daß diese Methode nur anf dem Papiere möglich ist, in 
der Praxis sich aber nicht elnftihren kann. Dph letzten Abscbnlti widmet 
der Verfasser noch der Messung der Pi-riodeuzahl von Wechselströmen. 

Im zweiten Teile des Buches wenlen die Ein- und Mebrphasen -Trans 
formatoren, die Theorie der tfehtphasenstrOme and die der Fenileitang Ton 
hodbgespannten WechselstrSmen behandelt. Eine eigenartige Disposition! 
Warum sind die Mehrphasenströme nicht im ersten Teile, im Anschluß an 
die Theorie der Wecbselströme bebandelt worden? Eine gewisse Analogie 
zwischen 'j'ransformator und Arbeitsübertragung ist wohl kein hinreichender 
Grund, diese aus dem ersten Teile, der von der Theorie der ^^WechselsMme" 
handelt, aussusohließen; vielleicht wäre hier eitt dritter Teil am Flatse gewesen. 

Nachdem die pbysik Ii eben Yorg&ugo in den Einphasentransformatoren 
♦•rkliirt worden sind, wird durch Differentialgleichungen nachgewiesen, daß 
man sicli jeden 'J'ranstorniator durch eine „Utiuivalente Strtunverzweigung'' 
ersetzt deitkeu kann und sich deshalb alle Rechnungen auf die in den 
Kapiteln 4 bis 6 behandelten Aufgaben znrficicfahren lassen. In der Fig. 146 
entwirft der Verfasser ein ToUstilndig fal-^dies Bild der KraftrOhren eines 
MaTiteltransforinators. Dann folgen die Transforniatordiagramme für kon- 
stanten KraftÜuB, konstante Sekundilrspaninuig \ind konstante sekundäre 
Stromstärke. In diesem Kapitel hätte der Veriasser auf die in der Literatur 
eingeflihrten Strenungskoeffiiienten eingehen sollen. 

Im 14. &pitel wei'den die Mehrphasensjsteme besprochen. Es wird 
die topographische Darstellnng von Potentialen erltiltert, die Bestimmung 
des Spanntingsmittclpunktes eines Sturnsystems und die Bestimmung des 
Spanuungsabfalles von beliebig belastöteu Mehrphasen.systemen besprochen. 
Diese Abschnitte sind nicht sehr klar behandelt; bei Bestimmung des 
Spannnngsabfalles wird sogar in der Fig. 169 eine falsche Konstruktion 
angegeben. Die folgenden Abschnitte über die Umwandlung von Dreieck- 
S(diaUiing und anderen KonilniKiiionon in f^ternsclialtung sind sehr ann- 
iührlich. Das 16. KajiittAl beschäftigt uns mit der Leistung von Mehr- 
phasenströmen und mit den Meßmethoden. Endlich folgt noch eine Be- 
traehtong Aber die höheren Harmonischen in Hehiphaaensystemen, 
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Das 18. Kapitel handelt von der Theorie der Mehrphasentnuasformatoren. 
Zunächst beschreibt der Verfasser die verschiedtmon Anordnungen Ae^ Eisen- 
körpers für drei- und zweiphasige Systeme. lu dvr Fipr .U'iljt «t eino 
ma^etiscfae Auurduuog, die ganz verfehlt zu sein scheiut, da hier bei deiii- 
selbeD maxmftl«D KnAfluS wie für die in den Figuren 194 und 199 dar- 
gestellten allgemein gebräuchlichen Typen der ca. 1,3 fache Eisenverlust 
auftritt. Es ist auch unzulässig, für die Anordmiug Vi^. 19(> die im Ab- 
schnitt 92 angesetzten Gleichungen zu schreiben. In diesem uud in den 
folgenden Abschnitten werden die Differentialgleichungen für Transformatoren 
mit symmetriaehein nnd unsymmetriMhem EisenkOrper aufgestellt, und an 
•ioigen Beispielen wird geseigt, weldien Einflufi der «najimnelrisclie Aufbau 
auf Leerlaufstromstärke und Eff'cktverbrauch in den einielnen Wicklungs- 
zweigen hat. Di«' Mi^thode, dir der Verfasser hier einschlügt. i<^t wohl 
korrekt, aber wenig übfr.sichtlioh. und 68 macht Mühe, gich in den Gedanken- 
gang des Verfassers zu versetzen. 

Ln nSchaten Kapitel wendet eich der Verfasser lu den in Trans* 
fonnatoren und Khnlidien Apparaten auftretenden Yerlusten. Bei der 
Besprechung der TTysteresisverlusfe gibt der Verfasser auch einen Auszug 
von den Arbeiten von Max Wien über die Hysteresis Verluste bei höheren 
Feriodenzahleu. Sehr nützlich ist der Abschnitt über den Einfluß der 
Spannungaknrve auf die Sisenveriuste» der in der Fkrazis nodi immer m 
wenig l)Mehtet wird. Eine Untersnehung flW ^e Wahl der Querschnitte 
des magnetiMhen Kreises" ist sehr unklar, die Bedingungen sind darin nicht 
scharf ausgesprochen. Es werden auch stillschweigend zwei Voraussetzungen 
gemacht (die Induktion ist gleichmäßig über den Querschnitt des Eisen- 
körpers verteilt, die geometrische Länge des Eisenkörpers ist identisch mit 
der LSnge der KraltrShre), die nidit zutreffen; deshalb kann auch das 
Besultat, zu dem der Verfas.ser kommt, nicht allgemein gelten.^) 

Die Vi'rlusfe in der Wicklung werden leider sehr kurz behandelt. 
Auf die zusiU/.lichen Verluste durch W^irbolströme (sogenannte Stroni- 
verdrüngung) geht der Verfa.sser nur flüchtig ein; er gibt eine Tabelle, die 
den jEÜnflnß der lusütslichen Verluste duroh WirhelstrSme bei einigen Tians- 
fcnnatoreii erkennen Iftfit, leider fehlen hier die Wicklungsangaben der 
betreffenden Apparate, ohne die die Tabelle wenig Wert hat. 

Nun untersucht der Verfasser, wie das VerhHltni^ zwischen Ei^^on- und 
Knpferverlusten zu wählen ist, damit bei gegebener Leistung der Wirkungs- 
grad des Transformators ein Maximum wird. Die Richtigkeit des Resultats 
(Eupferreiluste Wirbelstromverlust + 0,6 HysteresisTerluBt) ist von anderer 
Seite angezweifelt worden, jedoch mit Unrecht; dagegen die Folgerung, daß 
diese Verteihing der Verluste auch die beste Ausnützung de.>; Materials 
ergibt, ist unvermittelt. In der Praxis liegt gewölinÜeh die folgende Auf- 
gabe vor: gegeLHjn ist ein Eisenkörper; wie muß das Verhältnis zwischen 
Kupfer imd Eisenverlusten gewählt werden, damit man, wenn Leistung und 
Wirkungsgrad vcrgesdurieben nnd, mit möglichst wenig Aufwand an Kupfer 
auskommt? Eine genaue Untersuchung führt zuflillig zu demselben Resultat 
wie die vom Verfasser gelöste Frage. Zuletst wird noch festgestellt, bei 



1) Vergl. auch: E. T. Z. liH)8, S. 7 10, Der Einlluß der Kraaiimemertcilung 
ia einem Biseacing auf die Verluste dorcb E^ieresis und WirbelstrOme. 
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welcher Hel:isliiiip (1er Wirkungsgrad eines Transformators ein Maximum ist; 
eine Frage, die mit den beiden soeben anj^eführten nichts zu tun hat und 
auch ein anderes Kesultat ergibt (Kupf erver] ust «=> Leerlaufsverluste). 

Das 20. Kapital enfbUt eine ZntanuDauiellttDg von lalilnidMD Fonnela 
zur Berechnung tob Selbatmdnktion und Kapaadtftt der Tersebiedenea Leitangs- 
anordnungen, dieselben lassen sich aber ohne weiteres nicht alle praktisch 
anwenden. Im letzten Kapitel wird dann die Fernleitung von lu cli- 
gespunnten Strömen behandelt. Nach Hespreclninj: der physikalischen Er- 
scheinungen wird die Düferentialgleichung tür eine Doppelleitung aufgestellt 
nnd die graphieebe Methode von Breisig zur Bestiaunung der Spannuogs- 
und Stromverteilung beschrieben. Zum Sebhiß weist der Verfasser noch 
auf das Slfpiivalent«' Ri lienin einer Arbeitsübertragung hin, wodurch man die 
Behandlung soll )ier Probleme auf die im Kapitel 6 besprochenen Strom- 
verzweigungen zurückführen kann. 

Wenn man von der Verwendung des Werkes als Nacbschlagebueh 
absiebt, und ein solches soll es ja wobl aacb nidit sein, dann kann es 
aogelegentlichst empfohlen werden; denn es bietet sich darin eine Fülle von 
wisMensi'battlirhrm Material. Allerdings darf man das Buch nicht /fsw, 
man muß es kritisch shidiercu. Der etwas abstrakte Inhalt verlangt ein 
selbständiges Denken des Lesers, der Durchschnittsstudent wird beim Studium 
dieses Bucbes nicht weit kommen. Ans diesem Grande wird aneh der Wert 
des Werkes durch die zahlreichen Druckfehler und durch einige IrrtOmer 
nielii in dem Maße lieralige.setzt, wie bei anderen LelirbüclieiTi. Bei sorg- 
fältigem Studium decken sich im vorliegenden Jiuche die meisten Fehler 
von selbst auf. 

Charlutteuburg, 26. April 1904. Rudolf Ru'hter, Ingenieur. 



SohMmilolia BandlnuAi der ICatlieiiiatlk. 2. Avfl. Heransg. von R. Henke 
u. U. Heger 1904. Leipzig, J.A. Barth. I.Band: Elementamathematik, 
611 8.4 bearb. von B. Henke. 

Die Gliederung ist die übliche: Arithmetik und Algebra, Planimetrie, 
Tricrnnfnietrie, Stereometrie. Es soll zum Selbstunterrieht \ind zum Anhalt" 
liir junge Lehrer dienen. Heim ersten Zweck, den der Verf. hevorzu£rt zu 
hüben scheint, ist wohl an einen niederen 'leclmiker gedacht, der sich zur 
bttheren Technik binanfarbeiten will, den anderen Zweck seheint der Herr 
Bearbeiter zu bevorzugen. Nun ist es immer inifilich swei Jfosen, die nach 
verschiedenen Riebtungen laufen, zu gleicher Zeit nachjagen zu wollen, und 
dies bewahrheitet sieh aneh hier. leb spreche e.s pleich kurz und klar aus, 
ich möchte, bei alier Reichhaltigkeit des Inhalts und vielen hübschen Einzel- 
heiten, nicht wUnsohen, daB sich ein junger Lehrer an dieses Werk „bilt**. 
Verf. sagt, daß er „das praktisch pidagogiscbe Bedttarfois in den Vorder- 
grund stellt, selbst auf Kosten der strengen und subtilen Vertiefung der 
({rundbegriffe der Elemontannathematik, wie sie von der Warte der höheren 
Mathematik ryesehen, inancbem notwendig erscheinen möchte." Der Herr 
Verf. scheint mir hier den Lehrer mit dem Schulknaben verwechselt zu 
haben I Ref. ist gewifi kein Preond der „Nensdiolastik** für die Schiller, 
wie seine Methodik und sein Brief an Herrn Klein bewdsen, und swar auf 
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Gnind eigeuer Versuchei aibw für deu jungen Lehrer gibt es überhaupt 
uiobts, wu so wiobtig wire wie die Kenntnis der gewaltigen Arbeit anf 
dem Gebiet der GrtindbogriflFe, wie sie sich, von Kant, Gauß, Bolzan«) und 
Wim er Straß ausgehend, in der letzten Generation vollzogen hat Kef. hat 
den Eindruck, uls ob diese ganze Arht it der letzten 30 Jahre dem \ » rf. 
entgangen sei. Aber selbst vom Standpunkt des jungen Technikers etwa um 
iwauig hemm, endieint mir in den Gnmdlagen vieles reofat bedenklich. 
Es gibt eine ganze Anzahl ernster Katnren, die mit festem Willen ein 
Buch zu verstehen, an dasselbe herantreten, und die nicht weiter kommen, 
wenn sie irgendwo tum Stillstand gezwungen sind. 

Zunächst die Arithmetik. Da fehlt jeder Hinweis aut den Ursprung 
der Anzahl als Verkehrsmflnze unter den Kompleien, auf den Ursprung der 
Bedienoperationen ans der Notwendigkeit Zeit su sohoneo; nidit einmal die 
Gnmdlage der ganien Arithmetik: Einheit und Vielheit sind subjektive Be- 
griffe, auf dem u. a. Multiplikation und Bru('hrechnung heruiien, ist aus- 
gesprochen. Der p8ycholo<„nsphf' Ursprung der Zahl aus der Funktion des 
Yergleichens ist nicht eiuuuii angedeutet, uud dna rächt sich sofort bitter 
bd der Subtraktion, die nvr verstanden werden kann, und mit ihr die Null 
und die negativen (gestrichenen) Zahlen, wenn ihre Zeriftllung in Ver- 
gleichung, Verminderung und Trennung klar gestellt ist. Es folgt § 2 Null und 
negative Zidil. ,,Es werden sämtlich« vorhandene Einheiten weggenommen, 
80 daß auch nicht eine übrig bleibt. Man bezeichnet diesem liesultat durc h 
O (Null). Die Null ist hiemach (siel) nicht etwa eine Bezeichuuüg lUr 
Nichts.** Ich milchte wohl wissen, was sie sonst wIre, diese Null der Weg^ 
nähme! Null ist vielleicht der komplizierteste Begriff der Mathnnatiker, 
und ich verweise hierfür auf meine Methodik. Jetzt folgt nun die nicht 
minder unbefriedigende Einführung der negativen Zahlen. „Von Zahlen kleiner 
als Null" kann mau erst reden, wenn die Null aufgetaut ist als Bezeichnung 
des Normalen, wie der Normalhöhe des Pferdes bis zum Widerrist, der des 
Wasserspiegels, der Temperatur etc. Es folgt der Bruch. Da ist dem 
10 — 11 jährigen Quintaner gegenüber nur eins möglich, sich in Ausfuhrung 
des angeführten Grundprinzips auf den Begriff der Teileinheit zti «stützen, und 
danach ist der Bruch eine Größe, wobei die Qualität der Haupteinheit, als 
bekannt, nicht weiter erwihnt wird etc. Was nun flberhaupt „die aUmähliche 
Abetreifong der BesehrSnkniig des Zahlbegrifis'* betrifft (E. E. Kummer), 
welche den wesentlichen Lihalt unserer elementaren Arithmetik ausmacht, 
80 ist ttir einen erwachsenen Menschen der rein formale Weg, wie ihn auch 
wieder H. Weher in seiner Algebra und in .seiner l'ncyklopiUlie »■intreschlagen 
hat, der eiu/.ig angezeigt«, uui so mehr, da mau liiu bei der inuüuual^alil 
und den Komplexen dodi nicht entbehren kann. Was soll man ferner su 
^em Satz wie S. 50 sagen: „Weil aber die Erkl&ning dar Bechnungsarten 
etc. unabhängig ist von der .\nzahl der Teile etc , so müssen sie auch gültig 
bleiben, wenn diese Anzahl unendlich wächst' ? Paradoxien des rnendlichen 
existieren also ftir deu Herrn Bearbeiter nicht. Bei der letzten ErK'eitenmg, den 
komplexen Zahlen, findet sich der Passus: „Im eigentUdien Wortsinne sind reell 
nur die aus der Er&hrang gegebenen natürlichen Zahlen, aUe andern sind 
inaginSr, denn sie sind nur ab.strakte Begriffe oto.**. Hat der Herr Verf. 
schon einmal eine natürliche 3 sinnlich wahrgenommen? Ich könnte diese 
Bemerkungeii norli sehr erheblich ausdehnen; aber ich denke, es genügt. 

Arcitiv dar MüUianmtik und Vhjraik. lU. Mh*. IX. SO 
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Im 2. d«r Flammetari«» tUIit «■ um GhnmdlMgriffi nicht b a at cr . 
Vetf. geht, was ioh durdiaiis billige, Tom Edrper war FlBeb«, T<m der Fltcbe 
zur Linie etc. „Die Flldiet als das zweien physichen Körpern Gemeinsame, 

ist der eigentliche geometrischen Grundbegriff; als selbständiges Raum- 
gebilde im Wege der Idealisierung im Siinu; Kleins, kann sie anch ein- 
seitig sein, wie das Linting-Mübiussche gebogene Kecbteck. Verf. definiert 
die Ebene; er sagt zwar § 1, 4 Yomditig, die Ebene iit eine Tlftt^e, aber 
in der Stereometrie bezieht er sich ausdrtlcklich auf 1, 4 als Definition der 
Ebene. Das 3. Axiom der Ebene: Teilung des Raumes in swei getrrante 
TeUe (Dreidimensionalitflt) wird nirgenda erwfthnt. 

Im höchsten Grade rückständig ist die Auffassung des Wmkels. Unter 
den vielen schlechten Definitionen, die man bei Schotten nachlesen möge, die 
BcUechtesie: der Biehtnngsunterschied. ünd diese Differeniea des s^eobt- 
hin xmcrklilrliclif'u Grundbegriffs, in den nicht nur der Raum, sondern auch 
noch dip Zeit eingoht, werden addiert und subtrahiert, und damit wird be- 
wiesen, daß Scheitelwinkel gleich sind. Darm die l'arullelentheorie! ,,Cnter 
den verschiedenen Lagen der bewegten Geraden „muß'' hiemach „eine" sein'^ 
„Man darf es als «änÜaiiehtead betrachten, dafi in dieser Li^ie beide Gerado 
keinen Punkt g«meiiMam haben.** Also Verfl glaubt im Grande, er kOnne 
das Parallelenaxiom beweisen, er weiß aber doch, daß die Sache ihren 
TTaken hat, und so folgt nach dem Beweise das Axiom! Als Folge des 
Paialltilenaxioms erscheiueu di« Sätze von der Eindeutigkeit des Lotes, deren 
erster für alle Geometrien gilt, während der zweite nur die Unendlichkeit der 
Oeraden fordert. Unbi^ppensi und Unendlich sind ihm S. 213 gleichwertig nsf. 
Dann kommt der Verf zu seiner Erleichterong in die Materie hinein; höchst 
verständig spricht er das Piinzip aus, Figuren, deren bestimmende Stücke 
gleich sind, stimmen in allen Stücken ülierein, um gleich darauf die Kon- 
grueuzs&tze durch Bewegung zu beweisen. £r stellt ohne jeden Grund den 
seit Legendre xweitsn, der bei Euklid mit Fug und Becht der dritte ist» 
TOian. Oberhaupt ist die Anordnung auch ein sdiwadier Punkt des Budiea. 
Die Parallelogramme müssen sich an den Parallelismus anschließen, den es 
endlich an der Zeit wäre auf den Winkelsummensatz zu begründen. Den 
Transporteur darf der iSchüler nicht vor § 32 gebrauchen. Die direkten Kon- 
struktionen (geom. Ort) kommen hinter den indirekten j der Pappussche Satz, 
von dem d«r Pytbagoras ein Speaalfall ist, und der nichts als den Sats 
Aber die Fllchengleichheit der Parallelogramme erfocdert, wird als Terall- 
gemrinemng des Pythagoras geboten etc. 

Am einwandsfreieston ist noch die Trigonoraotrie. Ref. stellt zwar das 
Additionstbeoreni mit Rücksicht auf die Tabelle in den Vordergrund, gibt 
sofort die allgemeine Definitimi der ajUisehen FimkticHMn, wobei er see und 
coeeo sich vnA den Schfllem schenkt; ab«r anch die gut mittelaltmrHdio 
Entwicklung der trigonometrischen Fonneln aus der Dreiedcsgeometrie l&fit 
si<'b rechtfertigen. Der Yr-rf. liiltte dabei dus Additionstheorem wie Nasir 
Eddin und Canchy durch die Zerschneiduug des Dreiecks mittels dfr Höhe 
abltiiten könnuu. In der Stereometrie ist die Trennung der Ecken und des 
sphftrischMi Dreiecks Luxus, die EinsdirUnkung der Volumenbereohnun^ 
durch das Cayalierische Prinzip ist durchaus zu billigen; doch würde lief die 
lutegrationsmethode für Pyramide und Kugel als Konsequenz des Cavalieri- 
schen Grundgedankens vorgezogen haben. Summa Summarum: BeC vennag 



Digitized by Google 



Beaeononea. 



299 



nicibt «incaielMo, was d«ii wnf smaem eignen Oebiet so gesdiitztam Y«r£ su 
der Wledurbelebimg des alten Sehldniilch-Reidtsdieii Werkes veranlaBt bat 



8chl5milchB Handbuoli der Mathematik. 2. Aua 2. Band 1. Teil 
Leipzig l'J04, J. A. Barth. 

Der ganze Band ist von Herrn Heger bearbeitet; die Vorredo gibt 
die Änderangen an. Am Schloß erwBhnt der Vol., daß er soviel wie 
xnSglieh FrandwOrter Tennieden hat, d. h. er hat die intemationaleii 

teidinischen Ausdrfteke dun-)i fremde Worter ersetast. 

1. Buch: Darstellende Geometrie. Die Lektüre wurde dem Ref. durch 
die sprachlichen Neuhildnngen erschwprt. Die Darstellung' ist ninfarh, die 
i^iguren siud dtiutlich, daa Buch ini iür Schüler uud Lehrer braucLhar. Die 
BerOhmngskugeln des Viereeka im Banm sind wohl schon frflher von Neu borg 
and anderen ausgiebig behandelt worden. 

2. Buch Analytische Geometrie der Ebene; sie hat dem Bef. wenig zu- 
gesagt. Die Klarstellung de.s Grundgedankens ist nicht klar, die bedeutendste 
neuer« Auffassung, das Dualitfttspriiuup, nioht scharf herausgearbeitet. 
Das was die Geometrie der geraden Innie ezaebwmt, die Fests^songen, die 
nur Eindentigkeit fttbren, die bilden die einzige Schwierigkeit, und da hat 
sieL's Verfasser leicht gemacht; Ref. muß gestehen, daß ihm dir t^nindlegende 
Festsetzung § 2, 4 S. 112 nicht Idnr geworden ist. Wunderlieh ist auch, 
wie lief, schon beim 1. Band beuirrkte, die Anordnimg. Der Kreis hinter 
den Kegelschitten, die generelle Erklärung der C* hinter der speziellen usw. 
Die Kurven 3. Ordnung sind, ich glaube xum ersten Mal, in einem für 
Anßnger bestimmten Buch, allgemein und ausführlich behandelt. 

'^ Buch: Analyt. Gcoinctrif dfs Kanmcs hat den Ref. weit mehr be- 
triedigt. Vermitit hat er die Plückerschen Koordinaten, ihm persönlich die 
angenehmsten, die Reye^chen Axeu, den Liuienkomplex. Dutür haben die 
Raumknrven dritter Ordnung eine eingehende Berflcksiehtigung gefanden. 

4. Buch: Differentialredmnng. Die Eigenart des wackeren, alten 
Scblömilch, der ein sehr geschickter Rechner war, ist erhalten geblieben. 
Die Definition der Stetij^keit gibt man jet/t srhärfor und macht von vorn 
herein aufmerksam, daii aus der Stetigkeit uoch nicht die graphische Dar- 
stellbarkeit folgt, sondern dazu derFnnktionsbegrifi' eine weitere Einschränkung 
erleiden rnnft. Die Singniaritftt von — 9 fOr «»-2, sowie die von 
tg » fBx 9s/2 tritt erst bei komplexer Variable hervor, da wir ftlr reelle Zahlen 
— -^c setzen, wie — 0 ^ -f- 0. Aber von solchen und nlmlielieu 

kleinen Ausstellungen, die zum Teil ireradezu Geschmackssache sind, abge&ehen. 
ist dieses Buch für beide Zwecke des Herrn Herausgebers recht brauchbai-. 
An Druckfehlern bat Bei. nnr bei Fig. 133 Bndistabe A als fehlend be- 
merkt und den Strich von p\ sowie auf S. 751 Z. 1 Y statt S. Die Ans- 
stattung ist eine voncttgliobe, der Verleger hat wahrlich keine Kosten ge- 
scheut. 
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Eezensionen. 



K. Henml und 0. Landsberg, Theoile der «Igebratoehen Vonkttoaen 

einer Variabein und ihre Anwendung auf algebraiBOhe KnrTen 
und AbelMhe Integrale. XVI u. 707 S. gr. 8° Loipzig, B. G. Teubner. 

Daß die Wissenschaft häufig auf gewundenen Pfaden zu ihrem Ziele 
gelati^'t, daß namentlich der f?jstenmtisohf» Ausbau einer einzelnen Disziplin 
erst nach weiten Umwegen sich vuiizicht, dafür liefeit die Theorie der 
algebraisehen Funktionen ein klusiaches Beispiel. Ein Bericht Uber die 
^Entwicklung dieser Theorie, an welcher Arithmetik, Algebra, Funkiioneu- 
theorie und Geometrie ihren Anteil haben, ist von Brill utul Noether in 
den Jahresbprifhfpn der Deutschen Mathematikervereinigiinp 1894 gegeben 
worden; an einem Lehrbuch, welches die verschiedenen Methoden zu einem 
oi^ganiflciien Gauen verbind und eine im wemtliehen voUstibidig« Dar- 
steUnng der Theorie gab, hat ea bislang geÜBhlt Diesem Mangel wird durdi 
die Vorlesungen von Hensel nnd Landsberg abgeholfen. Von welclit n 
Gesichtspunkten die Wrfassfr ausgingen und welches Ziel sie sich gf»st«ckt, 
haben sie in einrm Voi*- und Nachwort ansführlich dargelegt, welchen wir 
hier einige besouilers charakteruttiäciie Sätze eutnehiuen: „im Laufe der 
leteten vier/ig Jahre hat sidi den Forsdiem, zuerst dmvh die Arbeiten 
von Weierstraß, Kronecker, Dedekind und Weber, mehr and mehr 
die Überzeugung- aufgedrängt, daß der Ipichteste und sicherste Eingang in 
diese Theorie durch eine wesentlich iinthnietisehe Betrachtung der rationalen 
und der algebraischen Funktionen gewonnen werden kann, selbstverständ- 
lich nntw organisdier BinfiBhrung der hierher gehSrigen Resultate ans dar 
Fonktionentheorie .... Es war unser Wunsdi, der aritfamedschm Thecnie 
neben der ihr von Natur eigentümlichen StnogB imd Allgemeinheit auch 
difjpnige (iesehnieidigkeit zu geben, welche sie vor Einseitigkeit bewahrt 
und für die Erfüllung der zahlreichen ihr obliegenden Aufgaben fähig macht . . . 
Eine in diesem Sinne ausgestaltete arithmetische Theorie vermag nach unserer 
Meinung ohne Mühe ftbeihaupt jede Bereicherung in sich anfitunehmen, die 
ihr von iigend einer Seite angefahrt wird." 

Diesen Anschannngon ont.s{)rrc.heii(l , welelien wolil die Mehrzahl dtr 
heutigen Mathematiker zustimmen dürfte, ist arithmetische Richtung, 
die Jüngste unter allen, die vorherrschende, und i^war sind es namentlich 
die Methoden von Dedekind nnd Weber, welche die Veriksser auf- 
genommen, im einxehien weiter durchgebildet und fortgeführt haben; diese 
bilden das feste Gerüst, auf welches die andern Richtungen der Theorie 
sich stützen. Ihi*en Ausgangspiuikt nehmen jedoch die Vorlesungen von 
den elementaren funktionentheoretischen Eigenschaften der algebraischen 
Funktionen, wobei Biemannscbe und Weierstraßsche Anschauungen in 
gleidier Weise Berflcksichtigung finden. Erst nachdem die üntersuehungeu 
soweit geführt sind, daß durch Angabe der charakteristischen Eigenschaften 
der jilgel>riiis<'hcn Funktionen ihre Stellung im Bereiche der analytisohen 
Funktionen gekenjizeichnet und die Bedeutung des zu einer Hienia mischen 
Fl&uhe gehörigen Tunktiunenkörpcrs auseinandergesetzt ist, set£en jene arith- 
metischoi TluBorien ein, welche sperieU auf die TOrii^^de Fnnktioneu- 
klasse zugeschnitten sind und in ihrem ersten Teil im wesentlichen eine 
Cberlragnng des von Kummer, Kronecker und Dedekind fßr die Zahlen- 
theorie gHS( hatt'enen Prinzips der idealen Fai^toreu auf das Gebiet der 
algebraischen Funktionen darstellen. 
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Der iresanHidie üntaimiiiad dieser AiMMNbiuig von der rem Dddekind 
nnd Weber befolgten entepricbt den Terscbiedenen Zwecken der Schriften. 
Bei Dedekind imd Weber steht die Fordenug der Reinheit der Methode 
im Vordergnmde, jede mit Stetigkeitsvoraussetztingen l)eliaftete Deduktion, 
insbesondere jede geometrische Vernnschanlichung ist getlissontlich vorraierlen; 
und wenn der Begrifl' deä Punktes eingeführt wird, so geschieht dies in so 
abstrakter Form, daB die Gefohr einer nnricbtigen oder ancb nur der 
Methode zuwiderlaufenden Verwendung geometrischer Vorstellungen aus- 
geschlossen wird. Dieser prinzipielle Standpunkt crsclicint ^'ewissemiaßen 
als Reaktion gegen die in der älteren Riemann sehen Theorie üblichen, unf 
angebliche geometrische Evidenzen sich stützenden Beweisführungen. Bei 
einem Lehrbnch, welches tielsrgehendea Intereese fOr den Gegenstand erat 
erwedcen soll, aidit schon voraussetzen darf, wllrde eine solche abstrakte 
Einfnhrnng das Eindringen iu die Theorie nur uunnötig erschweren. Das 
hier von Anfang an benutzte Hilfsmittel der Ueihennitwicklung hebt diesen 
Ühelstand, ohne dämm die Strenge der Deduktion irgendwie zu Ijoein- 
trächtigon. Auch wird der Leser, weuu, wie es hier geschieht, die prinzi- 
piellen VerschiedenheiteD der MeÜioden deutlich hervorgehoben werden, bald 
selbst fühlen, welche ffilfsroittcl wesentlich, welche entbehrlich sind, wenn 
man den Zusammenhang mit der Theorie der analytiselien Funktionen lösen 
will. Aua ihrer Verbindung mit dieser erwächiit at»er der arithmetischen 
Theorie außer ihrer konkreten Gestaltung auch noch die Anregung zu 
mannigfa.cher weiterer Durchbildung, welche ztt ^er Reihe erinr b«n«rkens^ 
werter Sfttse führt Unter diesen seien swei her?orgehoben, von denen der 
eine sich auf die Elementarteiler der zu einem Modul geliörigen Matrizen 
bezieht, der andere ein Kriterium liefert, durch welches die Ideale ans der 
Gesamtheit der Moduln ausgesondert werden. 

Die arithmetischen Theorien, welche als das wichtigste Resultat den 
Biemann-Boehsohen Batz liefern, bilden den «weiten nnd dritten Teil der 
Vorlesungen. Diesen schließt sich am engsten der sechste Teil an, wo die 
tiefer liegenden Untersuchungen über die Abelschon Integrale bis zur Auf- 
stellung des Abelschen Theorems und der Formulierung des Umkehrproblems 
fortgeführt werden. Der vici-te und fünfte Teil sind der Theorie der alge- 
braischen Kurven gewidmet. Diese wird von vornherein ohne jede verein- 
fiwbende Voranssetning entwickelt, und so werdwi auch die Plftek ersehen 
Formeln in ihrer allgemeinsten d. h. für jeden beliebigen speziellen Fall 
gültigen Fassung gegeben. Es zeigt sich, daß, nachdem einmal durch die 
vorangehende arithmetische Theorie eine sichere Basis für die Behandlung 
der algebraischen Kurven geschaffen ist, die vollständige Durchführung dieser 
An^bo nicht nnr mSglich ist, sondern adi andb dorchans flbersichtlich 
gestaltet. Eine Reihe neuer Untersuchungen, wie Aber Kurven im Raum 
von drei nnd mehr Dimensionen, finden sudi anoh in diesen Tttlen des 
Werkes. 

Es können hier die Leistungen der Verfasser nicht in allen Einzel- 
heiten aufgeführt werden; denn wir finden auf Schritt und Tritt selb- 
sifindige Arbeit, sei es, dafi es sidh um ganz nene üntersncfaungen handelt 
oder solche, die bereits vorhandene ergänzen und abrunden, oder endlich um 
neue Darstellung bekannter Resultate. HUnfig \\ird durch eine scheinbar 
geringfügige formale Änderung die wahre Bedeutung eines Ergebnisses erst 
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Resensionot. 



in das rechte Licht geeetst So gOt nach der Ansdehnnng des Begrilfo der 

Divisorru1\ lassen inif gebrochene Divisoren- der einfache Satz, daß die den 
Abelsrlieii IntiLrriih'n pntsprprhpndon T)i\Hsoren (DifiTHrentialteiler) in ihrer 
Gesamtheit genau tiue Klasse konstituieren. Dieses liesultat findet sieli im 
Grunde genouinieu auch bei Dedekiud und Weber, aber durchaus nicht 
in dieser einfikchen Passung. 

Zu den rein wissenschaftlichen Vonllgen des "Werkes gesellen sich noch 
eine klare Durstellung und sorijfliltig pewiUilf»' Ausdnicksweise, durch die 
sieh wohl jeder hei der Lektüre angezogen t'üldt. So steht denn zu hoffen, 
daü der Wunsch der Verfasser, ihr Interesse und ihre Liebe für dieses 
scfitoe Gebiet mathematischer Forsehong ihren liesem uitsateUeD, hei recht 
vielen sich erfGQlen werde. 

Berlin, Juli 1904. R Stbdotz. 



A« Loewy. Teralidieraiignnttttieiiiatik. Sammlung Göschen Bd. 180« 

146 S. 

Das für seinen geringen Umfang recht inhalf reiche Werkchen gibt in 
Anlehnung an das bekannte Zillnu rsche Lehrbuch eine Eintiihrung in die 
Elemente der Lebensversicherungsumthematik — nicht der Versicheruugs- 
matliematik im aUgemeineOf wie es nadi dem Titel den Anschein hat Den 
Hauptgegenstand der Darstellung bildet die Entwicklung der einmaligen und 
jährlichen Prämien sowie der Prämienreserven für die Versicherung auf das 
Lel)0n oiiir»r einzelnen Person, während der Versicherung auf verbundene Lehen 
vernünftigerweise nur ein kurzer Baum gewidmet ist. Vorausgeschickt wird 
eine kurze Einleitung über ümfang und Bedeutung des VsrsicÄemngswesens 
sowie zwei Kapitel Uber Zins und Sterblidhkeitsmessung. Li einem spftteren 
Abschnitte findet man einige recht interessant« Angaben Uber die Brutto- 
prUmien; wob''! mnu riolrgpuheit hat zu bemerken, wie mechanisch vuni 
uiiwissenschaft lu'h vielfach diejenigen Methoden sind, nach denen einige 
Lcbensversicherungsgesellschaften ihre Tarifprämien aus den „mathematischen'' 
Nettopittmien konstroieren. Dafi die ZiUmenehe Methode der Prftmimreserve- 
berechnung von dem Verfasser etwas stiefmütterlich behandelt wordnt ist, 
mag darauf zurückzuführen st in, daß die über diesen Gegenstand in jüngst*^r 
Zeit verötfentliehteu Schriften ansrheinend nicht mehr benutzt werden konnten; 
immerhin würe es interessant gewesen zu erlahren, was der Verfasser gegen 
^me Methode einzuwenden hat, auch wenn es (vgl. 0, 1S6) „nichts Wesent- 
liches" gewesMi wire. 

In stilistischer Besiehnng weist die Darstellung mannigfache üncben- 
luiten auf; Wendungen vnc „Möglichkeiten, die sich als gleichmöglich er- 
weisen** (S. 26), „Renteuompfiinger von selten dos Versicherten" (S. 7Ü) 
hätten vermieden werden sollen. 

Mannheim. B. O^tkr. 
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L Anljg^aben und Lehrsfttze. Lösungen. 

A. Anfirabeii nnd Lchrsätce. 
180. Die Anzahl der Schnittpunkte der Diagonalen eines konvexen 
n-Eckes betrSgt im Innern desselben I wühi-ond die verlängerten Dia* 

Hierbei ist ein Punkt, in dem sich r Diagoualen schneiden, ^^^-mal 7.11 zühlen. 
Aussig, Böhmen. A. Kruq. 

131. VeraUiiemeivcrung der Aufyahr 109 (Rd. VTII, S. 173) (W. Franz 
Mpjer). Sind r und n ganze positive Zahlen oder auch Null, so läßt sich 
bekänntlich jede Primzahl p (ausgenommen 2) nur auf eine Art auf die 
Form p — 2'+ ^(2« + l) + 1 bringen. 

Ea sei die qnadratijKlie KongroMu Toigslegt 

(t) «• s 1> (modj)). 

Ist N ein beliebiger Nichtrr'st modulo SO gibt es stets eine ganze Zahl 1, 
welche der Ungleichung genügt: 

und für welche 

(2) !)»•+» 3 lV**(«»+i)(mod|>). 

Ist bei gegebenem Beste I> und beliebig angenommenem Nichtreste iV hier- 
aus iL gefunden, so ist die Lösung der quadratischen Kongruenz (l): 

(3) ± 2^-'»(»»+')i>« + ' (mod p). 

Aussig, Böhmoi. A. K«ra. 



Durch eme ein&ohe geometrisdie Betraohtong gelangt man m 
folgendem Satce: 

Wenn man von allen Punkten P einer Kreisevolvente aus auf den 
Normalen eine beÜebii^ gewilhlte konstante Strerke bis N und auf den 
Tangenten nach der Seite, wo die Spitze liegt, den Eadius des (irund- 
kreises bis T abträgt, so lunhüUt die Gerade NT die Evolvente eines 
anderen Kniiaes. Sein Hittelpirnkt ftllt mit dem des ersten zosammen, sein 
Radius ist gleich der ProjeÜkm von PT auf NT, 

Breslau. M. Pbohb. 
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Yermiscbte Mitteilungen. 



Zu III (Bd. Ym, 8. 269) (St Jolles). — In III war Ton dem 

Unterzeichneten die Aufgabe gesteUt worden, /.u beweisen, daß die Komplexe 
eitles TJüsdifls linpnrcr Komplexe eine Regelschar Tl. Ordnung, die keinem 
von ihnen ;iii«:»'lir(rt, in den Strahlenpaaren einer Involuticin schneiden. Ich 
gestatte mir im folgenden einen einfachen Beweis dieses Satzes anzugeben. 
Einem Strahle / des Banmes, der nicht nur TrSgerkinigniens Cj eines 
Büschels \ G^^ linearer Komplexe gehört, sind durch die Komplexe von [Cf\ 
die Strahlen einer zu [ Cj ] projektiven durch l gehenden liegelschar 
Tl. Ordnung 9^^ zugeordnrt. Tst / ein Leitstrahl der cfepfbenen Regelschar 

11. Ordnung 91', so schneiden sich beide Kegelscbareu, da in keinem 
Komplexe des Büschels [Cl] enthalten ist, noch in einer kubischen Baum- 
kuTve ik*, ztt deren Biaekanten die Strablen von lij gehören. Ein linearer 
Komplei sehneidet nnn eine ihm nicht angehörende Begebelwr IL Orduuii^ 
in zwei Strahlen. Der durch einen Strahl der Begelsehar 91* gehend« 
Komplex des Komplexbüschels bat folglich mit 31* noch einen 

Strahl gemein. .»•,. schneiden / und als Strahlen von auch den I 
durch zugeordneten Strahl l^. Er f^eh^irt ziu- Refjpischar und ist so- 
mit eine Bisekante von A'^, die Strahlen x^^ x^ sind folglich diejeuigen 
Eegelstrahlen von .ß', welche bzw. durch die beiden Schnittpunkte X^, 
von Ar* mit 1^ hindurchgehen. Nun paaren aber die Begelstrahlen Ton 9^ 

die Punkte der kubischen Baunokurr» und demnach auch die Strahlen der 

zu A' Perspektiven Regclschar ÜR* involutnrisch , somit schneiden die Kom- 
plexe des Kinnplexbüschels [(\' | die Kegelaobar 9^ je in den Strahlen- 
paaren rj. .n einer Involution, w. h. w. 

£iu Büschel linearer Komplexe enthält hiernach höcbsteus zwei reelle 
Komplexe, welche eine keinem seiner Komplexe angehörige Begelschar 
n. Ordnung berühren. 

Haienses. Stanislaus Joclkb. 

Zn 112 (Bd. Tm, 8. 363) (0. Gntsche> — Si d'nn point P, on 
abaisse uns perpcndiculaire sur un diamitre t quelconque d'une oonique a 

centre, If» point d'intersection de cotte p<»rppndifnlnire avec le dininetro 
cüujugiie / u t, appartient a Thyperbole d'Apollonius du point F relative 
a la couique. 

Oette hjperbole ^uilatere passe par P, par 0, par les points infinis 
des axes et par les pieds des qnatre normales qne Ton peut mener de P 

la conique. 

Dans le cas d'une hyperbole, les asymptotes etant rayons doubles de 
rinvoluüon des diametres conjugaes, Thyperbole d'Apollonius de P passe 
ausai par les pieds des perpeudicnlaires abaissees de P snr les deox asymp- 
totes. Si P se ment sur .9, les hjperboles h' constitnent un fisiseeau ajant 
pour centres communs: 0, A et les points infinis des deux axes. 

On sait que toute bypt rbolo ecjuilatere ciroonserito a un trianglc passe 
aussi par son orthocentre. En supposant rurthoi t ntro intiuiment voisiu d'un 
des sommets ce qui a lieu dans le cas d'un triaugle rectaugle, ou obüent 
^s^ment le th^otime snivant: 
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cLa perpendicttlain abaass^e aar l'kypoli&iu^ du sommet de Fasgle 

droit d'un triangle rectangle inscrit dans tme hypetlH)!« ^qiiilat^ est 
tangonte a l'hypprbole an sommet considpre"*. 

La circouference de Uiamf>tre OA coupe une i^ucioonque des liyperlioles ft' 
du faisceau en deux points B et C. Les angles OJiA et OCA etant droits, 
les perpendicolaires abaassAes de ei de C rar OA sont tangentes a 
l'hTperbole d'oa le fbeorbne. 

Forrentruj (Snitte) 15 Juin 1905. A, Droz-Fabnt. 



Zu 114 (Bd IX, a 188« 189) (Lösung von Otto Meiaaner). — Es 

heißt dort zum SchluiB: „Man findet ferner, daß für keinen sonstigen Wert 

— außer für .r = 2 — fgC'O durch fi{x) teilbar ist." Herr Mcissnpr 
scheint überseber» au haben, daß auch für x = — 24, wie ans dem Teiler 

— 143 von 429 hervorgeht, f^{x) durch f^(x) teilbar ist Denn es ist: 
/•i(-24)=- — 716 und /^(- 24) = 5005 «-7- — 715. — Man Ter- 
gleidie die Ltteungranetliode meines Yaten anf Seite 186/87. 

Aussig (Böhmoi). stnd. fdul. Jouv Knua. 



Zu 18*2 (Bd. ES, 8. 90) (G. Loria). — Die Plüokerschen Koordi- 
naten deijenigen Geraden zu bestimmen, weldie zwei gegebene windaduefe 

Qeiaden rechtwinklig schneidet. 

Unter Benutzung der Graßmannschcn Methodta (vgl. mein kür/.lich 
erschienenes Buch: Vorlesungen über die Vckiorcnredinung^ Leipzig 1905, 
B. 6. Tenbnw) atellt sieh die LSsang wie folgt dar: Seien ge^^ben die 
beiden Geraden als die (fdmiämm Vektoren oder Sfißte 

¥ - *it^«il + yi[J5«i] + ^ilJ^e,] + ^ kl + i»s |e, + «1 ks. 

i| - + ifii^e^] + [-E^j] + kl + *»> ! ^> + 1 

wo 

Entsprechend sei der kllneate Abstand derselben dargeetellt duroh 

g - x[E€^] + ylEe^] + « [£e,] + / 1 + ♦» 1 ^ + n j ^, 

wo 

+ srii» + JA — 0. 

loh bringe znnXchst zum Anadroek, daß p und 4 auf g senkrecht stehen. 
Zu dem Bnde genflgt es, die zugehörigen freien Vektoren 

zu betrachten. Soll g anf p und €( st'nkrct hf sieben, so ist (f der Er- 
gänzung zum äußeren Produkt zwischen p und ^ proportional, also 

woraua 

(1) «-*(yi^,-y,^i), s^^ixtH-^Vi)' 
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Will ich den Fuktor x bestimmen, dann gebe ich TOD der Yektoigleichiuig 
zur skalaren über u&d ünde «J><28ina, aUo 

(O % 

^ ' p(l sin of ' 

wenn n die LSnirpn der Vektonni />, </, f| und a den Winkel (p, /y) 

bezeichnen. Uiennit üiud drei der PI ück ersehen Koordinateu gefunden. 

Nunmehr drOcke ich wob^ daß der Stab g die Stftbe ^, i| scfanfliden 
soll. Die Bedingung dafür lautet, daß die auB 0 mit |l baw. % gefailAileii 
Tetraeder den Inhalt Noll haben mUnen: 



oder 



Nehme ich noch die obige Bedingnngsgleiolniog 

*i + jf» + — 0 

hinzu, so bestimmen diese Gleichungen die nodi fehlenden Plflckereohen 
Koordinaten. Durch Elimination von m imd n ergibt «ieh b. B. 

- ««[«fty» - ijyi) + f («hft - »«ii^) + «(»hfl — ^tß^^> 

da ja -f -f jj' ist. Werden noch die Abkürzungen 

80 lassen sich die dr^ restierenden Plflck ersehen Koordinaten 
in der Form darstellen: 

gpti sin « • ^ =» fN — « Jf , 
^jigsin a 'm^tL — xN, 

Berlin, den 19. Kai 1905. 



(2) 



eini 



(2) 



E. Jahmke. 



Eine zweite Lösung mit den Methoden der analytischen Koordinaten- 
geometrie hat Herr E. Rath, Stuttgart, am Iß. Joni 1906 eingeBandt» 
welcher zu. dem eleganten Hesultat gelaugt: 

„Die sechs Unbfikatmten jb, »i, n auf deren Verhältnisse es an- 
kommif sind proporiunuA dm «soft« DdernUnanten fünfter Ordnung der 

r, 0 0 0 



h 
0 



y« 

«s 

0 



0 



0 



0 



0 
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Zu 126 (Bd. IX, S. 91) (E. Jahnke). Jn Erweiteruog eines Steiner- 
seheii SatMB, der fttr das Viereek gilt (Ges. W. I, 1€3), die folgende Fonnel 
fBr das FBnifiMik au beweisen; 

(1) 8 (aj, + 14 + 1^ + ai + al) ^ a], + af, + + aj, + ^, 

wo die die Vcrbindiinf^strecken der Diagonalmitten bedeuten; und 2war 
bezieht sich auf die beiden Diagoualen A^A^^ -^s-^&t usw." 

Bedeutet noch die Verbindungsstrecke der Ifitten aweier nicht auf- 
einander folgender Seiten, wobei sich m[ auf die Seiten Ä^A^^ und A^A^ 
besieht usw., und ist cndlicli uoch tn" die Verbindungsstrecke der Mitten 
einer Seite und jener Diagonale, die nicht durch deren Endpunkte geht, 
wobei sich m'^ auf die Seite A^A^ und die Diagonale A^A^ bezieht, usw., 
so bestehen noch folgende Gleichungen: 

(2) 3(ai + a}, + a5, + «i + ay = a;, + a|3 + fl«, + < 

(3) <^. + 4. + 44 + ^ + < + ^, + 44 + '4 + «li + * 

Hat der Eckpunkt die rechtwinkligen Koordinaten a;^, */^, so ist allgemein: 

4mf = (as, — a:, + a?4 — Xr^ + (1/, — + Jf* ~ 

4m;* « (a^ + -«4 — «j)« + (yi + Jfs -y* - y»)*. 

4m;'« - («i — + + (ft — y. — jr« + JFfi)* waw. 

und mit .Hilfe dieser Gleichungen erweisen sich (l), (2) und (3) als Iden- 
titilten. 

Dun& Yertanscbiuig der Indices lassen sich aus jeder der drei obigen 
(ileichungen mehrere neue ableiten. Vertauscht man a* B. in (l) die In- 
dices 4 nnd 5, so kommt: 

3 (flj. + «ä, + «5a + «Jb + »i) < + «is + < + + «!, 

-I- 4(m;« -I- m;» -I- mi'» + mj + m{) nsw. 

Aussig (BShmen), den 13. Juni 1905. A. Keuo. 



Zu 127 (Bd. IX, S. 91) (M. Peche). — Es sei die Basis der 

Zykloide (d. i. die (Jerade, auf der der enceugende Kreis fortrollt), und CB 
ilire Scheiteltangonte. Im Punkte ^f der Zykloide ;-ir>liPn wir die Tiingente 
und di(* Nonnale, prst<'re möge die Scheitel tauge nie in 7", letztere die 
Scheiteltangeute iu iV uud die Basis in F schneiden. Bekanntlich ist dann 
TF±AB. — Zeichnet man noch anf der Koimale KF die drei Ponkte 0 
und G, so datt NM^ ME, MO — 2 MF = EG, so ist 0 der Rrümmungs- 
mittelpunkt der Zykloide für den betrachteten Punkt M. Konstruiert man 
auf der Scheiteltangente CD den Punkt 8 aus der Gleichung NT » T8, 
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80 folgt: E8 1 JTT, daher ES±MF, BS = Da noob «- aJTF, 

80 ist A MTFr^hEaa, daher 50 X CD. 

Konstruiert man nun eine Parabel, deren Scheitel 3f, deren Achse MG 
ist und deren Krüramungsmittelpunkt auf der Achse mit dem Krflnimungs- 
uüttelpuokt 0 der Zykloide zusammenfällt, so ist nach bekannten Sätzen F 
ihr Brennpankt -aai MO^p ihr Halbparameter. Im reohtwinldigflii 

Dreiecke NBQ ist aber ES^ — NE • EG » 2ME i>; der Punkt S liegt 
daher auf der Parabel. Die in dieiein Punkte an die Parabel gelegte 

Tangente mufi bekanntlich die Achse MO in einem Punkte N* schneiden, 
80 daß N'i: = -2 ME ist, d h. N' = N und N8 ist Parabeltangente. 

Auesig (Böhmen), den 12. Juni 1905. iu Eaüo. 



let P ein beliebiger i^unkt der Zykloide, die durch Rollen eines Kreises 
vom Radius a auf der Geraden OA erzeugt wird, ist femer M der Mittel- 
punkt des durch P laufenden erseugenden EreiBes und TN sein auf OÄ 
senkrechter Durchmesser, so ist PN eine Normale der Zykloide, PT eine 
Tiingeute und die diircli T zu OA gezogene Parallele TS ihre Scheitel- 
tangente. Den Krünimungsmittelpunkt K für den Zjkloidenpunkt P findet 
man, wenn man PN um sich selbst bis K verlängert. Die Parabel, deren 
Soheiid JP ist, und die in P drä nnendlidi henaohbarte Punkte mit der Zykloide 
gemein hat, muB in P denselben Krfinunangakreis habm wie die Zykloide, 
es muß also K der zum Parahelpunkte P gehörige Krümmungsmittelpunkt 
sein. Nun ist aber fnr den Scheitel einer Parabel der Krümm un<:'«rTi<Hu8 
gleich dem Halbparameter p, also ist N der Brennpunkt der Parabel. Der 
Ort der Brennpunkte aller Parabeln ist daher OÄ, PT ist die Scheitel- 
tangente der Parabel. Die sweite duroh T laufende Parabeltangente muß 
die auf dem Brennstrahl N2 errichtete Senlcrechte, also die Scheiteltangente 
TS der Zykloide sein, denn die Scheiteltangente einer Parabel ist der Ort 
für die Fußpuakte der vom Breunpunkt auf ihre Taugenten gefällten Lote. 
Mithin berühren alle Parabeln der verlangten Art die Scheiteltangente der 
Zykloide. 

Breslau, den 6. Juli 1906. 0. Omncas. 



2. Anfragen nnd Antworten. 

(Yacat) 



3. Kletnere NottiML 
A €felaeie Theoresi an Oeometry. 

(Aus einem Schreiben an Henn A. Gutnner.) 

The following proposition is one araong others that were proposed 
by a certain Cnünese mathematician to a friend of mine: 

If in a polygen insoribed in a drele all possible diagonals that can 
he drawn from a Vertex are drawn and the successive triangles thus 
formed »r«^ inncribed with ciroles, then their radii will be togetiber eqnal 
for any of the vertices. 
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How the ChiaflM d«ftl with fbii subject, or wbether tbcy owb a modo 
or oiher of pioof^ it is all nnknown to me. 

As it haa however intcrosted me MMSldlOW, here I give my proof. 
I sfiall first considor the case for an inscribed quadrilateral AB CD. 
Tim diagonal AC being drawn, for the radiua of the eircle inscribod iii 

ABC we havf 



• AB+BC-^ÖI 

Let the angles subtended hj the sides ÄB^ BC^ CJ)y and DA be deuoted 
bj a, /}, ^, 6 respeotivelj, and tot thA dnnunnditifl be ü. The ädaa h»T9 
thsn for tlieir eiprearioos 

And it may be easfly fbnnd: 

AB 4- + VA = 8 cos 1^ cos f siu " t 

^ £ + B C - OiC - 8 JB sm I ooB I rin , 
iiJ - -BC + C-ä - 8i2 cos ~ sin J cos 
+ + - 8JI Bin I coa| oo«— 

These valnM being substitated the ezpiession for ^ reduees itself to 

Ä 1. « • P • r + * 

^ = 4ii siu — sin ^ Sin — • 

And aimilarly for the other triADgle 

* Alf ■ y • * • « + ^ 

q •=» 4 it sin 4 sin — sin — ^ • 
Add tbem together, and it results 



+ f ^•»^, 81° - sin sin ^ cos 



2 — 2 2 2 



» 



where the law of summation is pasy to <>pp. 

Thp syiiinietry of the above expression teaches US at once the validity 
of the proposition l'or the case before us. 

Kext we designate with — . . . A^A^^J^^ a polygen with 
« 1 ridet inscribed in a circle. Tlie sum of the radii under questtoa 
for tho vortrx A^ may be denotcd by S^. The diatjonal A^A^ being drawn, 
the polypou A^ . . . A^ . . . A^ is one with n sides and inscribH in a Hrrle. 
Assiuue i'or such a polygon our proposition to hold, the equal sums being 
expressed by 8. 

Let the radii of the inscribed oirdes for the triangles A^A^Ä^^iy 

Ä^A^A^ ^i^rAi+i "»^ A^n^i^r fti 9tf 9a respecÜTOly. 

(Sj is obvionsly eqnal to S! togcihcr with pj. is the samo V "xcfj»t 
that ^ does not enter iuto the expression and that ^ and come iuntcad. 
So we have by subtraction 
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But the equality of ^ j -f with -\- ()^ bas already been |iro?ed, 

sinee AlA^A^A^_^_^^ is a quadrilalpral inscrilied in a curcl«. 
Thus is tM^ual to <S', for all the üidices. 

It therefore tollows bj mathematical iuduction Üi« esiabliähmeut ot the 
proposition in geneanL 

Tokyo, Mwok 39, 1906. Y. 



Zu dw Klttoltaif tob Harra 1* S«hr546r tk«r die HlkMugsinrCe f«ii yf . 

(Bd. EE, 8. m.) 

Der von Herrn Schröder gefundene Sats 

(1/2 - l)* - tf- 'Ii,iV2 - 

bildet eben sehr ^pemellen Fall des bekannten Satses, der den Zosammen* 
hang der allgemeinen Lösung einer Feilschen QUkkuitg — Dy* = i; 1 

mit der kleinsten positiven Lösung angibt. Er ist aber auch in folgendem 
Satz enthalten, der weniger bekannt sein dürfte und loidit zu beweisen ist: 
Es sei a ir<»end eine positive ganze Zalil, h ein Toiler von 2« und 

i> » -f Sind dann ^ » i, s, s, . . .} die Näherungswei-te der Ketten- 
brndifintwicklnng von so ist 

- af - 1 - 1)*- » J {n^ y i) - Zf) . 
6tra6barg i 17. JnU 1905. Paui« Epstun. 



Motii Aber die Wegsehafflug Ton WnnelgrOAen aas alfebraisAen (Gleichungen. 

Bio Aufgabe, ans einer algebraischen Gleiehnng die in sie eintretenden 

Wurzelgriiben zu entfernen, ist unter Benutzung von wten Eitiheifswurzoln 
durchaus (elementar und einfach zu lösen. Stellt man jeduch das Protdem 
an den Beginn einer systematischen liehaodiuug der Algebra, muß das 
Hüfimiittel der Sinheitswuneln vermieden werden. Das kann leidit auf 
folgendem Wege geschehen. 
Wir Terstehen unter 

«01 «1» • "■> «n-l? ^ 

algebraische Ausdrücke mit beliebig vielen Veränderlichen und setzen 

Dann stellen wir die Aufgabe, durch Multiplikation mit einem geeigueten 
Faktor i>, auä 

+ Ojr 4- flgr* H 1- + 0 

die brationaHtSt r wegnudiaffen. Das gesdiieht durdi Mnltiplikatioa mit 
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Denn 



1^ Qf Ol . • . 9^Jt 'Ia'^ 
Oy Ol % • • • Og-R 

J) ■ (a^ + fljr + ff^r» + • • • + «„.if-') 

liefert, falls wir dif Elem- Tit - dor ersten Zeil" «inzt>lu rnit der Klammer 
multiplizieren und dann vou der so erhalteuen Zeile die zweite mit r*^\ 
die dritte mit f*~', die nerte mit r*~', . . die leiste nit r' 'multiplincit 
abiiehen, den Wert 

Oq ü^_^Jt a^_^R ... o^It o^R a^R 



a 



o, a, ... a^Ji n^R a^R 

«i ««-1^ ••• <l|-ß 

dieser enthält in der Tat r nif^t mehr. 
Gießen. 



E. Njbtto. 



4. Spreohsaal fär die Encyklopädie der mathematisclieii Wissenschaften. 

[Einsendangen für den Sprechsaal erbittet Franz Mejer, Königsberg i. Fr., 

Mitteltragbeim 51.] 

Zusätze zur Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften. 

Zu meinem Artikel über diu Theorie der Kugollunktiouen uud der 
verwandten I^nnktionen (Band II, Heft 6) ist 8. 738 folgendes hinzuzufügen. 

In der Dissertation von Emil Hilb, ,^eitr)lge zur Theorie der Lam^-> 
flehen Fnnktionen'*, Manchen 1903, ist geseigt, daA die von Lindemann 

gegebenen Entwiddongen von ^ nadb Lam^eehen Tnnlttionen in den 

angegebenen Gebieten nicht konveirgieren. Die von Lindemann auf» 

gestellten Konvergensbedingnngen sind zwar notwendig, aber nicht hin- 
reichend. In der genannten Dissertation werden femer liehen der KlaMe K 
noch andere Klassen von L am eschen Funktionen herangezogen. 

Bei der Abfassung meines Artikels (Sommer 18^8) existierte die 
Diaeertation noeh nieht^ und im FrlUyahr 1904, als ieh wUurend des Dmcks 
dem Artikel EiigSncnngen htnsafagte^ war sia auf der hlefli(^ ünivertitiltfl- 
bibliothek noch nicht Torhanden; flie ist mir erst nach Yollendong des 
Drucke bekannt geworden. 

Halle a. S. A. Wamqebin. 
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Beriehttgnngpn i^nm S. Heft des tt. Bandes. 

S. 188, Z. 1 V. u. lies 114 statt lU, 
8. SOS in Anm. 1, liea K statt t, 

S. 908 in Gl (4) lies A ^ 

B. 908, Z. 8 ▼. n. lies — ^* atäfc — ^ 



Sur r^qnatioB difltoentielle de Monge; 

Par M. W. Kaptey^ ii Utrecht. 



1« Le pr^Mni memoire est oonsaer^ k F^tade de r^uation diffiSren* 
tiell« parCieüe de Monge 

(1) flr + 2Jrs + £<-0 

oü les fonctioiiß i/, A' et L sont independantes des variables rr. t/ et z 
et dependent par suite seuleraent des deriveos du preniier ordre p et q. 

Nous nous proposous d ahord de determiner les conditions neces- 
saires et saffisajites pour que l'equation (1) aJiüette deux integrales 
intennediair^. En supposant ces conditions remplies, nous cherchons 
ensuite ces integrales intermedia i res clles-memes. ^ 

Voici les rf'sultatä dt nos recherches. 

Pour que l'equation (1) admette doux integrales mtermediaires, il 
faut et il soffit que 

(2) M K L 
et qne 

(«) ''4V') 

dD\^ ^« cJ) cl) 



•ii ^ft 



Oft 



Dans cee eqnations 0^, 0^ representent les d^rivees secondes 
de la fonction la plus g^^rale satisfiufluit l'6qvmüon di£färentieUe 
(B) du qnatrieme ordre. 

L'int^ration de oette ^uation (3) donne pour int^ale g^n^ale 



(4) 



- ,1 , [(y - - O - (V - - A')], 

AtMw du MUmm tili nd Mjrik. IILBalh& IZ. 21 
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W. Kaptkyh: 



oü tt et 0 sollt denx panuuMrw Tamblee et 

g^g(u), Ä-A(t»), g>-g>(tt), lif^i^iv) 

rapr^fentent qnatre fonctions arbitraires de la aenle Tatiable « oo 

taudis que / = äf, 

Si les conditions (2) et (3) sont remplies, reqaation (l) admet les 
deuz integrales interm^diaires 

(5) . * - y<p" - - M - yr - «A" - 

^ etant uno fonction arbitraire et i» et 9 lee fonotione de p et g qoi 
r^soltent des ^qnationB (4). 

2. Dans sa th^se, du plus haut interet (Klausenburg 1880), 
M. J. Yilyi a d4j4 donnä la condition (3). £n partant de l'eqttation 

il aniTe ä une condition equivalente a la condition (3). Aprte tme 
transformation ingenieuse il en dednit une integrale particnli^re renfiBr- 
mant trois constantes arbitraires. De cette integrale il se propose de 
d^floize Tint^ale generale d'apr^s la m^thode de W. Imschenetskj. 
De eette maniere il tombe sur nne equation ditferentielle qui panit 
ttre inabordable. £n suivant ä peu pr6s le m^e chemin none obte- 
nons cependant une Equation differentielle qui est parfaitememt int^ 
grable. 11 nous semble qu'il s'est glisse malheureusement une erreur 
dans le calcul de M. Välji et qne c'est & cause de cette erreur qne le 
r^ultat (4) lui est ochappe. 

La meme condition se renoontre aussi dans un memoire interessant 
(Math. Ann. T. 4-4) de M. J. Kür sc hak Son point de depart est le 
meme que celui de M. Valyi et il amve par une niethode tres ele- 
gante a 1b meme condition (3). Ii ne s'arret« point a l'mtegration de 
cette equati 11 diffi'rentielle, mais en admottnnt qne la foncti«>n 0 satis- 
fasse ä la condition (3) il s'occupe principEiiement des integrales inter- 
ra^diaires. II deraontre qne le probl« nir do tron?er ces integrale« se 
reduit a la Solution de deux equaticiii^ diti- lontielles ordinaires du prä- 
mier ordre dont la sohitioTi Tiexigt' (oui au plus qu'une quadrature; 
seulemeut il ne donne pas explicitement ces integrales. 

3. £u adoptant puur requation (I) la forme 

(6) r + (A + |4)Ä + A,i«-0, 

A et ^tant dea foiietiinia iad^ftmiiin^s dM Tsriables p et les dsox 
syst^mes de caraet&ristiqnes sont d^finis par les equotioos sniTaates 
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dz — pdx — qdy = 0, 
dy — |tf rfor = 0, 
dp ■\- Xdq ^ 0, 



d£—pdx ~ qdy 
dy — kdx = 0, 
dp + ykdq — 0. 



Les combinaisnns integrahlcs tle ces systi'mes oorrespondent, d'tti)ro8 
la theorie, avec \&a int(-grai«'H cuuiinuues de^ deux syst^mes lineaires 



a) 

et 



, /^_L A 



Snpposons mainteiiaiit que l'^uation donnee pos8äde deux inte- 
grales intermediaires. Dans ce cas il faut et il suffit que chacun des 
denx sjstemes lineaires precedents admette deux integrales commnnes. 
En deduisant des ^natioiu ^(K) — 0 et jB(F) «-> 0 les noavelles 
^uatioos 

CiV) = AB{V) - BA{V) « 0, 
D{Y) - AC(V) -Cä{V)'' 0, 



ponr obtenir le eyst^e complet, il est ^yidmt que ce systöme oomplet 
dott ae Hdnif» 4 trois ^qnatioiu ind^pendaates. Cette condiiion sera 
remplie si ViSquatioii I>( V) — 0 dopend liiiMurenient des trois premteres. 
En d^Teloppant 

C(F) - ÄQl) + + i^u) - 0, 
D{V) = AAii.) + AA(p + iiq) \y ^ 0, 
la condition eherch^ prond la forme 

±Ai^) AMjl±±i^ 
De la meuie nianiere le Systeme (11) donne 

Ces couditious, ou 

(i - A,{l)AyijL) + 

»1* 



316 KArrETx: 

flont donc n^oeisaires et roffiBantee poor qne chaciiie syitöme de 
cumet&ristiqaeB admetfce denz eombinaiBOiiB int^nblea. 

4. Pn^posons-noug maintenaDt de rMoire ks conditioiiB piMdentei 
oa las BUTaiiteB 

que Ton en deduii par addition et soustraction. En remarquant que 

OD % en omeitant ponr nn moment lee parenth^ms: 

A^Ä(». + A^A^k — AAp, - AA^X - (-4, - A)iA^ + A^l) 

-(A-.u)^(^^tt + A,A) = P, 

A^^fi + ft-4j^i>l — XAAyL — iiAA^X 

- - + liA^k) -f J.A^;t - A^XA^ti, 

- -rt^a^i* + + AXAf^-^A^XA^f^ 

- 7? + -(4 A X ju ^ Ij kA^^ = jR', 

- (1 - ,i) (A^^ + ;i) + ft^A^^i - XA^XA^ii -{X- ii)A,XAfi 

- S + fiAXAii — XA^XAif». — (A - /») A^^f* - 
De eea qnatre ^ofttiona il r^Bolte 

AM») (TTT^ [i^P-lQ-pS'+ 8-], 

' par anite 

(A - - 4.^*] - r^- [2*|.P - (* + + HO + 2«1. 
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Sox r^qoatioa diffäreniielle de Monge. 3I7 
En pomot mainteiuuit Jl»a+6, — a — ( on wm 

- h + - (Af + AI) - ^) (1 - 

Ott ' 



— h—^ — P 

De ia meme m&niäre on obtient 

•"^li P + ' W^"^ ft« 

Ell calculant Q — E' avec ces valeurs, on trouve 

pftT mite 1» pnoni^ ^quation prend U ferne 
Si 

6« " jt) ap ' 

on a, d'apres Vequation (8) 

En iutroduisant ces valeurs, ia seconde des equations (7) s'ecrit 

- (ilf)* - + (i al,') U If ) + (i J^'- 



J 



318 W. Kattbyk: 

6« C01111116 

r^uation (8) se iMoit i 

941 Sa , .db da , , , «„Sa , _ .^fc .06 

uu, 81 Ton remarque que 

,cb ,db 

Ö Ö|3 c cq 

dq b* ~ dp 6« ' 

eile prend la forme plus simple 

2 a aä-+26rr- a (««4. fc») _ -f 2a6 ^ 

?g 6« ^0|, 6« 

En posani 



on ann 



3« ^ ^1» ^ « öl» 



p etant une fonction de p et r^. 
De ces equations on d^daira 

Sa 1 rp i Cf 
dp 9 ~ 9 dq 

et pur mdtey 9(9) ^tanl une fonetion arbitraize de q, 

En dioiaisaant mainteiiaiit une fonction t =- «(g) de la seule variable 
q et une fonetion 6 — (j», 9) des denx Yariablee p et 9, telles que 

la valeur precedeate de a prend la forme 

J^r_0»* , dqKdpJ^dq) 
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ou, en äcriYant ^-|-^-^, 

a'0 



Cela pcMäf T^quation 
dooBd 

99 Q dp dp" dg* 

^(g) repr^sentant ane fbnctioii arbitrair« de q. 
Or, 

^\ 25 w ^p «II ' 

par snito 

On reim aia^ment qu'on ne diminue point la g^ii&ali^ en posant 

pour oela en «ffet on n'a qn'ä lyonter ä la Ibnction 9 nne fonction 
eoaTenable de 

Dee Talen» prfojdentes se d^luit enfin 

oa la premiere condition annoncee 

(cy\ ^ IL II 

6. Si mamteaui nons mtrodn»oni lea Talen» tronv^es ponr X et 
I* daae T^nation (9), ceUe^ ff4ent 

oü 



320 W. SAFTsra: 

Choiflissons d^apres M. Valji comme Tariables md^pendiatei q 
et $1 et poBons avec Inl 

^^-D ?-P^D ^^-1) 

alon 

En mtrodiuBaiit ces Talenn dans l'^qnatioii (8), celle^ ^prenA Ja forme 

Or, en difierentiaiit — » ^u^n ~ ^« P^^ lappoit a p ob a 

par anite r^oation pr^c^ente se r^ait i 

(10) 22)D„ - 2Z>*2)„ - 32?; - 2)«Z^ - 0. 

7. Cette equation diöerentielle de la forme 

(11) 2§r — 2^t- 3i>« - - 0, 

dont leg caracteristiques sont d^finies par les equations suivantes 

ds — pdx — qdy — 0, (h — pdx — qdy — 0, 

dff — gdx — 0, rfy 4- frf* « 0, 

2jv<;p- 2 - (3i>' + -0, 2jv<2p + 2M*dq -(3f)*+ii*9*)ix-0, 

presente la particularite que chaciin de ces systemes admet ime com- 
binaiBoii integrable. Eu effet le premier sjsti'me doime 

2p(djs — pdx — qdy) -\- 2pq{dy — idx) — 2Mdp 
+ 2M*dq + (3ji» + ^g^d» - 0 

d'oü 

* + z — « — const, 

et Je eeoood Systeme 

2p(ds — pdx — qdy) + 2pq(dy + gdx) 2tdp 
- 2l^dq + (3;)« + z*q*)dx - 0 

d'oü 

« + , ' ^ — — const 
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Sur r^utioii dÜEäcoKfciAUe de Monge. 331 

n s'auniit qD*il existe tme trainfoniiatioit de eoniect qui ramene l'^aa- 
tion (11) ä ]a fonne 

»' + l(*'jrVp'9')-0. 

I'our Iii Liouver, cherchoiiß d'abord une functiou y fürmant avec 
a et ß un Systeme en involution. Corame cette fonction doit satia- 
faire aux deux equations simultanees 



2 

et 



OR apergoit UB^ment que Ton peot choisir 

r-f-jr- 

Detenninons ensuite deux fonctions ^ ei a de y, z, p, q donnant 
Uea a l'ideutite 

dy — qda — ödß = k(dg — pdx — qdy), 

Cea fbiiotions ^tant 

_^ + ^ (p — g g)' 



la traosfonnatioii de eontaet diercih^ est d^fiaie par lee ^nations 

(12) 



p j^™, g 

Si mamteuant on ^erit au lieu du premier »ysteme de caracte- 
riatiques le Systeme 

dz — pdx — qdy = 0, 
de — (p + zq)dx — 0, 
29äp - 2g^dq - (3ji« + M^^dx - 0, 

oa le soiTant 

de — pdx — qdy = 0, 
2p[dz - (j> + - [2j?fl[p - 2s*dy - + s*f)dx\ - 0, 

la imnafonnation prle^dente eondnit aia^ment an ejat^me 

dB* -p'dx* - q'dy' = 0, dx'=0, 
(»' - y')dp' ~ 'Ziyp'q'dy' - 0. 



322 VV. Kaptkvn: 

* 

A ce syit^e conespond onfiii P^uatioiL diffifrentielle traiufonD^ 

dout rintegrale generale secrit*) 

»'-f X"dx' - f T'dy- - 

X ei T etant deox fonctions arbitraires de x' et y' reepectiTemeni 
Ponr hin diipanitre feoat signe ^mtSfpnkicm, ü miBn d'exprimer 
et X «n fonotion d*ime variable anxfliaire de teile fk^on qne 

J^X'*dx' s'exprime uuösi explicitement» et de mSme pour y' et T. Nous 

n'ayons ponr ceia qu'i poser 

ce qni donne 

y X'»rf«' - «V" - Äi*9' + 29, y r»rfy' - - 2«^' + 2*. 

En d^nitive^ rint^grale pK^e^mte est repr^wnt^ par les ftmniiles roi* 
vantes, oft 9 ei ^ sont deux fonctions arbitnures, « et 0 denz para- 
mMn» Taiiables: 



Pour d^aire de cetto inttigiale 1 integrale generale de lequatioü 
(11) nous n'avons qw'k determiner p' et q en fonciiou de u et t? et 
de resoudre les equations (12). Or, 

par Saite 

p' _ (P' — / »"— a! \* /(y ~ «) t/» " -Hp ' — ti>Y 

d'oft ' 



1) Qonriat, Equationt wax dätir^ paiüellee du lecond ordre T. II. p. 
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Sur r^vAtioii diffftmilielle de lf<nig«. 

Les deux premieres ^quaiions (12) donnent ensuite 

* (X' - X)(y' — X) [(U - - (9 ' - ^ ')j[(U ~ V " - - * )J 

et la denii^ 



De la troisieme on tire en deruier lieu 

RemarquoDs encore que l'equation differentielle (11) ne change 
pas si Ton remplace y e.i g par — y et — z\ ainsi la Solution cherchee 
est repr^sent^ par les formnles: 

(W) «-^^. »-2(1P -♦)-(»«' + ♦')(«-•), #-(•-»)«. 



8. En rsTenant ä r^qnation differentielle (10) Tintegrale generale 
de cette 4qnation s'exprime: 



(14) 



- 2(9 - i(f) - (9>' + Vr') (« - 1^), 



U nout rwte encore le prabkme de ehereher la forme 1» plus g^iUMe 
do 0 qni satisfoit a ees formules. 

Ponr y arriTcr noQs oommenoeiroiis par dAerminer la Talenr de p 
en fonction de n et 9. 

En posant 



(16) 

les ^nations 



tu tu 

dp dq 

ti ^ 



donnent 



(16) 



TO 



it 



du du 
gg| a<z 

dg 

dö, ag 





de. 


du 


du 


dp 


de^ 




dv 


dp 






du 




de. 


tv 


dv 



324 W. Kimn: 

£n introdoisant dana lea deuz formnles pour 0|) lea Talen» 

qne l*on tare des ^qnaiioiw (14), on obtient 

Or, d'aprte lea equationa (16), 

«{.-Mit 

prond la forme 

ao, aö, ae, ae. _ . ^ .4 /sp aj» ag\ 

a»äir~a^W'^"~ vÄä^ ~a»FW' 

par suite 

ou, ajant ^pud auz formules (17): 

I168 domi^rea ^nationa donnent 

/oi\ 1 ay . ^ 

d*oü 



Poar determiner roaintenant 0, on n'a qa'a aubatitoer ootie valeor de p 
dana lea ^quationa (20). On obiieot ainai 

(23) '^'j-(u-t;)4^"-(Ä?'-.Ä'), ^Ji^(^u~v)h"-i0'-h% 
d'oü 

(24) „ _ 2^^, - A) -H (i,' + Ä')(tt - 1;). 

De oetto formiile et de la foimule (14) pour on obtient aiateent 
la Talenr de S. En effet on a 

de i_ de, ^ co,\ dB /i, ^ö, _ . ae>,\ 

du " (u^9)*v^ du ~ ^*dü)> dt {u^t)*v* a« aW ' 

par auite 

^t-Cf' + 'Ov'-Cy' + Of" 
- jrLot^' - '')"!»" + - *') -i.<p- 1>)9" - ?>'(/ - *')] 
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Sur r^quation diffärentieUe de Monge. 
En int^grant par rappoit ü » 

La fonction urbitraire A*(v) 8e d^ait aia^ment de la eompaiaison des 



deox TaleuiB de 



de 



0e oette monitoe on toonve 

dk 



d'oü 



ycp" - cp'g")du + f [t'h"-h'i,")dv + h'^'-g'n,' 

En ecriTaut encore 

Jis'^ " — v'9")du — (f'<p' -t 2J (j'tp 'du, 

on Toii qne la Solution demand^ atm repar^Bent^ par les formules 



9. Gonaid^rons i pirteit, ponr d^termmer lea int^gyalea intai^ 
le 8 jal^e oomplet 

C( V) = Ä(fi) + ^(p + - 0. 

D'aprta lea formuiea (14), (16), (17) et {20) on a 
"11 T ' du 



9,, 



d 



326 W. Kaptkys: 

Dar fluite 

..dp ^ . dp 

dv eü 

dl*: 

W ^ ^dp" T Ldu d9 €>v du du cu dvji ~ dq * 

dt 

dv dui^v 

Bemarqnons encore que d*aprte T^quAtion (21) 

cp d*q dq dp /dq cq\ c q /cp^ ^\ 

dji dududv düdudv du \d ü dv) \ du dv) 

T 



Gomme 

dV ^dV dp dVcq cV^dVöq cj[dq 

du cp 0 u oq cu' dv cp dv dq dv ' 

r^nation A{V)=-0 prend la forme simple 0; par oona^oeni^ 
F etaat une fonction arbitraire: 

V~F{x, y, jr, «), 

En sabstikiaat cette Taleur dane r^aation 0(F)*«0, celle-ci s'torit 



dF , / T \dF f. 

dy^i^-hcAd^"^' 

\ dudvj 



Or, 

par siiite la fonction la plus generali' qiii satisfait simultau^ment aux 
equatious V) = 0 et 6'(K) == 0 est represeutee, G etaut une nouvelle 
fonction arbitraire, par 

F - «, u), « - « - 
En introdiiiaant eetie yalenr dana l'4qtiation B{ V) = 0^ oella-ei se 

II + [!. + «.(«- »Ol If-O 
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Ott i 



parce qae 

dp 



du 



II 6n r^BQlte qoe les deiiz in^grales oommnneB du sjat^me com- 
plet mnt 

tt — eonii et « — xg" — # — yy" — xg" — oonst 

d'oö, % otant uau iouctiou arbitraire, la premiere integrale iiiter- 
m^diaire: 

(25) s — y<jp" — ^(m). 

En tnitant de la mtoe mani^ le eeoond systtote complet 

C.(n ■- AM ^ + + - 0, 

üü trouve püur la seconde integrale intermediaire 



10. II ne sera pas san» interet de niontrer par im exemple comment 
se determiueiit les fonctions g', A', 9' et 
L'equatioa differeiitieUe 

oü 

JEr-pg^»-(l + 3«:a|8, 
2K » (1 + 7*'«' - (1 + P')ß\ ! " - T ^' 

udmet les deux iutegraies iiitermediaires 

'"^ aq — bp^ lui — bp ^\h-\.cq}* 
X A J- " - ap + 6g — c \ " 



} 



328 W. KAmn: Bor r^ution düf<äieiitiell« de Mong«. 

il faut donc que ° fbnction de la seule variable ti, et qae 

~— T ^ ne dopende qne de la seole vimble f , 

Soit 

-3- — P n), ' ^— ^ Ol«), 

oü 

m* — + + 

Ell sabstituant a*^ ßF dana la aeconde de ces equations on % 
eu posant 

(aP+ft) P-«* /j 

d'oü 



De ces Taleors on deduit aae^ent 

£n ideatifiaat ces vaieurs avec les valeurs (4) 

on obtient» t elant une oonstante ind^tennin^: 

ttP+h^euM, Q'~ev, 

La premi^ de ces eqnations determine la fonciion P; en effet 
eile donne 

(aP + 6/ - + - 2ai^P + {b' + <^*jP*J, 

d'oü 

''^ " (6« + «•)f«»» — (P* + — 

et 

„ oP + 6 m'fttu 4- aiH)/o' + 6« — c«t *i»» 

9u~" + 

Avec cette valenr de i¥ ou aura donc 

t 1»* — a" ftin* • ^ 

» b , m* 6 _ 

V T* + cTjf' * 7^- 

Comme _ 

J_ / o' + y ^ c«»*»» 
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Im ezpreMions povr g' et 9' ae r^dviront s 

<^-■•'• 

Pour (ieterrainer la eonstante £, renianiuDUS qu'eu po«uut 
6^,^ Ulf, Ö„-J£:e', 

on aar» 

3p Cq Cp 

j fit et dK dL 

dp dq Cq cp' 

d'oil ae d^duit aia^ment 

.y* - 4(JC« - HL) - [(1 + f/>a* - 2j»gc|ö + (1 + p»)MS 

pur snite in uj 1 

- - ■ — 4 ^ - (« - 

Or, „4 



(Soite.) 



Dor OanB-LemotneBche Punkt im Kreisviereck. 

Vou Ernst Eckhardt iu Homburg v. d. Höhe. 

Fallt man toh einem Punkte einer Ebene die Lote anf ein System 
▼on n Geraden derselben Ebene, su heifit der Pnnki^ fttr den die Summe 
der Quadrate j^er Lote ein Minimum ist, der Gaufi-Lemoinescbe 
Punkt des Systems. Seine Bestimmung ist in Toller Allgemeinheit 
analytiseh und geometrisch anoh f&r den Fall durchgefUhrt, daB die 
einzelnen Quadrate mit positiven oder negativen Faktoren behaftet 
sind, die man dann als ein System an den einzelnen Geraden parallel 
wirkender Kräfte ansehen kann.^) In allen diesen Arbeiten und den 

1) Ytod Villarceau: CR. de l'Äc. des Sciencea de Paris, 72, 531—637 nud 
680— 687, 187ft; Bertot: C. R. 72, 682—686, 1876; d'Ocagne: CR. 104, 1415— U16, 
18M; d'Oeagne, Laisant: J. de r£o. Polyt, LXIH* eahier, pp. 1— tt, 23~S6, 

1893; Espanet, Duporcq, Neuberg: Interm^diaire des Math., 1899, pp. 20, 8S, 
277; Neuberg: Ann. (!<; lu Soc. Scient. de Bnixelles, t. XXIII, inys, p iT: Neu- 
ber^: Nieuw Archief voor Wiikuude, Tweede Heeks, Deel. IV, p in2, 1894». 

Archiv <l«r Matbcmatik und Pbftik. Iii. Reihe. IX 2*J 
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darin Ar das Vieraeit^ Tiereck und n-Eek gegeVenen intere s Baa te n Eon- 
itraktionen tpideii der Sehwnpookt Jlf| des Fnfipimktpolygoiifl eines 
beliebigen Punktes und der Bymmetrisclie Sehweipnnkt ron M eine 
weientliche Rolle. Der Miwimgmptmkt ist der Punkt, welcher mit 
seinem Bynunetrisclxen Schweipunkt zosammenfallt; er ist der Doppel- 
punkt zweier inTers Shnlieher F^uien^ deren Doppellinien parallel sind 

zu den iblbierangplinien der 
Yon zwei homologen Geraden 
gebildeten Winkel. 

Bei der im folgenden zu- 
nächst für das Kreisnereck dar- 
gebotenen Behandlung wird TOn 
den Punkten Mi und J/, kein 
Gebrauch gemacht; in ihr treten 
die Seiten des Vierecks in den 
Vordergrund. Es wird eine 
Beihe neuer Eigenschaften des 
Minimnmpunktee entwickelt; und 
hierdurch sowohl als durch die 
sich ergebende einßiche Kon- 
struktion dürfte vorliegend»^ Ar- 
ivn;!. beit einiges Interesse bean- 

spruohen. 

In dpnt Kreisviereck Ali(^I), Fig. 1, wähle mim die Ecke A zum 
Küordinatenunfang, AB als die positive t- Achse und die Senkrechte 
in A auf AB im Qblichen Sinne als j/- Achse. Sind dann AB ^ c, 
BC = d, CD ~= a, DA = h die Seiten des Kreievierecks, <t! DAB = a 
und *V CDA Ö, erhält mau für die Abstände /),, des 
Punktes ^ i^ von den Seiten AB^ BC, CU, DA die Werte 

ftr - + 

~|sind-|- qcosd + csindy 
j»^ «- ^ |sin (« -h d) -H 1700B (« -|- d) + haad, 
Pi, = + Isincf — lycos«. 

Bei der Bestimmung der Yorzeicben dieser Lote ist zu lieachten, daß 
a • p^ b ' p^ c • -ir d • p^^ {a ' b -i- c ' d) üinä 

sein mu^ was wegen der Beaiehungen 

c — (oosa 4* acos(tt -H d) -|- dcosd ^ 0, 
htm« — asin(« -|- d) — «Isind — 0 

in der Tat der Fall ist 
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Die BedingaDgen dafür, daß F — |pS + + i?« + i4 «in Minimuni 
wird, sind dann 



(1) 



- - I • tsin 2c + sin (2« + 2d) + 8iii2^J 
+2j?[l+co§»«+coB«(a + <J)+cofl»*]+2[6co8(a+d)+cco8a]Bind«0, 
||-24[»in*a+siü*(«-i-<>)+Biii*dJ--ij[8in2a+sin(2a+2d;-i-siii2d] 



— 3[5 sin (ce + d) + cflin d] sin d — 0. 

Die VereiuÜEMihuug der Koeffizienten führt zu 

| — 2|€O8« 008dsiu(a + d) + 217 * [1 Q08aco8dG08(a + d)] 

^ *^(+Billd [6cO9(« + d) + tfCO8dl-0, 



(2.) 



+ 2| ■ [1 — cos«co8dco8(« + d)] — 2i}0OBaeo8dBin(tt d) 

sin d • [i; sin (a + d) + c sin dj == 0. 



Eliminiert man ans beiden Qleicbniigen |, so ergibt sich nach geliöriger 
Induktion «iB«. »,M , A ^ 

Fühlt man in der Klammer für ctgd und sin« die bekannten Werte 

<H«d und nna^^j:^^ • 

ein, so folgt soUiejUich 

A = ■ t" + + + + 2«MJ). 

Da a die gegeuüberliegeüde Seit« vun c ist, jsü schließt man aus 
der Form von 2^c sofort auf die der übrigen Lote. Bezeichnet man 
den Faktor vor der eckigen Klammer, der sich für die aufeinander- 
folgenden Winkel a und d, d und 180« - a, 180« - « nnd 180» - d, 
180** — d nnd «r nicbt ändert, mit 1, so kann man die Ansdrücke für 
die Lote in folgender eleganten Form schreiben: 

k-[a- (a' + 5» + + f/ ) - 2r . (ac - bd)], 

pi, = X [h ' (ö- + h" + c- -f ä'-) T '2d' (ac — hä)"], 

ji, - A • fc • (a* + 6« + + ~ 2a- (ac - bd)], 

- X . [rf . (a« + t> + + 1?) + 2 6 . («c - 6 «*)]. 

In den IGreisvierecken, in denm a • c » ( * <f ist, erhalt man hiei^ 
nach besonders einÜMhe Ansdrttcke filr die j»^. Ist nämlich 9 der der 
Seite h gegenüberlieg^de Winkel, unter dem sich die Diagonalen e 
und f schneiden, so ist die Bedingung 

a • c « 5 • <2 identia<ii ndt cos a cos d + cos 7 -« 0, 



(3) 
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■odaß 

- «in* u sin* d 
* » • Bin* 9 

wird. Da nun mit Bfleksicht auf B'f— 2ac — 26<l 

^ Bing Bin a («6 + cd) (6c + da) g« + fe« + c* 4- 

a* + ft* + c* + 

SO ergibt sich, wenn man nock ctg£ — — - - ^^ i — — — setzt^ 

also Ausdrücke, wie sie bei dem Minimutnpunkte für das Dreieck auftrete». 
Die Konstruktion des Winkels c laßt sich in einfacher Weise fUr 
/Vfff's Kreisriereck ausführen. Man ziehe in den Ecken A und C die 
Tangenten an den Umkreis und durch B und D Parallelen zu AC. 
Die Schnittpunkte der Parallelen mit der linken Tangente seien E 
und G und die mit der rechten entsprechend F und H. Dann ist 

Mit Hilfe der etit-standenen ähnlichen Dreiecke findet man nämlich 
leicht, daß , GH^^^^^ ist. Die IfitteUinie des Tr». 

peses EFHG, die gleich der Projektion Gl tob GF auf (rlT» ist 

also mithin: 

ctgJ^Gi- .^j^cFl AF 

Die Vierecke, in denen ac — hd ist, erhalt man, wenn man die 
zn einer beliebigen Sehne AC gehörigen Bogen in und halbiert 
und dann von Q^^ und durch einen beliebigen Punkt S innerlialb 
▼On AC Gierade zieht. Sie bestimmen die Punkte B und D. 

Um nmi in einem solchen Viereck den Minimumpunkt zu zeichnen, 
konstruiere man über a, hy c, d als Basen gleichschenklige Dreiecke 
mit dem Basiswinkel c. Ihre Spitzen seien B^, C^, Dy Die 
PartUlelen dMreh diese Spitaen t» dm Mugdiörigen Setto» si^tieidm sich 
m dem Mininmmpmkt. 

Bestimmung Ton X und !Svi darch die Seiten. — Setzt man 
a' -|- + + "* mid a'C — h'd^fi, so erhalt man aus (3) 

2^'- A . - Af), also X - i4^-4- 
Für die Summe der Quadrate der findet man hiemach 
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Die vier durch P gehenden Geraden — Enetst man in 
(IJ und (2^) I und ff durch die lanftnden Koordinaten x nnd so 
iat P der Schnitt der Geraden (1,) nnd oder nnd 2^. Büdei 
man hierans 

le ^ Bin(« -f d) • 1^ + eoB(ff + d) * — 0, 

80 ist dies eine neue durch P gebende Gerade, deren Gleichung in 
vereinfachter Form 

U = — x + p- (ctg« + digd) + — 0 

lautet. Nimmt mau statt AB nacheinander die Seiten iiC, CD, DA 
als x^ , j:.,-, .1,,-Aelifie und die Lote in Ii, C. 1) auf diesen Seiten im 
gebräuchlichen Sinne als //^-, , y^-Achae, so erhält inau drei weitere 
Geraden durch I\ deren Gleichungen aualog wie die von Ic gebildet sind. 
Die Gleichungen dieser vier Geraden sind: 

s — a!^ + ^ . (- ctg« - ctgd) + }a - 0, 
i,^_a^ + 3^.(_ctg« + ctgd) + }6-0, 
k^-x -^y .(+ctg« + cfcgd)-|-ic-0, 

Ii = — + i/| • (+ ctga — ctg 6 ) 4- { — 0. 

Diese Tier Geraden gehen also durch die Mitten Ma, Mt,, J/^, M4 
der Seiten a, h, c, d und, wie man aus den Koeffizienten der Gleichungen 
Ton I. und Ic, 2» und U entnimmt» muß 

^FM^C-'^FM.B und ^FM^D^^PM^C 

Bein. In Worten: Dir l'rrhiiidionjsr/cradri) des MinimHiupunktes mit den 
Mitten der ^/rt/eiiiihrrlifymdrn Seif'-ti dr< Kn 'isvierecks bilden mit diesen 
in der liaiitung nach ihrem SchmUpiutkt gcnommetmi Seiten Je swei 
gleiche Winkel. 

Gibt man k die beiden Formen 

Ic — X -i- ff ' ctg« + ctgd • (y + ^€ ' tgd) — 0, 
— « + yctgd + c + ctg« • (y — ■ } c • ig«) « 0, 

so sagt die erste Fonu aus, daß durch den Si linitt von 
6 s — -1" yctg« — 0 und y-h^ctgö — 0 

und die #100«^ Form, daß es auch durch den Schnitt Ton 

<? s — a? + ^ • ctg d + c = 0 und y — ^«tga^^O 

gehi 

Analoge Umgestaltungen und Schlußfolgerungen lassen die Ge- 
raden tat k, h 2U und führen so zu einer einfachen Konstruktion 



Knust Eckhabdt: 



des Minimumpvnktea: Man errichte in c und d die HittdaenkreclLteiii 
welche h bez. a in G und H schneiden mögen. Hierauf ziehe man 
durch G nnd H zu c und d die Parallelen Gl nnd HK bis zum Schnitt 
mit d nnd c MJ und M^K bestimmen dann den Punkt P. (Fig. 2.) 

2>/« rier durch P ffehendni Geraden — Bildet man ans den 
Oeraden ond die nene Gerade 

Ac ^ cos (« + d) • — sin (« -|- d) • La = ^> 

so geht dieee ebenfijls dnrch P, nnd ihre Gleichung in y lantet: 

Xc :^\— X ' sin {a -\- Ö) y cüs -f d) + Ji» sind] 
4- cos « cos d (y 4- |c tg d) — 0, 

Der Attsdrnck in d«r asten eckigen Klammer ist identisch mit 
der linken Seite der Gleichnng für die Parallele dnrch zn a. ke geht 

also dnnsh den Schnitt der Pa- 
raüeleii dnrch Jlf* zn a mit der 
Parallelen zu e im Abstand 
y.^io'tgd. Setzt man 
y »■ 0 in Ae, so eigibt sich filr 
den Punkt Q anf Oj durch den 
K geht, 

^ M ] Bin d (ft 4- c C08 a) 

* ' am (« 4- ^) 

C, wird gefunden, wenn 
man von B auf das Lot 
BB^ füllt und dnrch die Mitte 
; N von B^B SU a eine Parallele 
^— ^jP zieht. Sie triflb e in C^. 

üm die zn analoge Ge- 
rade zn erhalten, ersetze 
man wie bei (4) Xj y dnrch das System o^, y,, « durch 180^ — d, 
d durch c durch «f, h dnrch Dann ist 

A,/sa:i'8in(a — d) + yjC08(a — d) -|- jCsina — co8acosd(j/j4- jrftga) = 0. 
In ähnlicher Weise ergibt sich 

la^o^ 8in(aH- d) + cos(a + d) + 4 d sind + cosa cosd^y, — " tgd) = 0, 

A» =a j;, • B\3x{(x. — d) — co8(a ~ d) + ^ aein« — cosacosd (y, — ^6tga) »O. 

Die Geraden X^^ X^ Xa bestimmen auf a, d drei Punkte Ä^, 
die in derselben Art wie gefonden werden. 
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Schneidam ticli die Gegeneeitea a und e in E, h und <l in so 
erkennt man ans den Gleiehnngen fitr nnd l^, daB 

and aue denen Ton An nnd Ji^, daß 

PB^F ^ PD^F, 




Flg. a. 



Daraus und aus dem Kesultat der Gleichungen (4) folgt weiter, 
daß A PC\ M^'^A FA^M^ und A PB^M A Pi>, M^, und daß sicli 
also Terhält 

Die Rechnnng bestiUigfc dieses Besoltnt 

Der Mimmumpunkt ais SdmiU dreier redikffinHiger Ryper^dn. — 
Figor 3. Es wnide festgestellt, daß PMaE - PMcR Es liegt 
nmi nah^ de» Ort der Ptmkte Q innerhalb oder außerhalb eines Winkels 
M^EMt SU Sachen, Ar die stets <^ QMaE — ^ QM^E ^i» itt 
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Wählt man die Winkelhalbierende Ton ^ MaEMe zt»r positiTeii 
X-Achse und die auf ihr im Schnitt R mit MaMe Senkrechte zur 
y-Achse, 80 sdmeiden M,,Q und McQ die X-Achse unter demselben 
Winkel und wenn Ma, Mc die Kooidinaten y; — +1^ 
— 9 haben, gilt 

" jP — äp ** ar+ «•* oder 

2a:y + x{q — «) — //(/> — m) + »»5 -f- np =» 0. 

Setit man x^x' tf^ff' — i(9 — »)> Tenehiebt man 

also das Koordinatensystem parallel mit sich eelbst dif MHie 
vcn MaMe, so ergibt sich bei Weglassong der Indizes als Ort für Q: 

4«y - — (p + m) • (g + »). 

Dies ist aber die Gleichung einer auf ihre Asymptoten als Aehsen 
hp7orrfui'i] Hyperbel, und da diese Achsen nach der Einführung 
Bcukrecht waren, so ist der Ort für Q finr recJifu'inJdif/r oder (/leich- 
scitiye Hyperbel. Ihr Koordinaiitenanfang ist J/j, ihre Asymptoten 
sind parallel bez. senkrecht zur Halbierungslinie von <r MaEMr. 

(p in) ■ (7 «1 ist gleich dem Inhalt des Rechtecks mit der 
Diagonale dessen Seiten senkrecht bez. paraiiei derselben Hal- 

bierungslinie sind. 

Auf dieser gleichseitigen Hyperbel liegt außer dem Minimum- 
punkt r zunächst der Punkt E, da -j^ EMcE^O=^<^EMaE. Auf 
ihr liegen aber auch die Punkte Ma und Mr, da ja PMaE=^'^ PMeE 

Die Betrachtungen fQr den M^EMc gelten in gleicher Weise 
f&r den MbE'Ma. In b^ug auf dieeen Winkel muß also P wieder 
auf einer ^eidtaeitigen JByiperbd liegen, die dntdi F, Mb, Ma hindntolL- 
gditb Ihre Asymptoten schneiden aieh in der Mitte ▼on MtM4 
und sind senkrecht bes. pundlel zu der Halbiernngslinie Ton M^FM^. 

Nnn ist znnielist «JH^f deon M^tM^M^M^ iet ein Fknllelo- 
gramm. Außerdem stehen im Kreisviereok die Halbiemngslinien der 
Winkel M^EMe nnd M^FMg smhtidii aufeinander, folglieh ftlleo 
aofier den Mittelpunkteii der beiden Hyperbeln fBr die Winkel E und F 
anch Hure Js^phtm jmaammm. 

Da nun femer die zwei Hyperbeln den Punkt P gemeinsam lisbai 
und durch einen Punkt und die Asymptoten die Hyperbel TSUig be* 
stimmt ist, so sind lieide Hfperbdn idenMsdL 

Ist M der Mittelpunkt des Umkreises Ton ABCD^ und sind Jf^ 
und M^ die Mitten der Diagonalen AC und BD, so sddiefit man ans 
der Gleichheit der Winkel, welche die Ton M, M„ nach den Mitten 
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der Oegenseiien gezogenen SiaraUeii mit den Seiten bflden, dafi mek 
M, M^, My aa£ den Bwei soeammen&lleiiden Hyperbeln liegen. 

Der JfuMMMiNfwiijfcf Uefft also auf einer (ßei^kseHUgm Hyperbel^ die 
dm SAmit der Dtagonede» von Ji^M^MtMg mm Mitie^unkt hai, deren 
ÄsjfmpMen paraUd 0u den Bidbiermiifdinien der WnM M^EMt und 
M^FMi eind und die durdt die Pmkte 

E, i\ M, Ma, M„, Mc, il/rf, M,, Mf 

des Kreieeierecks hindurchgeht. 

Hieraas ergibt sich nebenbei der Satz: Die Reclitecke mit den 
Diagonalen MaMc bezw. M^Mj, deren Seiten mit den Halbierungs- 
linien der Winkel läaEMc und Mt^FM^ parallel laufen, aind gleich. 
Die Rechnung bestätigt das zuletzt Gesagte. Bestimmt man nftmlidi 
den lohalt des Eechtecke mit der Diagonale MaMc, indem man n, 
p, q durch 

aaadxfickt^ lo findet man nach einiger Rechnong 

, \ / , \ sin« • «atffc* — a')(6* — <*■) 

{m+p)(ti-\-q) 

Um das Beehteok mit der Diagonale MtM^ zn erhalten, muß man e 
mit h, a mit d, d mit 180* — d Tertanschen. Hierdnieh ändert eich 
aber der Wert der rechten Seite nicht. 

Die gleiohseitige Zekf^punki' Hyperbd hat naeh dem obigen die 
Gleichnng 

4txy = — g-j. • (c* ~ aF)(p* — <P) sinasind, 

die man mit Bllekai<^t auf 4^* etg«*- — a* + ^ + ^ + <l* und 
4F' ctgd^a'-{-^* — ^ — d* auch sebreiben kann 



4.? 8m(a + d).Bin(tt-a) 
* "Tg' shi«-fb# 



Sie liegt fÖr « > d im 1. und 3., ftlr ce < d im 2. und 4. Qua- 
dranten. Ist a = d, wie dies beim Quadrat, Rechteck und Kreistrapez 
eintritt, so zerfällt die Hyperbel in ihre Asvtuptoten. 

Für die Teile der Hyperbel, welche auüerhulb des Winkels M^EM^ 
und seines ScheitelwuikLls liegen, kehrt sich die Richtang des einen 
Winkelschenkels um, sodaß M^D an die Stelle von MaE und 
M,A an die SteUe von M^E tritt. So gUt z. B. für den Punkt F: 
^FMaD = FMcE. 
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Man erkennt dies dentlichy venn man zwei zn Jf« onencllich nahe 
Punkte Fi und P« betrachtet, P,- innwhalb, P« außerhalb des Yiereda. 
Dann iat sowohl ^ PiMgE ala auch P^JtfeJ^ klemer ala 90^, sie aind 
gleich dem^Winkel, den die Tangente in JHCi mit MaE büdet, und 
dieeer tat gleich MmM^E, 

Ähnliches gilt für die noch an behandelndra HyperbeihL 

Die gweüe reMMüge i^gierM. — Ans den Geraden hatte 
aieh ergeben, daß die Winkel PÄ^E und PC^E gleich sind. 

Der Ort fHr P iat daher wieder eine gleicfaaeliige Hyperbel, deren 
Mittelpunkt die Mitte Ton A^C^ ist, die durch Ä^f C^, E geht und 
deren Asymptoten dann der eisten Hjrperbel parallel laufen. 

Wälirend aber bei der ersten Hyperbel för « < d (Fig. 1) 
EM,, < KM: war, ist jetat EA^ > ECi. Berechnet man nämlich auf 
Grund der Konstruktion von ^ und (\ die Werte Ton EA^ und EG^, 
so findet man 

X» j ^ {4 apo9 a) sin 6 (b — c co» ce) sin i 

•»^•»a* ^ ' ^^'1 sin(a + d)~^' 

Fällt man nun von B auf 6 das Lot BB' und von i) auf d das 

Lot D/r. so ist BD'^d^nco^a, Z)7i'-6-<JCOa a. Da nun BB' DD' 
eiu Kreinviereck ist und FD als Ilypotenuse großer als FD', so muß 
> DB', also auch J^.-li > EC^ sein. 

Damit ist die Lage der zweiten Hyperbel für a <C d enisciüeäen. 
Ci liegt im ernten, im dritten Quadranten di r Asymptoten, und das- 
selbe gilt also auch Ton den beiden Zweigen der Hyperbel. 

Ihre Gleichung erhält man aus der der ersten Hyperbel, wenn 
mau statt — ni, n die Koordinaten — vi', — n von A^ und statt +jP, 

— q die Koordinaten +i>', +9' von (\ setzt, also m mit i»', » mit 

— n'f p mit p', q mit — Tcrtauscht Dann wird 

4flFy - + (;/ + m-) •(«' + n*). 

Hierin ist 

m'- J&ii^ . cos 5-^- p'« .EC, . COS " + * ; » ' -h 2' = (EA^ - sin- 

Durch Auslühruiig der Keclinung unter Benutzung von siji a 

j . — «» -f 6« -f. c« — . j 
und ctg« ^~4^ 

, , , 1 »in' « • ein* Ä , « 
^ S Bin (« -4- d) ^ 

und wenn man wie frOher c* — a'«- 2F(ctga — ctgd) einführt, 

/ , 1'' sin a fiiti 6 »in (a — d) 
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Die drUte rediiwinkiige Hyj)cr1td. — Da ^ FB^F^ ^ PD^F ist, 
80 muß P auf einer dritten Hjperbel liegen, deren Asymptoten rieh in 
der Mitte von B^Di zeehtwmklig echneiden nnd mit denen der ereten 
zwei Hjperbeln parallel laufen. Sie geht dnreli I)^ F, Ihre GHeichnng 
oliSlt man ans der TOrigen, wenn man 9 dordi 180^ — 9 ersetzt Sie 
lantet 

MM JF ain a • gm <? sin (« 4- d) 

' 16 8111 (a — ö) 

Ans den Gleichungen der drei rechtwinkligen Hyperbeln entnimmt 

man, daß fibr tt ^ d die «rate Hyperbel im 2. und 4., bez. 1. und 3^ 
die swelte nnd dritte Hyperbel aber dann im 1. und 3., bea. 2. und 
4. Quadrantoi liegen. 

FOr « — d zerfallen die ertten swei Hyperbeln in ihre Aoymp* 
toten. Bei der drittoi Hyperbel liegen dann B^f D^, F und alao audh 
die eine Asymptote im Unendlidien, während die andere Asymptote 
durch P geht und parallel AB ist. 

Vier weitere Puiikte auf der Zeimpunkt- Uifperhel. — Fallt man 
TOn Ma und Mc auf die Diagonalen AC und BD die Lote 3/„.s'i und 
McS^, so bilden diese Lote mit und McE ^/eidic Winkel, da 

ABD = DCA als Perii)]ieriewiukel auf demselben Bogen. Der 
Schnitt dieser Lote muß demnach auf der Zehnpunkt-Hyperbel 
liegen, und es ist demnach auch -4: X^Mf,C =■ X^M^D. 

Fällt man Ton und Mc die Lote auf BD und so erhalt 
man den zu Xj analogen Punkt X, mit denselben Eigenschaften wie X^. 

A'i und Xj sind die Höhenschnittpunkte der Dreiecke 3/,, itf^Jf^ 
und McM(,Ma. Es bestnti<!;t sieh also der Satz: Wonn drei Punkte 
3/, .1/^, M, auf einer Hyperbel liegen, so liegt ihr Höhenschnitt auf 
derselben Hyperbel. 

Die Lote von Mi^ und 3f,, auf die Diagonale ergeben zwei weitere 
Punkte 1", und ig, die Höheuschnittpunkte der Dreiecke J^UM M, und 
MdM^tMn sind und also gleichfallß auf der ersten Hyperbel liegen. 

Aus der Konstruktion von Xj und X., folgt leicht, daß MaX^M^X^ 
und X^MhX^M^ von Hyperhclschuen gebildete FaniUelogramme sind. 
Dasselbe gilt von M,l\MaY,, )\M.Y,M., X^Y.X^Y^. 

Die Mittellinien dieser fünf Purailelogranirae bestimmen die Rich- 
tungen von fünf Paaren konjugierter Durchmesser. 

Zieht man von 31. und 2Ia durch irgend einen Punkt Q der 
ersten oder Zehnpuükt- Hyperbel Strahlen, die DE in U, EA in V 
treffen, so ist MaUVMc eiu Kreis viereck, du nach der Art <ler Be- 
stimmung dieser Hyperbel UMa V = VM^ U ist. Demnach ist 
-ia VÜE ~ EM^Ma, und da der Winkel EM^Ma gleich dem Winkel 
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ist, den die Tangente in Jf« mit MeE bildet» so ist diete TamgeiUe ÜV 
paratteL Buielbe gilt Tom der Tangente in Me. 

An» dieser Bemerkung ergibt eich eine ein&che Eonstmktion der 
ersten Hyperbel o/iit« derm Achsm und Asymptoten: Man tnge den 
Winkel MaM^E in irgend einem Punkte V 9;^ UE gleich VOE sn. 
Der Sduiitt Q Ton Jtf. F nnd Jf« XJ ist dsan ein Punkt der Hyperbel 
mnerhallb des Winkels 3l»EMt. 

Die Punkte der Hyperbel aufierhelb des Winkels M^EMt findet 
hum in ähnlicher Weise unter Benutzung Ton ^ MtFM4, dn für die 
Tangenten in und Md entsprechende Beziehungen gelten. 

Ebenso ist es mit den Tangenten in A^f und Bi, Di an die 
zweite und dritte Hyperbel und der Konstruktion dieser Kurven. 

Zum Schluß sei noch auf folgende interessante Eigenschaft von P 
hingewiesen: Zieht man von P durch und Mr Stralilen, so ergibt 
sich unter Beachtung von <)C PMmE PM^E und mit Hilfe der 
Winkel des Kreisvierecks, daß diese zwei Strahlen mit den Seiten a 
und c und ebenso mit h und d je zwei gleiche Winkelpaare bildeD| 
wobei der eine Schenkel jedes Winkels immer nach E oder F hin so 
nehmen ist 

Diesen vier Paaren gleicher Winkel entsprechen nach den früheren 
Betrachtungen vier gleichseitige Hyperbeln, die durch P und die Scheitel 
jener Winkel gehen. 

Da für die von P durch die Panktepaare M^^ C^; B^, 1)^ 
gehenden Strahlen alinliche Resultate gelten, so kann man mithin sagen: 

Der Minimumpunkt F des Kreisvierecks ist der Schnitt von 16 gleich- 
seitigen Hyperhein, von denen die durch M^, Mc und M^, M4 gdtenden 
in eine mtsammenfallen. 

Homburg t. d. Höhe, im Oktober 1904. 



Über eme Eigenschaft der binftren qiuidratiscileii Formen. 



Ist eine quadratische Gleichung gegeben mit den Wurzeln ctj, 
und bestimmen wir ß^, so, daß für jedes t die Identität besteht 



Von 0. Sfibss in Basel. 
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über eine Eigenschaft der binären quadrati^KLeu Formen. 3^1 
hü d«r Tat folgt aoB den beiden BeftimmiiiigegleichiiiigeD fftt ß^, 

«1 + ^ A + Ar 

2«!«, - + « 

die dritte 

und eine Vertauschung der a mit den ß läßt das System dieser Glei- 
dnugen nnTeiindert Man findet fttr die Diekriminanten 

(«,-«.)» + (A-A/*-o. 

Aus (1) und (2) üeben wir noch die identität ' 

welehd ftr ^ tg^, !— = tgt die Fom annimmt 
(3) sin 9 * sin ^ —> 1. 

Betrachtm wir die Gleiehnngen (1), (2) T<m einem allgemeinma Oe- 
aielitapnnkt Linke in (1) steht eine qnadratiBehe Form von der Deter- 
minante + 1 nnd den Variablen {t — «|), (I tc^), rediie eine aolehe 
Ton der Determinante — 1 nnd den Variablen {t — {i — ß^), und 
diese Formen stehen in einer Art von ResiprositiU sneinandery indem 
ihre Gleichheit fortbesteht^ wenn das System ihrer Variablian Tertanaeht 
wird. Wir stellen uns nun die Aufgabe, «m miwr htüAigm Form (ABCj 
aOe Formm (AB^C) g» hesimmen, tiMie mu ihr i^jeae BeMtmg haben, 
ßr wddte äüo die beiden folgenden Gkkhtngen gieidieeUig für jedee t 
erfm md 

i= A'it - ß,y + V ij ^i - ß,){t - ß,) -f (j\t - ß,)\ 
1 - ß,f + '^m - ß,) (t - ß,) + (\t - ß,y 

l- A'(t - + 2Ji'(t - «,) - «,) -H C'it - 

Wir betrachten A, B, C als gegeben, i) -» ^ — iiC7 als von Null Ter- 
sehieden, ebenso als gegeb^ nnd nicht identisch, nnd stellen 

snnSehst die Bedingungen fOr das Bestehen der Gleichung (4) aUein 
«i£ Sie sind 

(6) >i + 2 j? + c - ^' + 2 jr + (r, 

(7) (.1 + Ä)«, + ( // -h ro«, = iA' + B'^ß, + {B' + c')ß^, 

^6) Au; + 2Ba^u^ + Cu\ « + 21j^,ß^ + C'^JJ. 



(4) 
(6) 
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Die ersto Jioser Gleichungen enthält die notwendige Beziehuog zwischen 
den Koeffizienten, die beiden andern dienen zur Beredmung von ß^f fi^ 
Wir leiten hieraus einige weitere Formeln ab, die zu unserem Zwecke 
geeigneter sind, milBsen jedoch Tenchiedene FöUe untersdieideD. Nehmen 
wir zniüchst 

L A + ^B-hC-^Q 

an, 80 köiiueii wir Gleichung (H) ersetzen durch eine andere, die wir 
erhalten, indem wir (7) beiderseits quadrieren und das Produkt von (0) 
und (8) hiervon subtrahieren. Es kommt so 

(9) DK - «i) - D'iß, - ß.)K 

Yentehoi wir nnter YD, YD' den poaitiTeii Wert der Quadratwurzel, 
reap. falls der Radikand negativ ist, + i mal dem absoluten Betrag 
der Wnmly so folgt hieraus 

(10) yi>.(aj-a,)-*yi>'(A-A> (.-±1) 
Wir haben nun zwei FSUe an unterscheiden, jenachdem der Ansdrack 

YD^eYW von Null Tenohieden ist oder nicht. Im allgemeine 
ist das erstere der Fall. Multiplizieren wir dann Qleiehuug (7) mit 
diesem Faktor, Gleichung (10) aber mit (£ + C) - (B' + und 
addieren beide, so folgt unter Rficksicht auf (6) 

(11) {(A'+B')Vn-4{A-^B)}a}']a,+ {(B'-\-a')yD'-$i^^ 

- { (A'+B')YD-i(A-^mVn' 1 /J, + ( C')yi)- b{B + C)YW]ß^. 

Man sieht leicht, d^iß unter den gemacliten Voraussetzungen die Glei- 
chungen (10) lind (11) üoear unabhängig sind und rückwärts wieder 
auf (7) und (8) führen. 

Tritt iilx r (lor iSpeziaifall ein, daß D ^ D' und c — 1 ist, so 
hahiMi wir zunächst 

(10.; «i-«,-A-Ä 

und bringen damit die Gleichung (7) leicht auf die Form 

(1 U) { {Ä + B') - {A + i?) ) («1 - «,) -={A^2B + C) ya, - 

Ehe wir aus diesen Gleichungen die Eonsequenzen ziehen, stellen wir 
noch die nötigen Formeln auf i&r den Fall, daß 

n. ^ + 0- il' + 2Jr + C - 0. 

Gleichung ij) nimmt jetzt die Gestalt von i^lU) an, 
(10.) {A + B) («, - 1^) - (A' + i^')(Ä - A), 
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indMU jetat i) - + Bf, D' - {Ä + By isi Föhren wir den Wert 
Ton C in (8) ein und berficksichtigen (lOi,), so folgt 

(8.) {A: + B ) \Aa^ + ißB + ^)«,] - + B) [Aß^ + (2i*' + Ä^, 

üm hieraus die analoge Oleichang wie (11) zn erhalten, multiplizieren 
wir beide Seiten mit {Ä -\- B') — {Ä B)^ vorausgesetzt, daß dieser 
Anadmdt nM Nuü isi, teier Gleidinng (10b) mit (ÄB' — Ä'B) nnd 
addieren beide QleichnngeiL Wir erhalten 



(lU) {_ 



[AD' - A'T)]a, + [{A + 2B)J)' - M' + 
[2tl>' - -l'Dl^i + [(A -f 2^)i>' - (A' + 2J5')jDJ/V 

In dem Spezialfall (A -\- B) ^ {^A' -j- ß ) =t= U erhalten wir aualog zu 

(10.), (11.) die Formeln 

(10c*) «1 — «5 = /3i — /Jö, 

(llo) (A' - A) - «,) - 2(^ + i^)C«, - Ä)- 

Die Anannhme il + -9 — 0 liefert eine Trivialitiit^ die wir antschlieBen. 

Die Gleidinngen (10), (U) reep. (10.), (11.); (10^), (11»); (10,), 
(11«) liefern nun sofort die Lösung der Aufgabe. SoU nändieh Gfei- 
dmtjf (5) mit (4) susammm bestehen, so müssen die erwähnten GUithunffS' 
paare umeranäeri UeSbe», ioem tt„ mit A, vertamM wird. D*- 
nndi ergibt sich im FäU 1 ans Gleichung (10) die notwendige Be- 

(12) jy^^D'K 

Diese Bedingung ist aber auch hutnichend. In der Tat, falls erstens 
(12.) D' D 

ist, kann der Ausdruck (YD—Byj)') lur keinon Wert von f ver- 
schwinden, und es kommt Gleichung Tl I i zur Geltung. Diese « iithalt 
aber iß^ß.) synimetri.scii und ist also auch nacli der Vertausch ung 

erfüllt Aus ihr und der Qleichung 

A-Ä = e»(«i-«t) (»»±1) 

erhalten wir xwei koigugiert komplexe Lösungen für (ßißi)^ — Ist 
aber meeitens 

(12b />' - D, 

so liefert die Annahme £ = — 1 oder /J, — ßi — — i<<^^ ~ f^-^ t^ine 
Lösung aus demsell)en Grunde, und zwar die einzige. Xehm« !! wir 
nämlich f = -f- 1 an, so gelten die (ileiciiungen ;^10.), (11.). Bei Ver- 
tauschung Ton (<Kias) mit K&^ß^ geht aber Gleichung (11.) nicht in 
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sich seihst über, da die linke Seite unverändert bleibt, wShrend die 
rechte das Vorzeichen wechselt. Diese Annahme fOhrt daher sn keiner 
LSsung der Aufgabe. 

Fall II. — Ganz analog erledigt sich der Fall IL Gleichung (10b) 
liefert als nokomdige Bedingung 

(12.) (.4 + 3)» - {A' + Sy, das ist D - 2)'. 

Diese Bedingung ist aucii iiinrciclieml] deiin setzt mau 

Ä + B'~-{A + B), also A - - - («^ - «,), 

so gilt Gleichung (Hb)» weldie sich durch die Yertausdiang Ton a^, er, 
mit ß^, nicht ändert. Indes gibt es nur diese eine Lösung; dam 
macht man 

so kommt Gleichung (llr) in Betmcbt, nnd diese ist nicht mehr erffillt, 
wenn wir die Vertauschung vornt'bine». Wir köimen also schließlich 
folgenden Satz aussprechen. 

Satz: Sind (ABC), (A' Ji'C') zwei (juadratische Fornieii mit deu 
Determinanten I), re.sp. I)\ und besteht die Beziehung 

so können fOr alle Werte der Variablen «^f die Großen ß^^ so be- 
stimmt werden, daß die Gleichung identisch in i besteht 

A(t — + 2ß[l - «,)(/, - «j) + C(t - a^f 
^ A\t - ß,f + 2B\t - ß,) (t - ß,) + C\t - A)« 

Damit dann zugleich noch die Eweite Gleichung gilt 

Ä(t - ß,y + ^B{t - ß,) (f - ß,) + r(t - ß,Y 

ist notwendige und hinreichende Bedingung 

I. D-±D', faUs .4 + 25 + ^4=0, 
II. /; = D', falls A-^ '2B+ C = 0, 

und swar gibt es für ßi, ß^ ein reelles, resp. zwei konjugiert komplexe 
LosungRsysteme, jenachdem das Verhältnis der Determinanten + 1 oder 
— 1 ist. 

Baael, 28. Sept. 190a. 
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Beitrag zur üntersncbniig des erkenntnistheoretischeii 
Wertes der verschiedenen analytisck mögliclien 

Eaumformen. 

Von P. HiLAU in Ereasnaeli. 

(bchluß.) 

5. lUmiifoirmmf Im dmen die Baumkonskmte ^Oisi, sinä erkmnima- 
Uieoretisdt nkM möglich, a) Widerlegung wm Emwmdungen, — Weit 
mehr als die Axiome der projekÜTeii Geometrie und das von den 
3 BimenBionen des Ranmea sind die Axiome der metrischmi Geometrie^ 
nämlicsh daqenige Ton der üneodliehkeit des JEUnmee und dae sogenannte 
Paiallelenaxiom umstritten worden. Der bekannteste Einwand, der 
gegen die Aprioriiftt dieser Axiome gemacht wird, ist der Ton t. Helm' 
holts^) herrOhrende Gedanke, daß wir uns ,^den Anbliek einer psendo- 
sphärischen oder sphärischen Welt ebenso gat nach allen Bichtnngen 
hin aosmaUn" könnten, wir wir ihren Begriff entwickeln könnoi. Der 
Gedankengange den t. Helmholts hier verfolgt^ ist etwa der folgende: 
Unser Raum ist niekt der allgemeinste Begriff einer Mannig&ltigkeit 
Ton 3 Dimensionen, auch niclit bei Annahme der freien Bewoglichkeit 
und Festigkeit der Kanmgebilde (Krfimmungsmaß JC«>const.), sondern 
es sind 3 gleichberechtigte Falle: K = 0 (euklidische oder parabolisdbe 
Raumform), Jf < 0 (pseudosphärische Raumform) und Jr> 0 (sphärische 
Raumform). Nun könnte die Erkenntnis K ^ 0 uns a priori gegeben 
sein. Dann würden wir uns die Keihe der Eindrücke, die bei einer 
Raamform auftreten, in welcher K^O ist, in keiner Weise sinnlich 
ausmalen kdnnen; denn wenn wir uns die Terschiedenen Eindrfieke aus- 
malen könnten^ so müßte es der Erfahrung überlassen bleiben, zu ent- 
scheiden, ob diese oder jene den reellen tatsächlichen Verhältnissen 
entsprechen. Nun behauptet v. Helmholtz aber, dafi wir uns die Reihe 
der sinnlichen Wahrnehmungen, die ein pseudosphärischer oder ^harischer 
Raum aufweisen mOßte, anschaulich ausmalen können, und entwickelt 
dieses im Anschluß an die Beltramische') Abbildung in eigenartiger 

1) T. Helmholti: „OVer den Unprung und die Bedentong der geometr. 

Ariome". Populäre Vorträge, Heft III, S. 46 ff. 

2"i Beltranii: ,.Kwsai d'interpn^tation <le la (It'om. de:' Man vgl. auch 
F Klein: ,.l"'ber die sog^enannte uichtt'ukl. Geom.'* M:\th Ann. IV. — Eine 
Kritik der v. Ueliuhult:ucben Betrachtungsweise findet sich bei F. Klein: „Gut- 
aehton betnffend den S. Band der Tkeorie der Tiaaifomatioiiugruppen TOa S. Li»** 
Malk. Ann. 1898. S. 584. 
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Weise mit Bemitsiuig phyrikaliBdier HüfiBmittel ^krUmmter 8pi^[^ 
and Linsen). Darans sieht er dann die Folgetiing, daß die Erkenntou 

JT 0 empirisch erworben ist. Wenn nun aber aus der Möglichkeit^ 
die Eindrücke sich ttaszamalen, die eine nichteuklidische Wflt auf ihren 
Bewohner machen mflßte, auf die empirische Herkunft der Raum- 
anscliannng geschlossen werden soll, so ist hiergegen, wie Jakobson*) 
hervorbebt, einzuwenden, daß v. Helmholtz notgedrungen irgend eine 
Annahme über den dieseu Bewohnern innewohnenden Intellekt machen 
maß. Ist dieser Intellekt, insbesondere der Anschannngszwang, dem 
sie unterworfen sind, dem un^^rigen völlig entsprechend, so würden die 
Bewohner eines nichteuklidischen Raumes trotz aller widersprechenden 
Verhältnisse dort genau dieselbe Geometrie ausbilden, wie wir. Das- 
jenigr«, was riit'hl hineinzupassen scheint, würden jene Intelligenzen 
dureh oj)tischo Tiiuscliung l)ezw. durcli Unvollkoninienheit der betreffen- 
den Sinnesorgane zu erklären bestrebt sein. Nun könnte aber der 
vorauszusetzende Intellekt em von dem unsrigen völlig verschiedener 
sein. Dann kann über die Kaumanschauuug der mit dieseni fremden 
Intellekt begabten Wesen überliaupt uiclits ausgesagt werden Nim 
nimmt aber v. Hehn hol tz offenbar weder das eine, noch das an lere an, 
er hetzt vielmehr stillschweigend voraus, daß das Erkeuutmsvcrmügeu 
der betreffenden Raumbewohner, also ihre gesamte Raumanschauung, 
von der jedesmaligen Natur des Raumes, den sie bewohnen, abhängig 
sein müßte, im übrigen aber der unsrigen analog sei. Eine solche 
Voraussetzung zu machen, ist aber nicht statthaft, da sie gerade das- 
jenige eiilhiilt, was zu beweisen wai, nämlich daß die Axiuiue der Geo- 
metrie durch Empirie gefunden seien, — Was die Sache selbst an- 
betrifft, so sind die beiden Standpunkte so fundamental verschieden, daß 
eine Einigung kaum möglich erscheint, v. Helmholtz nimmt an, daß 
die Ausbildnng der Baomansdutunng, also vaueae subjektives Empfinden, 
durch die jedesmalige Natur des Baumes bedingt werde, wir dagegen 
gerade umgekehrt, daß durch unser mtjdcHves Empfimdm^ dtueh die 
um einmal immanente psychische Veranlagung, des Baimt^ 

wie er uns erstSiänt, heäviigt «M. Wir stellen uns den Baum, Ton 
dem wir das ihm objektiv xugninde Liegende nicht su erkennen fihig 
sind, noch jemals sein werden, in ganz bestimmter Weise vor, weil wir 
psychisch daiu geswungen sind, und erleiden nicht umgekehrt durch 
den Baum den Antrieb zu der jedesmaligen Baumyorstellung. Der den 
Antrieb austtbende Baum könnte doch auch nur der objektive Baum sein, 

1) J. Jakob&on: „Philoaopbische Untersuchungen zur Meta^feometrie". 
8. 146 ff. Man vgl. auch Schotten: ,J>ie Orense iw. Philos. n. Hafhem.** Uateiw 
richteblfttlier Q. 4. S. 6e. 
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und Ton diesem wissen wir uiclits (§ 0), und es hat auch keinen Sinn, 
sich denselben „eben" oder „gekrfimmt'* vor/ustellen. — Bei der hier ver- 
tretenen Ansicht ist es auch niclit nöti^. tlie Hnumvorstellung als „not- 
wendige Eigenschaft aller denkenden Intelligenzen" anxuuehmeu, wo- 
gegen Erdmanu'; protestiert, sondern nur als notwendig verknüpft 
mit den Gesetzen des Bewußtseins aller uns selbst analogen Intelligenzen. 
Daß andere mit Intellekt begabte Wesen, die eich einer ganz fremden 
Anscbauungsform erfreuen, möglieh sind, ist zwar zugegeben -), beweist 
aber ui sieli daiefasut niehts gegen die Aprioritil der ims gegebenen 
Form. — Ans dem Torigen evgibt neb| daß die Snpposition von I&- 
ielligenaeDy die aicb in einem mohteaküdiaehen Banme befinden und 
dort eine bestt^die Ranmansehannng anebilden, in keiner Weise onsere 
Erkenntnis Ober die Herkunft der Ranmanschauung selbst f&rdert Auch 
Wnndt*) nennt es ^^ein hoffirangsloses Beginnen, ans dem M5g|ichen 
das WirUiebe erklären ssn wollen'', nnd meint, es werde „niemals anf 
diesem Weg9 über den Ursprung des Wirkliehen etwas ausgesagt 
werden können." 

Der gewichtigste Schlag gegen die von Kant anfgestdlte Lehre 
ftber dtti Banm, ab Anschannngsform a priori, ist dnrdi die londar 
mentale ünterschddnng swischen projektiren nnd metrischen riinmlidien 
Beaiehnngen geführt worden. Ans dieser Unterscheidung, wie sie ins- 
besondere F. Klein^) dorchfBhrt, scheint nSmlich hervorsngehen, daß 
die Urteile der projektiyen Geometrie gröBere Allgemeinheit aufweisen, 
als die der metrischen Geometrie, da sich die 3 möglichen Mafl- 
bestimmnngm, besw. die 3 mögliehen Banmformen, gleichberechtigt aus 
den allgemeinen projektiTen Besdehnngen ableiten lassen. Strenge All- 
goneinhdt wird abor unbedingt für ein Urteil a priori gefordert Wenn 
wir daher durch die Betrachtungen der Torigen Abschnitte au der 
Überaeugung gelangten, daß die Axiome der projektiven Geometrie 
Urteile a priori seien, so scheint dieses für die metrischen Axiome nicht 
mehr zuzutreffefl. Nun gibt RusselF), der im übrigen die metrischen 
Axiome ebenfalls nur als Tatsachen der Erfahrung anerkennen will, da 
auch die Annahmen der nichteuklidischen Geometrie nach seiner Meinung 
Erfahrung ermöglichten, Gesichtspunkte an, die meines Erachtens zur 
Folge haben, daß man die Übertragung der Kleinschen Maßbestimmungen 

1) Benno Erdraann: .J)ie AxioniP dfr Opomt'*Hf>" S 115 f. 

2) Man vg]. Li<'bui;iii II : ..Zur Airnlveis der Wirklichkeit". 8. 82 U. 68. — 
Auch Jul. Schultz: ciiülogie der Axiome'*. Göttingen 1899. 

5) Wundt: „Logik'' I. Kap. % 

4) Felix Klein: „Dber die aogenannte nichteukl. Geom." Math. Ana. IT 1871. 

6) Buttell: „Emu mt lei Fondements de Otem^trie." 1901. 86 u. 87. 
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auf reale Verhältnisse ablehnen muß. Sein Gedankeugang ist etwa der 
folgende: FQr 2 Punkte einer Geraden wird eine quantitative Besiahimg 
gefordert, um die Iwdeab Punkte von 2 andern Pimkteii auf denelbeii 
Geraden fiberhanpt nntersdieiden zu können, da die einzige qualitatiTe 
Besstdinog (Lage) für 2 Ponktepaare auf einer Gemden die gleiche bleibt. 
Aneh S Paukte auf einer Geraden unterBeheiden sich qualitativ (pro* 
jektiviech) nicht von 3 andern anf ihr. Erst 4 Punkte haben eine be- 
stimmte projektiTieehe EigeDtflnüiohkeit, das DoppelrerhiUtniB der 
4 Punkte, das sieh durch Lagenbesiehni^en definieren laBi Soll 
also der Abstsnd zweier Punkte mittels projektiver Beciehnngen de- 
finiert werden, so kann dieses nur als Besiehung zwischen 4 Ponkten, 
mittelst des Doppelverhültnisses, geschehen. So ergibt sich die Formel 
f&r den Abstand zweier Punkte auf einer Geraden nach F. Klein: 

«—•(?• h»"7, d. h. es wird „die Entlernung zweier Elemente des Grund- 

gebildes glneh dem mit einer gewissen Konstanten multiplisierten 
Logarithmns des von denselben mit den beiden Fandamentslelementen 
gebildeten DoppelverhältniMes/' Die angegebene Funktion xeigt nun 

in der Tat die fOr den Abstand allgemeinen charakteristischen analyti- 
schen Merkmale, namlich daß sich die MaBunterschiede addieren und 
daß die Maßbestimmungen durch eine Bewegung im Raniiie nicht ge- 
ändert werden (lineare Transformation). Analytisch ist also der ge- 
fundene Ausdruck durchaus korrekt, und mittelst des Doppelverhältnisses 
läßt sich der Abstand nicht anders defini^en. Es ist aber nicht die 
Berechtigung dafür bewiesen, daß man diese Funktion des Doppel- 
yerhältnisses auch als den Abstand im realen Sinne anzusehen hat. 
Diese Berechtigung wird von Russell geleugnet, da der Abstand im 
natürlichen Sinne durchaus nur eine bestimmte Beziehung zweier Punkte 
allein ist nnd nicht von 4 Puiiktcn abhängen kann. Hieraus würde 
sicii dann natürlich ergeben, daß dit^ j)rojektive (xeonietrie ül)erhaupt 
nicht imstande ist, den AbstandsbegnÖ im natürlichen Sinne zu er- 
klären. Und das scheint auch mir unzweifelhaft richtig; denn wie einp 
Raumlehre, die nur die projektiven (qualitativen Beziehungen der 
R«nTngebilde behandelt, dazu kommen soll, eine iJetinition von quanti- 
tativen Beziehungen zu geben, l)liebe unerklärlich. Nur die Mijgliclikeit 
quantitativen Vergleich ens kann durch sie gegeben werden, da qualitativ 
Gleiches erst quantitativ verschieden sein kann. Mir scheint nun ay>er 
gerade hieraus hervorzugehen — und darin weiche ich von Russell 
vollkommen ab — , daß die Moylidikeit der 3 Maßbestimmuugen bezw. 
Haumformen, du sie sich nur aus der willkürlichen Walil der beiden 
festen Fundamentalelemeute ergibt {2 reelle, 2 konjugiert miagiiiäre, oder 
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2 BDMUDmen&Uemcle Pnnlrte) «itir eine atun^sfiitehe (logieche) ist^ daß da- 
gegen Itlr dae Bieale diese Md^ehkeit nicht existiert Jeden&Us rnufi^ 
frlls man das Yorige billigt anerkannt werden, daB ans jener DanfteUnng 
die male Mdg^clikeit nnd Gleiehberecfatignng der d Banmfoznien nicht 
folgt 

Es ist fomer behanptet -worden, daB Ton den 8 analytueh mdg- 
liohen Banmfonnen die niehteakUdisehen allgemeinoren Charakter auf- 
zuweisen haben als die euklidische» So sagt a. B. Simon daß es 
unendlich Tiel wahrscheinlicher sei, daß unser Baum em krummer fiaum 
sei, weil die Annahme eines solchen eine Hypothese weniger entJialte 
(nämlich die Annahme 0). DaB er ans aber als ein „ebener^ Baum 
ersdieinef liege daran, daß wir immer nur ein beBchranktes Oebiet des (Iber 
alles menschliche Vorstellen ausgedehnten Raumes betrachten könnten, 
welches gegenüber dem Weltmaßstab unendlich klein sei, und daß im 
Unendlichkleinen alle drei moglicben Raumfonnen identisch seien. 
Dieser Einwand ßcheint mir anf einer Verkennung der Negation zu 
bernben. Es ist nämlich zweierlei, ob man sagt: Die Konstante K hat 
den Wert 0, oder: £ine solche Konstante existiert überhaupt nicht. 
Die letztere Annahme machen wir bier. Wir leugnen schlechthin die 
Existenz eines KrOmmungsraaßes für den Baum, da die Annahme 
eines solchen weder ein Grun'd noch das gningste Bedürfnis vorliegt 
Deshalb machen wir durch =- 0 keine weitere Hypothese, sondern 
haben im Gegenteil eine Hypothese weniger, als wenn wir eine ge- 
krümmte Haumform annehmen würden: denn dann müßte das Krümmnngs- 
maß ja einen ganz bestimmten positiven oder negativen Wert haben, 
wenn wir denselben auch zur Zeit nicht kennen. 

h) Griindf für die Aprioritäi hcidrr Axiome. — Aus dem vorigen 
können wir auch direkte Gründe für die Apriorität der metrischen 
Axiome entnehmen. Der Begriff einer für den Raum durchaus charakte- 
ristischen Konstanten, die als absolntes Maß für niumliche Größ^^n pin- 
zuführeu wiire, scheint nämlich nicht mit den Forderungen in Einklang 
zu. stehen, die wir für den Raum aufzustellen durch die reine An- 
schauung gezmiuffen werden.*) Die reine Anschauung zwingt uns näm- 
lich, die Raumgebüde nach ihrer Qualität und Quantität, also nach 



1) Max Sinion: ..Zu den Gniudlagt-n der nichteukl. Geom.'' S. 28. 

2) Selbst üauii, der iuuerlich fetit von der Möglichkeit einer mchteuklidiachea 
Geometrie übeneogt ist, mafi sngeben« daß ,,dBa Einzige, was nnsem Yentaade 
darin widet«tMbt, kl, daß es, wire sie wahr« im Ranm eine an M betümmte 
(obwoH uns unbekannte) LiniengrOBe geben mußte.'' Brief von Gauß an Tauriani, 
Göttingen, 8 Nov. (C. F. Ganß' Werke Vill, Güttingen 1900. MGnmdla^ 
der Geometrie" Ö. löl. 
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Luga und Große zu onterscheiden, sie zwingt uns aber ebensowenig 
dazu, einem einzelnen Rauragebilde eine absolute Lage im Raum, als 
einem einzelnen Ochilde absolute Große zu erteilen. Wenn durch 
2 Punkte eine gewisse Hichtung und ein gewisser Abstand bestirnT^U 
ist, 80 ist diese Bestimmtheit doeh nur als der Ausdruck für die räum- 
liche Ik'ziehung der 2 Punkte zu einander, nicht aber als ein absolutes 
Quäle oder Quantum aufzufassen, ü^rst durrh eine andrre Riehtuug 
oder durch eine andere Strecke gelangen wir zu dem richtigen Lagen- 
und Größenbegriff, der nls() nur durch Vergleiclien gefunden i^ » rd* ii 
kann, d. h, Lagen und Gruß^u uu iiaum sind stets relativ zu nehmen. 
Weder eine Riciitung, noch eine Größe kann vor andern besondrrs aus- 
gezeichnet sein. Das würde der von uns fiu tltji liauiü zu [ordernden 
absoluten Kegelmäßigkeit widersprechen. Also widerspricht eine ab- 
solute liauiii-Koustnnte unserer Anschauung. Ähnlich steht es ja mit 
der Zeit. Die Existenz eines absoluten Zeitmaßes würde ebenfalls als 
logische IMriglicliknit auisuuehmeu sein, sie widerspricht aber dem An- 
schauungä/wang, der auch die absolute (jleiehförmigkeit der Zeitform 
fordert, so daß eine Spanne Zeit vor andern Zeitteilen nicht besonders 
ausgezeichnet sein darf. — Es ist noch der Einwand zu entkräften, 
daß ja auch in der euklidischen Raumform ein absolutes Maß existiert, 
nämlich fOr die Grdße der Drehung (W inkel). Für den Winkel existiert 
indeewn nieht dn abaoliilM llBfi in dem Skme einee abeolaten Quantums. 
Fflr die nichtenUidiBclie Banmfom soll aber eine Strecke chazakterislisch 
f&r den ganzen Banm sein, nud dnrdi sie jede Länge, als dnreh ein 
absolute« Maß, gemessen weiden können. 

e) Grunde ßr die Apriorität des Äsckme «o» der CkouBidUbeil dn 
IBSamm. — G^egen die bdden anslTtisdi möglichen mÜMiim Ranmfonnflu 
(Riemannselie und Klein sehe in der Xillingsdien Bezeiduinng) 
Ufit sich femer einwenden, daB wir die Fähigkeit haben, unsere An- 
schauung ins Unendliche zn erweiteno. Allwdings fbhlt uns fürs Un« 
endliche die Anschanung, aber das Unendlichfeme ist fUr uns nichts 
Fremdes, etwa eine Gegend des Ranraes, wo die rinmlichen Verhältnisse 
ganz andere sein kdnntoi, sondom das Wort „nnmdlich" sagt nns nur 
aus, daß kein Qmnd Torhanden ist, mit degenigen Erkemitnis an irgend 
ein«r noch so fernliegenden Stelle des Baumes an&uhören, zn welcheir 
wir rermöge innerer Orgsnisation gezwungen sind. Schultz^) nennt 
diesen uns innewohnenden Zwang das Tbe§dißm^ii^k^ltgprviun^ Es ist 
die Forderung, „aus BÜnzeltatsacheo aufs Allgemeine zu schließen, d. h. 
anzunehmen, die Natur wäre absolut regelmäfiig''. Auch Eilling') 

1) Julias SehttUa: «P^ydiologie der Axiome'*. Oflttiageii 10M. S. M. 
9) Killing: „EinfBhrung in die Qmndlagea ete.'* I S. 18. 
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flpricht dftTon, „daß der Geist imwUlkürlich bereit ist, die dureli direkte 
Erfabruiig gewonnenen AnBcbanungen, für welebe immer nur ein ganz 
Ueinee Gebiet zur Yerfttgüng stebt^ zu yerallgemeinem und als allgemein 
gültig anzusehen.^ Aber Killing hält diesen Drang gerade für un- 
zuverlässig und fOr geeignet, nnser Urteil zu trüben*), während wir 
im Gegenteil behaupten, daß ancb ftir das Unendliche nicht abweichende 
Gesetze gelten fiötmen, weil wir solche Regelmäßigkeit psychologisch 
fordern^ und weil wir seihst uns da.s UnemUiche komtruterert. Nach 
Biemann*) maß man allerdings Unbegrenztheit und Unendlichkeit 
trennen. Die Unbegreuztheit gehört zu den Ansdebnnngsverhaltnissen, 
die Unendlichkeit m den Maßverhältoissen, oder mit andern Worten: 
Bei der Unb^renztbeit wird die fhmMe Meiert (z. B. bei der Kugel), 
bei der Unendlichkeit aber die Grenze des mö<jUchen Wachsens. So 
scharfsinnig diese Unterscheidung aber auch ist, so muß doch darauf 
aufmerksam gemacht werden, daß hier wieder ein AnalotiitM hluß vor- 
liegt. Wenn bei Linien und Flächen Unbegrenztheit und Unendlichkeit 
verschiedene Bedeutung haben, so ist es nicht ohne weiteres notwendig, 
daß beim Räume da^sselbe zutrifft. Wollen wir aber Analogie zulas.sen, 
80 muß beachtet \verden — wie Schotten^) anfülirt — , daß wir uus 
eine \mbegrenzte, aber endliche Fläcl)^ 7)nr vorstellen k(>nnen als Grenze 
eines bestimmten ]\;uimteils. Analog müßte ein unb^^fTr^^nzter aber end- 
licher Raum ein durch ilin begrenztes Gebilde von 4 Dimensionen voraus- 
setzen. Da wir nun die Existt-nz eiups solchen ablehnen müssen, so 
ist auch ein unbegrenzter, aber endiiclier Raum abzulehnen. — Ferner 
scheint mir der Zwang, das mÖL'liche Wachsm der Elementargebilde, 
Gerade, Ebene, Raum, als ein lotln >jrf'nzfes anzuseilen, ein n^n sicher vor- 
zuliegen, als der, für diese (iebilde kerne irrenzen anzuin'liiiien. Setzen 
wir den Fall, der Raum sei endlich, so drängt sicli sofort die Frage 
unwiderstehlich auf: Wie groß ist erV Wenn wir auch die richtige 
Antwort nicht wissen, so müßte doch die ^(igiiclikeit angenommen 
werden, diese Frage richtig zu beantworten. Die richtige Antwort möge 
lauten: Der Raum liut dio Größe n. Dann würde inbetreff der mensch- 
lichen Vorstellungskraft entweder anzunehmen sein, daß sie imstande 
ist, auch einen Ruum von der Grüße (a -f 1) vorzustellen, oder nicht» 



1) Ein ähnliches Urteil füllt i\ Klein: ^Gutachten betreffend den 3. i^aiiU 
der Theorie der l^nmafonnatMmsgruppen Ton S. Lie etc.** Math. Ann. 1898. 8. A84 
n. ft86. Für fho besteht da« eigenfliehe Wesen der Axiome in einer „Ideetitienuig" 
der empiriachen D&teu Unser „AntdbsoungwWBiig** i«t ffir ilm nur Produkt 
„der Erziehung/ und der GeNvOlmtinj»." 

2) Riem au n: „Über die Hypotheken etc." III § 2. 

8) Schotten: „Inhalt n. Methode dea planimetr. UnterrichtB." S. 120 Anm. 2. 
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Ln eisten Fidle wflrde aber die Ghroße des Bamnei für ims nichi a> 
sondern mindestons (a + 1) betngeD. Im andom FaUe wttrde man in 
den Zwiespalt genten, daß man neh einm Raum Ton der GrSBe a 
▼oretellen kann, niclit aber einen solchen Ton der Große (a + 1). Dieee 
Eigentümlichkeit könnte dodi nur im Ranme selbst begrSndet seilt 
Die Empiristen nehmen eben an, daß uns die Erfahmng lehren würde 
— wenn überliaiipt jemals nienseliliche Erkenntnis so weit dringen 
sollte — , der Kaum habe die bestimmte 6r5ße gerade so wie wir 
etwa vom Erdradius die Größe bestimmen können. Docb dir beiden 
Fälle weisen einen fundamentalen Unterscliied auf: Den Erdradius liaim 
man sieb auch beliebig größer vorstellen, den Raum aber, wie wir eben 
sahen, nicht, d. h. die einmal gefundene Kaumgröße mfißte |ede andere 
mögliche Erfahnmg ausschließen. 

Etwas, dessen Gegenteil der möglichen Erfahmng widerstreitet, 
kann aber nicht empirisch gefunden sein, sondern ist a priori. Nim 
ist aber doch sicher die Erkenntnis, der Raum hat die Größe a, nicht 
a priori, daher ist din sirh darbietende Schwierigkeit zu lösen nnmOglich, 
und deshalb fordern wir die Unendliehkeit des liaiinies, die das Verbot 
in sich schließt, überhaupt nach der Größe des Haunies zu fragen. 

Gegen die eTidlieheii f^anmformen läßt sich ff'nier anführen, daß 
bei ibncTi Bewegunji »'ines i'unkt^s längs einer ^ieraden und l>rpbnncr 
einer Geraden um einen Punkt in ihr ganz gleicliartige Erscheinungen 
wnren ( Lineartransforination mit Zugrundelegung zweier koujugiert-ima- 
ginärer Fundanientalpunkte i. Wenn nun auch meines Erachtens die reine 
Anschauung uns uumitteibur bekundet, daß aueh tortsclireitende Bewegung 
in()glich ist, so scheint diese Tatsache doch nicht allgemein anerkannt 
zu sein. Rnchen wir daliei- nach Gründen, die uns verunlajiseu, zwei Arten 
der Bewegung {mzunehmeu. Die Übertragung des Kausalitatsgesetzes 
auf das räumliche Gebiet verlangt wegen des zu fordernden absolut 
passiven Verhaltens des Bnianes, als einer reiuen Form, daß eine Er- 
scheinungsreihe im Unendlichen fortbestehen bleibt, wofern nicht ein 
besonderer äußerer Grund für das Gegenteil vorliegt. Bei der Bildung 
des Begriffes Winkel wird nun die eine Gerade h in räumliche Be 
Ziehung zu einer sie schneidenden a gebracht. Bei der diese Beziehung 
▼ennittehiden Bewegung bleibt der Schnittpunkt Ton a und b, da er 
bereits beiden Geraden angehört, nnverindert in seiner Lage. Das ist 
der Grund dafttr, daß sich a TOn b nicht vOllig, d. h. unendlich weit 
entfernen kann, wie es etwa der Fall wäre, wenn 2 Parallele sieb paralld 
verschieboi. Andrerseits wird aber durch die nns innewohnende 
psychische Fähigkeit, unsere reinen Anschauungen ins Ünendliehe zu 
erweitem, eine unaufhörliche Fortsetsong der Bewegung gefordert Unser 
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seelisches Verrnr>gen löst uuu dieses Problem möglichst einfach, indem 
es die beiden einander scheinbar widerstreitenden Begriffe „unendliche 
Fortsetzung der Bewegung*' und „Beschränkung der Bewegung'* räum- 
lich dadurch überbrflckt, daß es die verschieJenen Lagen von h sich 
wiederholen ISBt. Es wird also zu dem B^iff der periodischen Be- 
wegung gedrängt Ganz anders liegt die Saclie^ wenn wir 3 Punkte 
(Ä nnd M) in Beaehm^ bringen. Da hier das eine Elemmt {B) mit 
dem andern (Ä) dnrohatis niehts Gemeinsames hat, und da die dem 
Sdmittpimkt sweier Geraden « at s pro c hende Yerbindnngalinie der beiden 
Punkte bei der Fortbevqpmg TOn B niemals dieselbe bleibt, so wird 
in diesem Falle dmrehaiis kein Gnmd geboten, die Bewegung sieh nicht 
eo sn konstmieren, daß der Abstand der beiden Pnnl^te ins Unradliehe 
wftehst. Es ist also nur das Fehlen jeglickm Anlasses f&r die Annahme 
einer in sieh snrflcklaiifenden Geraden, was unserer Banmanscbanung 
das Axiom Ton der Unendlichkeit der gjsnäeiD Linie aufiiötigt KatOr- 
lieh ist dieses kein Beweis der logischen Unmöglichkeit Ton Geraden, 
die in sich surflcklaafen. Ein soldier ist unmdglich, da wir ja auf 
analytischem Wege den Begriff Ton endlichen Geraden bilden können* 
Hier sollte nur geseigt werden, daß die reine Anschanung yermöge 
einiger hödttt einfachen Annahmen Aber den Baum, su denen sie uns 
nötigt^ auch rar Forderung der Unendlichkeit des Baumes dribigt Ähn^ 
lieh steht es ja auch mit der Zeit. Auch der Begriff einer in sich 
zorficUanfenden zwar unbegrenzten, aber nicht unendlichen Zeit bietet 
keinen Widerspruch in sich, sondern erst die reine Anschauting zwingt 
nna zu der Forderung der zettliehen' Unendlichkeit oder Ewigkeit, da 
ein Grand dafür fehlt, daß die Erscheinungsreihe des Waohsens dnes 
Zeitabschnittes mit yerfließeoder Zeit in irgend einem Zeitmoment sich 
ändern tollte. 

a[) Gründe für die ÄpriorUät des Pandldenaxioms. — Falls nun 
zugegeben wird, daß wir >a priori genötigt sind, für den Raum absolute 
Begdm'aßigkeit zu postulieren, läßt sich auch die Apriorität des Parallelen- 
nzioms direkt begründen. Zu diesem Nachweis eignet sich besonders 
gut die Ton Legendre herrührende Fassung des Axioms: Wenn man 
zwischen den Schenkeln eines hohlen Winkels einen Punkt P annimmt, 
SO wird sich in der euklidischen Geometrie durch P stets eine Gerade 
60 ziehen lasseU; daß sie die beiden Schenkel selbst schneidet. In der 
hyperbolischen Baumform dagegen müßte es 1. Punkte geben von der 
angegebenen Eigenschaft, 2. Punkte von der Eigenschaft, daß sich durch 
sie eine solche Gerade nicht ziehen laßt, and 3. als Grenzfall Punkte 
Ton der Eigensdiaft, daß sich durch sie eine Gerade legen läßt, die 
beiden Schenkeln parallel geht. — Analytisoh gleichberechtigt sind alle 



Digitized by Google 



354 



P. MlLAU: 



3 aagefUirteii Puoktarteii. Doch wir TermÖgen keinen Grand em- 
snaehen, wanun «ich ein Ptmkt swiachen den Schenkahi eines hohlen 
Winkels Ton einem fuideni in lanmlicher Beidehtiiig qtuditftÜT nnter- 
scheiden sollte. Es kommt hier noch dasa, daß das Torschiedene Ver- 
halten der euiMlnen Ponkte nicht erst in unendlicher Entfernung Ton 
dem Scheitelpunkt beginnt, sondern daß in der hyperholisdieii Raum- 
form 2 Punkte, die beide Tom Schenkel mdli^ Entfernung haben, 
sich dadurch wesentlich Ton einander unterscheiden können, daß die 
Strahlen der durch die Punkte gelegten BOschel su den Schenkeln des 
Winkels qualitatiT Terschiedene Beaiehungen haben. Um nicht miß- 
yerstanden zu werden, möchte ich noch betonen, daß mir nicht die 
Tatsache, daß durch 2 sich schneidende Gerade in der hyperbolischen 
Raumform eine oinzif^e dritte Gerade vollkommen bestimmt wird (nim* 
lieh die zu beiden Parallele) dem Regelmäßigkeitsprinzip des Raumes 
zu widersprechen scheint, denn sie ents])r!t ht der Tatsache der euklidischen 
Geometrie, daß durch eine Gerade mid einen Funkt eine andere Gerade 
(Parallele) bestimmt ist; sondern erst durch die notwendigpe Folge j«ier 
Tatsache, daß die genannte Gerade nämlich die Punkte in zwei quali- 
tativ verschiedene Gruppen scheiden müßte, scheint mir das Regel- 
müßigkeitsprinzip vorletzt zu werden, da kein Grund für diese Un 
re^elmäßigkeit angehbar ist. Wir sind somit genötigt, für den wirklichen 
Raum auch die hyperbolische Form »bzulelmen. 

6. BesttKafr. OhjrkfivfT Üanm. P^?/r/?o//f?/?> f/cr liaumanschaHunff. 
— Fassen wir huti noch einmal kurz die Hosuitate uHserer Betrachtungen 
zusammen, so wurde zunächst erkannt, daß uirht logisch'^'j Denken allein 
die Bedingungen für mögliche Erfahrung liefert, sondern daß danfdx'n 
auch der reinen Kaum- und Zeitansehauung eine ebenso streng beein- 
flusseude Stellung eingeräumt werden muß. Dieser Einfluß wurde v.h- 
dann näher entwickelt, und es wurde uachgewieseu, daß trotz der vielen 
logisch möglichen Hauai formen doch nur die eine euklidische den Forde- 
rungen der reinen Anschauung entspricht. Das Fundament der Lehre 
Kants über den Kaum wird ttl^w durch dje moderne Theorie der ver- 
schiedenen analytisch müglielien Raumformen nicht erschüttert. Auch 
wir sind gen()tigt, ihn als a priori gegebene reine AnschammgBform 
zu erkläreu. Da uns ferner tüe reine Anschauung, also ein psychischer 
Akt, zu ganz bestimmten Annahmen über räumliche Erscheinungen 
twang, so muß der Raum, als alle Erfahrung erst ermöglichend, sub- 
jektives apriorisches Eigentum unseres Geistes sein, und es kann ihm 
in der FonOi in weicher wir ihn anschauen, keine objektiTe Realität 
ankommen* Ob aber nicht dennoch der Grund für jene subjektive 
YoisteUung in einem „objektiTsn Ranm^ an suchen ist — was Kant 
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leugnet - , scheint mir nicht genügend geklärt. Wenigstens wüßte ich 
niehts gegen Lotzea^) Ansidit einzuwenden, welcher darauf hinweist, 
daß die Annahme^ der Raum sei aprioiisdies Bigentam nnaeres Geistes, 
niehte gegen seine Objektivität beweist Denn, wenn mch ein solcher 
objektiver Raum existierte, w&rden ,/lie vielen Anschaanngen von ihm, 
die in den vielen denkenden Wesen vorhanden sind, natttilich nicht er 
selbst, sondern nur' dieser Wesesi subjektive Vorstellung von ihm sein.*' 
Ob wir indessen durch die EinriLumong der Mojßidiikea mnes olodeHven 
Baumes iigend etwas gewonnen haben, ist zweifslhaft. Gerade so wie 
£ants „Ding an sich'' der menschlicfaen Erkenntnis Schianken auf- 
^ber welche hinaus eine Erfohnmg dem Menschen sur Un- 
möglichkeit wird, und wie daraus sich mit Notwendigknt ergibt, daß 
Art und Grad der Abhängigkeit und Übereinstimmung zwischen Tot^ 
Stellungen und Dingi»n dem Henschen fOr immer unwkennbar') sind, 
gerade so steht es mit dem objektiven Baume. Auch hier wird Art 
und Grad der Abhängigkeit und Übereinstimmung zwischen dem ob- 
jektiven Baum und unserer Baunuuisdiauung niemals für den Menschen 
zu erkennen mdglidi sein. 

In dem vorigMi wurde auch erörtert, welches im einzelnen die 
Annnahmen Aber r&umliche Erscheinungen sind, zu doien uns die An- 
schauung zwing^. Diese Annahmen köiinen wir also wegen des sub- 
jektiven Charakters der Eaumanachaunng als a priori aufzuskUende 
Forderungen unseres psychischen YermSgens ansehen.') Es sind folgende: 

1) Empfindungen llberhanpt iSamlidi zu projizieren, d. h. einen 
Punkt vor anderen auszuzeichnen. 

2) QnalitsAive Yenchiedenheit und Veigleichberkeit fUr Banm- 
gebilde anzunehmen (Lage). 

3) Quantitative Verschiedenheit und Vergleicihbarkeit Ar Raumge- 
büde anzunehmen (Gi6ße, also audh Teilbarkeit und Begrenzbarkeit aus- 
gedehnter Baumgebilde). 

4) Für den Kaum absolute Regelmäßigkeit und Passivität anzu- 
nehmen. 

5) Für eine räumliche Ersclieinuugsrcihe das Furtbestehen anzu- 
nehmen, falls nicht ein äußerer Grund entgegentritt. 

C)) Die Fähigkeit anzunehmen, unsere Anschauungen ins Unendliche 
zu erweitem. 

1) Lotse: nMetaphynk'' 8. 101 f. 

2) Vgl. Tobias: „Gxwuwn der Philosophie." S. 39 f. 

3) Mati vgl. .TakobBon: „Die Axiome der Geometrie etc." Königsberg 188S. 

4) Vgl. Julius Schultz: „Psjdiologie der Aziome'^ Qöttingen 
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7) Für den Raum uunuuhmeii, daft «nt «xd» dimmilige T«iliii^j 
mit Grenzfibergungen zam tmteilbttren Einzehieii ftÜnt. 

Die ersten 6 Forderungen entspringen zwei verschiedenen seelischen 
Trieben oder Funktionen, uanalich: 1. Logische Beffri/fe räumlich zu proji- 
zieren Cldentität [ 1 ]. Qualität [l^], Quantität [3], Kausalität [4, 5, ü]), und: 
2. Die räumlichen Beziehungen so zu gestalten, daß dabei ein Minimum 
psychischer Tätigkeit aufgewandt wird (Ökonomie der Anschauung), Die- 
selbe tritt auf bei der Aufstellong der Axiome der projektiT«n und der 
metrischen Geometrie und enteprieht im ganzen den Fozderanffen 4 
bii 6). — Für die 7. Foiderung muß noch außerdem der seelische Trieb 
angenommen werden, Banmliehes nach 3 Dimensionen zn ordnen. 

Es wäre nnn noch zn erklären, woher jene Funktionen oder Triebe 
stunmeny mit andevn Worten, worauf es beroht, daß die Seele genötigt 
iet, die Eindrücke, die sie empfangt, rünmlich in ganz beetimmter Weise 
ZQ ordnen. Herbert^) ist der erste gewesen, der diese Aufgabe sich 
gestellt bat Lotse") und Wundt*) haben sodann die Aufgabe teile 
zu iSsen, telb ihre UnlSsbarkeit nachzuweisen Tersuchi Li der erwähnten 
Auligabe liegen nSmlich nach Lotse zwei TerschiedMie Fordwungens 
erstens zu erklären, worauf es boruht, daß die Seele die Eindrücke, 
welche sie von den Dingen empfangt, und durch welche nur nnriium- 
liche Zustände in der Seele herroigerofen werden k8nn^, „tiber^ 
haupt unter der Form einee r&umlicben Nebeneinander anzuschauen ge- 
nötigt is^ und zweitens, die Bedingui^n und Mittel aufzufinden, durch 
die die Seele, wenn einmal ihre FShigkett, flberhaupt Hannigfitltiges 
raumlich au&ufassen zugegeben wird, die jedesmaligen einzelnen Ein* 
drQcke in bestimmte räumliche Beziehungen einreiht, dieselben lokalisiert." 
Ich möchte mich hier dw Ansicht Lotzes durchaus anschließen, der 
die erste Forderung für unausführbar erklärt und deutlich ausspricht, 
daß jeder Yei-such, „das Nebeneinander, das uns in der Gestalt einer 
Raumlinie erscheint, aus irgend welchen abstrakten Verhältnissen noch 
unraumlicher Art zwischen psychischen Affclctionen abzuleiten^, felil- 
schlagen muß. Auch die Zukunft kann darüber keine weitere Auf- 
klärung bringen. Die Fähigkeit der Seele, räumliche Anschauung zu 
haben, wird stets ebenso unerklärt blcilton, wie die Entstehung des Be- 
wußtseins überhaupt^) Anderer Ansicht scheint darüber Wundt zn 

1) Herbart: „Psychologie als Wissenschaft". 1. 

S) Lotse „Uetaphjsik'*, iiubenmdere 8. Wl ff., und scboB früher in seiner 
t^edidniBcheii Psychologie**. Leipzig 1864. Buch II. 

3) Wundt: „Lojfik" I. Bd., Bowie in: „Menschen- u. Tierseele" 1863. 2. Anfl.l89S. 

4) Man vgl hierzu: TobiBs: „nrenzcn dor PbilosPiiliie". Simon: „Zu 
deo Grundlagen etc." — Jakobson: „Die Axiome der Geometrie" u. andere. 
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■ein, der durch eeine ünterandiuiigeii den „DnaliemoB de« materiellen 
und psycbiscfaen Geschehens bei der Empfindong^' glaubt aufheben zu 
können. — Inwieweit nun aber dardi ^ 'Lokalm^eaßiecrie Wandte 
und Lots es die zweite Forderang erf&Ut wird, sott hier nicht beurteilt 
werden. Eins steht aber wohl fest, daß weder Wundts Theorie der 
„komplexen Lokelzeiehen^ nach welcher die Ranmanschaaung doroh 
jjOine ioismessnng des mehr&ch aasgedehnten Lokalseidiensystfnns der 
Netzhant durch die einförmigen Loknlzeichen der Bewegung^ zustande 
kommt, noch Lotzes Lehre tou den quantitatiT and intensir jer- 
schiedenen Lokalzeichen noch auch Wenderholds*} Theorie von den 
extensiTen Lokalzeichen and seine Unterscheidung zwischen psychologi- 
schen und physiologischen Lokahseichen vollkommen befiriedigt 

1) Lot/.f a. a. t). Man vgl auch Stampf: „über den psjchol<^^ch^ ür- 
spruug der littuiuvorstelluag". Leip/äg 1^73. 

S) Weaderhold: „Zur MetaphTtik und Psychologie des BaaIlws*^ Inaug. 
Dissert Halle 1882. 



Anflösung quadratischer Gleichungen 
mit mehreren Unbekannteii mittels Detenninanten. 



Diekmann hat in seiner j,Einleitang in die Lehre Ton den Detw- 
minsnten^ (1876) 8. 24 eine elegante Methode angegeben, welche sidi 
mit Vorteil aof die Anflösung qiezieUer synunebischer quadratischer 
Qleichongen mit mehreren Unbekannten anwenden laßt Im allgemeinen 
lost man die Gleichungen wie lineare nach den Unbekannten an^ setzt 
die EoeffizientML-Detenninante gleidi D and sacht darauf neue lineare 
Gleichung^ der Unbekannten zu gewinnen, welche keine Absolutglieder 
enthalten. Es muß dann die KoeMzienteu« Determinante des neuen 
Systems Terschwinden, woraus sich der Wert tou D und mit Hilfe 
der gegeben* n Gleichungen die Werte der Unbekannten ergeben. Es 
möge diese Methode auf das folgende System znr Erlauterui^ ange^ 
wendet werden: 



Von LüDWiu Mattuieshen iu Rostock. 



a) 
m 



-h afy + — a, 



Znr Vereinfachung der Lösung kann mau zuvor ableiten die lineare 
Gleichung: 

(IV) (a - c)x + ib- a)jf + (c - i/)^ = 0 
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Li'Dwrto Matthikahkn: 



Dnd luBBiiftigtii Q) und (O) in folgender Foim: 

(a — c)x + {h — a]y 4- (c — h)s — 0, 
(ä + y;« + y • jr + 0 • * — 
0 • ap + (y + #)y + # • # — 6. 



(V) 



X = 



Mau erhält dar»ui 

0 h — a c-b 
a y 0 
b y -\- z z 

a — c 0 c — 5 ' 

0 h jt i 

a — c ft — a Ol 

« + y .V a ; : D — f^s : D. 
0 y + # t 



a — c b — a c — b 



(VI) y 



(VII) 



Ii, : X>, 



0 
z 



Aus dieeen drei Gleicliuii^n ergeben sich die linearen Besiehungen 

(VIII) J)jc 4- {a - b){b - c)y - (a» - 2ab 4- «r)^ = 0, 

(IX) 6(c-6)a?-[i> + Ä(6-c)Jy + Ä(a-c)^ -0, 

(X) h(b^ a)x + (a - &)(a — J - c)y + [D + a(a — <?)]'- 0. 

Daraas folgt nun 



c - 6 D + ft(6 - <?) a - c 

6 — fl (6— a)(a— 6 — e) 2>:a+(a — c) 



0. 



Diese Determinante führt zu einer kubischen Gleichung in D, in 
welcher das Absolutglied gleich Null ist, wie man leicht findet^ indem 
man i> <— 0 setzt Nnn ist die Koefüaienten- Determinante 

a — e h — a e — h ' 

D«= x-\-y y 0 
0 y4-^ 0 

— (c - 6)y' 4- (c — b)xy 4- 2(« — b)yz 4- (a — 26 4- c)xz. 

Die Torheigehende Determinante ergibt abc9r für D anch eine Funktion 
der beetimmten QröBen. Es ist aberraachend in dieser Methode, daB 
die Determinante D eine quadratische Funktion der Unbekannten ia^ 
welche sich sugleich durch die bestimmten Größen allein anadrHekm 
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liAtb Um die Wnxzeln x, g sn whalteA, diminiere man £ ans (VIII) 
und (IX), woiaiis mnliieii 

Jf jf — JTy — 0, y — ^x. 
Die GleicEung (I) liefint die Wunelwerie 

y - ± VaÄ«:(J£« + ^Jf + iV«) . 
Sodaim eUminiere man x aus (IX) und (X), woraus 

Die Gleichung (II) liefert den Worzalwert 

Wenn z. B. a '—1, 6 — 19, c 13 angenommen wird, ündet man die 
Kesolvente 

j[)»4.72I>«-37 90ö/)-0. 

Die Wurzeln sind 

Dj-O, Z>, u. D,--36±198, A-162, i^,^ 234. 

Ffir D 284 erhSlt man ans (YIU), (IX) und (X): x^l, 

Ftlr D i- 162 erhSlt man ^ 5V|, y - VI« '"'^Vh 

genflgt dm Gkichnngen nicht. 

Hit Hilfe derselben Methode lassen sich die Wonsehi von einem 
Systeme TOn n Gleichungen mit bdiebig vielen oder » Unbekannten 
finden, Ton denen swei quadratisch, die ttbrigen » — 2 linear und 
gleich Null sind. Die Reeohente in D ist immer vom fiten Grade. 

Sind die linearen Gleichungen nicht Null, so kSnnsii durch Sub- 
stitution Yon n — 2 neuen Unbekannten die Absolnt^ieder derselben 
Bum Verschwinden gebracht wearden* Es sei beispielsweiBe n «• 4, also 
swei Gleichungen linear, die Qbrigen swei quadratisch in folgender all- 
gemeinen Form: 

(I) «4» + 6iy + «i* + <^« — 

(U) a^x + h^y + c,^ + rf,M = /, 

(lü) a,C« + a^y + ß,z + y^u + d,)x + 6,(y + ß.j + y,tt + d,)y 
+ c^{z -i- + + + dju I», 

(IV) «^(a? + Sjy + ^i« + + ^i)* + Ki^ + fe* + 1b« + «t)y 
+ <J4(* + + + «^(^ + *i)«* " 
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BeBensioneii. 



Substitiiiert man mu in dieaen Tier Gleiehungen 



k 
l 



l 



ao Terschwindcn die Absolutglieder der beiden linearen Gleichoilgm, 
und man gelangt aehließlich za einer KeaolTente in D, weicke Tom 
yierten Orado ist. 

Man kann ja nun freilich die Auflösung der vier Gleiehungon, 
auch bewerkstelligen, <iadur<h daß man mittels der Gleichungen (1) 
und (U) z und u aus den beiden Gleichungen 'Uli und (lY) eliminiert. 
Man erhält dann noch zwei Tollständige quadratische rib^ichungen in 
X und y. Durch Anwendung der Methode des genieinschaftliehen 
Teilers erhält man aber nach einem Theorem v(in Be/ont imtiier eine 
Finalj^^leichung in j; oder y, deren Gra,d gleich «lern rioiiiikn> th r Uridcn 
Ordnungsexponenten, also hier der vierte ist. Die biquadratische 
Finalgleichnng ist nun allerdings durch eine kubische Resolvente lösbar; 
durch die Diekmaunsche Methode wird eine solche direkt nicht ge- 
wonnen. Die Resolveute 2> steht in keiner angebbaren Beziehung zu jener. 

Rostock, den 15. Juli 1903. 
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E. Landfiriedti Theorie der algebraiaofaen Toiiktioiieii tmd iliMr 
Integnle^ Leipzig 1902, Oascbeii. IV u. 294 8. Semmlmig Sehuberfc 

Das vorliegende Lehrbueh der Sammlung Schubert stellt die Theorie 
der algehrai.seheii Funktionen und ihrer Integrale iti fünf Kapiteln dar, 
über deren wesentlichen Inhalt hier kurz ret'erieii werden soll. 

Das erste Kapitel erfaßt den Begriff der algebraischen Funktion als 
einer mehnrertigen Funktion mit nur polaiißn Unstetigkeiten und stellt die 
Lelire von der Fortsetzung dieser Funktion auf Grund der Puiseuxschen 
Methode der Heihenentwicklung dar. Da«? zweite konstruiert auf Grund 
der Ergebnisse des ersten die Hiemannsche Verzweigungsfläche, diskutiert 
die Zusammeuhangsverb&ltnisse der Fläche und ihre Zerschneidung in ein 
emfach stuammenhttngendes Gebilde , entwiokdt den Biemaanieheii Begriff 
einer EUsse algebraischer Funktionen nnd sneht die xwisdien irgend zweien 
ihrer Elemente bestehenden Beziehungen auf. Dieser erste Teil des Werkes 
entliält — von einigen Einzelheiten abgesehen, welrlif nachher zur Sprache 
komiueu sollen — eine klare und nicht zu schwierige Darstellung des viel 
behandelten Gegenstandes. Nur hätte nach unserer Meinung im Zusammen- 
hang mit dem Begriffe der Elasae algebraischer Funktionen aneh die 
birationale T^ifonnation des GebUdes schon hier eingefDlirt und in ihren 
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GruBdK&g«ii erOiiert werden soUen. Kann auch dimer Fundamfliitalbegriff 

nicht sogleich in seiner vollen Tragweite ansgeffthrt werden, so erseheint es 

doch iiiclit zwockrii'äßig, ihn so, wie difsps hirr geschehen, nn das EimIc des 
systematischtn Aut'ban.s <]i'r Theorie zu virwc-isen. Violnuhr i.st fr wegt-ji 
seiner außerordentlichen Wichtigkeit so trüh wie möglich zur fSprache zu 
bringen, damit durch ihn eine Übersicht Uber die Terscfaiedenen Eradiemungs- 
fonnen der zur Klasse gehörigen Riemannschen Flächen gewonnen und die 
Theorie der zu ihr gehörigen Abelschen Integrale erleichtert werden kann. 

Viel weniger gelunjjpn als die ersten beiden Kapitel erscheinen dem 
Referenten die drei folgenden, von denen sich daä dritte mit der KlassiK- 
zierung und Ao&tellung der zur gegebenen lUemannsdien FlAche gehörigen 
Abelschen Litegrale, das vierte mit dem Biemaon-Bochachen Satse, das letzte 
mit den birationalen Transformationen und den zur Klasse gehörigen Moduln 
bfscbufti^'t. Man weiß, daß in Riemanns Theorie diese Teib^ iles Systemps 
;nis (iem 1 )iri('hl('tsch»'ii Prinzip hervorwacbsen , und daß mit, (lein X'erzicht 
aut dieses Prinzip das bei Forderung ausnahmbloser Allgümeiuheit schwierige 
Problem six^ ergab, die Integrale der Klasse mit vorgeschriebenen Unstetige 
keiten auf algebraischem Wege m konstruieren und abzuzählen. Hier 
schließt sich nun der Verfasser genau nn ChristofFcls Vorlesungen über 
AbcLsolie Integrale und an dessen in Brioschis Annalcn erschienene Abhand- 
lungen aus den Jahren 1879 und 1880 an. Daß sich der Veriasser in 
einem nnr zur ersten Einführung bestimmten Lehrfauohe auf den einfheben 
Fall beschränkt, in welchem das algebraisdie Gebilde nur Doppelpunkte 
aufweist, soll ihm gewiß nicht zum Vorwurfe angerechnet werden; dann 
aber hätten ihm außernrdentlieh riel einfachere Hilfsmittel tavc Lösung der 
bezeichneten Fragen zur Verftigung gestanden. Ohne den historischen 
Wert and die Eigenartigkeit der CbristoSelschen Untersuchungen hier etwa 
in Abrede stellen zu wollen, so glaubt Referent doch die Meinung vertreten 
za dürfen, daß dieselben zur Zeit l&ngst fiberholt und zutnal filr ein 
elementares Lehrbuch ganz be-sonde'-s weni«^ geeiirnet sind. A\'ie einfach 
lassen sich die Intek'rale der Kh\sse nacli (lehsch und Gordaii konstruieren I 
Mit wie wenigen Schritteu lasseu sich, etwa so wie es Appell und Goursat 
tun, die Betrachtungen des Biemann-Boohschen Satzes erledigen, wenn man 
mit dem Verfosser sieh überall auf Kurven mit bloßen Doppelpunkten und 
auf die Behandlung des ^.allgemeinen" F'alles beschränkt und die „Ausnahme- 
fälle" bei Seite bißt! Daß der Verfasser die geometrische Seite dieser 
Probleme hier völlig bei Öeite gesetzt hat, ist seiner Arbeit nicht zum 
yovteile gediehen, denn die algebraisch -geometrisehen Methoden erweisen 
sich bei der hier gegebenen ümgreoznng des Stoffes als flberaos ein&eh 
und zugkrSftig, und sie bedtirfen eben ei^ dann einer ErgSnzung, wenn man 
die Forderung einer erschöpfenden und ausnahmslos allgemeinen Bcliandlung 
der Probleme stellt. Hiugegen wiixi die Darstellung des Vcrtassers dineh 
den einseitigen Anschluß an Christoflfel überaus schwerfällig und undurch- 
sichtig, und sie ISBt auch gelegentlich die y^^Ilige Dordidringung der Materie 
vermissen.- So werden z. B. die Punktsysterae auf der Riemannschen FlBche 
in solche der ersten und zweiten Gattung fdie Spc/.ialgnippen und die 
Nichtspezialgruppen von Brill und Noetherj geschieden, je nachdem ein 
Differential erster Gattung für dasselbe verschwinden kann oder nicht, imd 
nun wird der Begriff der Äquivalenz zweier Pnnktgruppen allgemein, der 

AMblT in HftthoMifk uA Phyrik. m. Bilh*. IZ. M 
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der Korresidualität aber nur für Punktgruppen erster Gattong eingef&hrt. 

Daß aber diese Definition dor Korresiduali tilt viel zu on<» und darum nicht 
üblich und daß xlhprhauiit Acjuivalenz tmd KonvsiduiiHtät für Punktp-uppen 
gleicher Ordiiuug ganz Ua^aelbe, nur in verächieUeu artiger Anffaäsungsweisei 
ist, die« erfUirt der Leeer nirgends. In Siunma dürfte der sweite Teil dee 
Buches wenig geeignet sein, einem LemcndMt ein antreffendes Bild des 
dennaligen Standes dor Wissenschaft zu i-oHcn. 

Zum Schlüsse stellt KrtV-rent noch m Kürze piniüf Bemerkungen über 
Einzelheiten zusammen, die sich ibiii bei der Lt^ktüre des Buches ergeben haben. 

8. 5 nraft \m dem Beiweiee des Batses (III), da& eine algebraische 
Funktion stets Unendlichkeitsstellen besitzt, statt des Koeffizienten /^(ä:), der 
sehr wohl eine Konstante sein kann, irgend ein Koeffizient f^(z) der (llri 'VniTic 
genommen werden. In § 14 werden einfach zusammenhangende Fluchen 
als solche dehniert, in denen jeder Bingweg einen Teil vollständig begi'enzt. 
Geht man von dieser Definition ans, so mufi bewiesen werden, daB eine 
einfach ^.usanintenhängende Fläche I) durch jeden Querschnitt in zwei ge- 
trennte Teile zerlf'gt winl (S. 10'/), Ii) nur eine Randkurve besitzt (S. 106). 
Aber der für den Satz (1; geführte Beweis ist, wenn die Eand kurvenzahl 
der riäche noch nicht bekannt ist, unrichtig und nur für Flächen mit einer 
Bandlrorve sntreffend. Es muB also notwendig eine Umstellung der Sfttae 
(I) nnd (n) erfolgeiL 

S. 1G2 heißt es: Besitzt ein Integral erster Gattung an p von den 2jo 
Querschnitten a^, 6^ PpriodizitUtsmoduln, die Null sind, so reduziert es sich 
auf eine Konstante. ]>aü das nicht richtig ist, lehrt schon die Theorie der 
hTperelliptiBdien Integrale Tom OescUeohte zwei, wo man sehr leicht eigen tUehe 
Integrale der ersten Gattung konstruieren kann, deren Perioden nur für a^, 6, 
von Null vers(.'hieden, für iLy. h.j aber gleic-h Null sind.*) Es ist aber über- 
haupt ein sehr wesentlicher Fuukt iu der Theorie der heischen Integrale, 
daß die hier zu wählenden Querschnitte nicht p beliebige, sondern p solche 
sind, welche keine Schnittpunkte haben. Dafi hier mehr als eine blo6e 
Flfiditigkeit vorliegt, zeigt sich darin, daß derselbe Fehler in dem unmittel- 
bar folgenden Satz TT. sodann auf S. 104 f. 13 v. u. imd in Satz V wieder- 
kehrt, und daß schließlich sogar auf S. 171 die Behauptung autgestellt 
wird, daß man bei fest angenommener Lage der 2p Querschnitt« a^, 

die p Nonnalintegrale im ganzen auf 2 ^ 3 p " "^«^ wählen 

kann, während diese Anzahl in Wahrheit nur 2^ ist. 

S. 268 heißt es bei der Darstellung des ersten Kiemannschen Beweises 
fhr die Zahl der Moduln der Klasse, dafi Ar die ni konstruierende Blenuuinsohe 
IBUche Ti „eine bestimmte Axucald Ton Venweigangapunkten in belialng 
gew&hltc Lagen gedrängt werden kann, während die übrigen Verzweigungs- 
punkte in 'I\ fest bleiben. Die Anzahl dieser fest bleibenden Verzweigungs- 
punkte in 7\ ist die Zahl der Moduln der Klasse.'' Die Sache ist aber 
gerade umgekehrt; eine bestinunte Anzahl Yon Veiaweigungspunkten kann 
Ton Tonherein als fiast angesehen werden, wlttirend die ttbrigsn vnabhingig 
von einander beweglich bleiben, und der Grad der Beweglichkeit des Systemes 
der Verzweigungspunkte ist a^l^jt^nii gleieh 'der Anzahl der Moduln. 

0 LANOSBERa. 

1) VergL z. B. Krazer, Lehrbuoh der Thetafuuktiouen, ä. 474 f. 
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Heinileh Bruns. Chnrndllnton dM wiieeiwdiwmitelwB Beäbnens, 

I«iprig 1903, B. G. Teubner. VI il 169 S. 

Mit diMem W«i1ce Iwfc Hm- Bruns, dmr benronragende Leiter der 
Ldpziger Stei-nwarte eine höchst willkommene Ergänzung der Lftrothschen 

Vorlesung über numerisches Hrchnen gegehen. Hat dieser im wesentlifhf»n 
die t'leiiierttarpn od<>r die litscknungen für die Mittelschuleu berücksirhtigt, 
so jener die Bedilrlmsäe der Astronomie und der angewsuidten Matheuiatik. 
Der Verf. behandelt nur diesen Teil der „Teohnik, deren Zweck in der 
zifieramäBigen Verfolgung mathematischer Orößenheziehungen hegteht", aber 
dies in einer Weise, die ihm die Dankbarkeit aller Intoresseuteu slcliort. 

So einfach übrigens die Kenntnisse aus der reinen Mathematik sind, 
die zum Verständnis der vielen praktischen Methoden nötig sind, so erfordern 
sie dodi zu ihrer Würdigung und vergleichenden Beurteilung sehr viele 
Übung, und der Verf. hat deshalb überall Beispiele gegeben. 

Abschnitt I. Differenzen und Summen. Das Verständnis des Differenzen* 
Schemas mit seiner Fortsetzbarkeit nach oben und unten bildet die Grundlage 
des Buches, und der Leser muß sich mit der von Encke mitgeteilten (^auß- 
schen Bezeichnung durchaus vertraut macheu. Verf. zeigt, wie üich der 
Fehler in der Differenxenzeile ausbreitet 

Absehnitt IL Interpdatioii Ikü Tafeln. 

Hier hätte Ref. gern die so Uare allgemeine Darstellung des Problems 

ans Abschnitt 9 als Einleitung gesehen. Ilistorisch ist interessant, daß, wie 
die Simpsonsche Regel nicht von Simpson herrührt, so die „Lagrange"8che 
Interpolationsformel, die Quelle aUer andern, sich schon früher, 1779, bei 
Waring in den fbilosoph. Transaci 69 findet £8 werden die Forueln 
Ton Newton, OauB, Stirling, Hessel auf ihre Brauchbarkeit geiwflft. 

Abschnitt III. Numerische Differentiation. Bie beruht auf der Erkenntnis, 
daß dif Fundainentalformel der Interpolation, dif Formel 12, auch sofort 
Näherungswerte für die Ableitung und das Integral von f(x) = f{a -f- "0 
gibt £s werden für die Anwendungen, die auf die erste und zweite Ab- 
leitung beschrSakt werden, die Gaufischm Formeln aosgesehlossen. 

Abstdinitt IV. Numerische Integration, Summationsmethode. Die Me* 
thoden der numerischen Integration zerfallen in swei Gruppen, je nachdem 
die benutzten Werte dem Integrationsgebiet angehören oder auch außerhalb 
liegen können. Es braucht wohl k umi gesagt zu werd-m, daß es sich nur 
um reelle Werte der Variabein iiandcit. Verf. beginnt mit der zweiten 
Gruppe, die er kurz „Summenmeihode" nennt, da sie die FtMrtsetzung des 
Differenzenschemas nach oben, die Simimenreihen benutzt. Es sind nur die 
Formeln S und B (Stirling und Eessel) und analoge, die sich aus Gliedern 
derselben Zeile des DilTerenzenschemas autbauen, zweekmitßig. Verf. geht 
von «Saus. Als Beispiel nimmt er das von Gauß (^Briefwechsel mit B es sei) 

behandelte von 10* bis 2.10*. 

AbsduittY. Nnm. Integration, Yierackrerbessenmg. Bie Flttehe zwischen 
Kurve und zwei Ordinaten und Abszissenachse wird näheningsweise durch 
Trapeze (mit Segmenten) oder Rechtecke (mit Exzeß) berechnet. Hierher 
gehören wohl auch die Formeln von Poucelet und Paruieutier. 

Absehnitt TL Ifittelwertmethoden. Simpsonsche Regel (Cotes). 
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Abaehnitt VH Trigonometriaeh« Beahen. — Auswertimg d«r durch 

bestimmte Integrale definierten Koeffizienten. 

Abschnitt V^IIT. Hekursionsformeln. Verf. behandelt als BeLspiel die 

Kiigelfunktionen, die trigonometrisch e Rdhe 1:^1 — 20? OOS y -jr ^ ^i^^d 
die Besseische Funktion I„{x) für ganzes n. 

Abschnitt IX Inteipolation im weiteren Sinne. Nach eben so knner 
wie scharfer Defioitioii dn Prablmns geht Veif . auf die Methode der Ueiasten 

Quadrate und ihre VeraUgwneüMnmg durch Cauchy ein. Das Wer^ des 

Herrn Rrnns wird ftlr die angewandte Mathematik so »nentbehrlich sein 
wie die Logarithmen taiel, über auch den reinen Mathematikern wäre eine 
Tertrantheit mit dem Brunsächen Buche su wOuschen. 

StrftBburg i. B. Max Simon. 



Friedrich Juuker. Höhere Analysie. Zweiter Teil: Integralrechnnug. 
Mit 89 Figuren im Text Zweite verbesserte Auflage. Leipzig: 
0. J. Gaseben. 308 8. 13** (Sammlung Güidien, No 88, 1901). 

Fr« JllAer. Bapottloriiim und AufigaboiiMiiiiiiliuig snz DURsmitlAl- 

reohnung. Mit 42 Figuren im Text Leipzig: G. J. Odschen. 119 8. 

IS"« (Sammlung Göschen, No 146, 1902). 
Fr. rlunker. Bepetitorium und AnfisabensammlTmg sur Integral- 

reclmung. Mit .';() Figuren iiu Text. Leipzig: G, J. Griechen, 130 S, 
12™^ (ÖammluDg Göscben, No 117, 1902). 

Als wir im Jahrbuche über die Fortschritte der Mathematik 30, 263, 
1899 das Erscheinen des ersten B&chelchens anzeigten, haben wir einerseits 
die Brancbbarkeit der pralrtisch abgefhBtai Schrift anerkannt, andererseits 
aber auch auf die vielen üngenauigkeiten hingewiesen, deren Vorkommen 
wir einem Mangel an Sorglalt bei der letzten Durchsicht zuschrieben. Trotz 
di^r Verbesserungen, die im Titel der zweiten Auflage versprochen sind, 
können wir leider uicht finden, daß die von uns damals angemerkten Fehler 
ansgemerat sind. Wie wenig swgfUtIg die Dnrebsidit gewesen ist, m^ 
ein neues Beispiel zeigen. S. 135 wird der S( bwerpunkt des Bogens der 
Kurve 9 ay* (x — 3 m)' gesucht; die S( hwerpunktskoordinaten |, ij 

zvrischen r 0 tind r — 3 a werden b» stimmt als ^ | a, « — l a y3, 
während das Maximum vom y in dem Intervalle (0, 3 a) von x den Wert 
•|a hat. Die Unrichtigkeit des R^nltates springt also in die Augen; die 

richtigen Werte siad ^ — | a, i] => | a y'a (i^ > 0; der negaÜTe Wert von 

^ iii dadnreb entstanden, daft fOr die positiven Ordinaten 3yya — Vxf«— $a) 

statt }/x (3 a — x) gesetzt ist). — Die unbewiesene und nnricbtige Behauptung, 
dafi der Schwerpunkt eines Kurvensektors immer auf demjenigen Radius- 
vektor liege, der die Fliicbe des Bektors liälftet, ist auf S. 139 wiederholt, 
ebenso in der Aufgabensammlung zur Integralrechnung (S. und bat 

hier (^S. 103} zu einer falschen Bestimmung des Schwerpunktes bei der 
Sllehe der Arcfairaedisehen Spirale geftthrt 

Die beiden neuen Bindchen sollen als Äufgabensammlungen auch von 
Sülclien Lesern benutzt werden, welche die DiÖcrential- und die Integral- 
rechnung des Verlu nicht besitzen. Sie teilen die Vorzüge und die Schwachen 
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dieser ftlteren Schriften. Die Anfgaben (457 wir Differentialiwdtiinmg, 417 
snr Integralrechnitiig) aind nuuuiigfiJtig und intentMUit; die Korrektheit 

ist aaoh bei ihnen nicht immer vorhanden. 

Bei den Übungsbeispielen zur Bestiromunp eTtrenier Werte von Funk- 
tionen einer Ver9n(^erliehpn (S. 5S nnd 54 der Aufgaben zur Differentiai- 
recbuung) ist gleich die Lösung der ersten Aufgabe /" (x) = 3 sc' — 9x* -\-12 x 
fideeh; die aogegebene Lteung « — 1 Vax., » 3 Mlii. gehOrt zu 
f (x^ = 2 x' — 9 .f* r 12 «. Zu f(x) sin x. cos (x — a) wird bloß 
X \ 7i Ict als Maxiraum gegeben, wilKreud r J n: -f l" + '^^^ 
Maxima, z = + -f «tt die Minima liefert. Ebenso ist zu // = ja sinqp cos<3P 
nur 9 » ^-]t als zum Maximum von y gehörig angegeben, dagegen ^ = 
magiiumi, wodurch dis Hinimnin beetiiiimt ist Nebenbei ist die besüg> 
Udie Aufgabe (No 267) luiTerstftndlidh gefafii In der folgenden Aufgabe 
r «■ 3 a (1 + OOS 9), y — rcos^, die extremen Werte von y zu finden, 
gehört die angegebene Lösung nicht zn y ^ r cos <p, sondern zu y = r sin tp. 
Nach S. 108 soll die gleichseitige Hyperbel die Umhüllungslinie einer ' 
Geraden sein, welche mit den Schenkeln eines gegebenen beliebigen 
Winkels ein Drueok von konstantem Inhalte begrenzt Gleidi dahinter 
(8. 109) wird aogegebw, daB die auf bekannte Weise als ünilifliliinga- 

linie gefundene Parabel Yx/a + Yy/b = 1 die Achsen in den Punkten x = 2 a 
und y — ~h bf^rührt. In dem Resultate der folgenden Aufgabe ist a 
und h vertauscht. Die Hestimmung derjenigeu Kurve dritter Ordnung, 
welche die Geraden a; = 0, x + l — Ü, x -\- y — 2==0 zu Asymptoten 
hat nnd duroh die Punkte (0, 0), (— |, — 1), f) geht, hat die Lasniig 
X (x -\- 1) (x -\- y — 8) + 1 (jf — 3^) = 0, wo il einen unbestimmten Faktor 
bezeichnet; der Yeff. gibt nur diejenige Glfliokung, in dfnr A — — 1 ist 
(No 350, 8. 83). 

In No 80 der Aufgaben zur Integralrechnung findet man; 

^'-^ dx = Vl -'x^ + In statt — äB^ + avo ^ «. 

Ko 133, wo 1/3? + 6s + 4d gesefat ist, lautet: 

ar» IT ' " 46 « Sj/ö « 

Dar Koeffiasient des aweiten Gliedes des Aesnltates ist aber 17/45^5. Der 

JliehemnhaltderEurre«*— — «*xwisehen lnnd«ist^(d;— l)>(34-ds), 

nidit aber 1) ■ {» — 3), wie 8. 61 steht; die Unrtohtigkeit des 

gegebenen Resultates ersieht man aus der daneben stehenden Figur sofort 

ohne Rechnung. Bei dem Bogen der Archimedischen Spirale (S. 56) ist 
die HinzufDgung der Grenzen im Resultate überÜüssig, weil der berechnete 
Wert an der unteren Grenze verschwindet Auf S. 58 sind aus Polar- 
koordinaten „Probekoordinaten'* geworden. 

Wenn bei einer Vornahme tod Stichprobe die bei Sammlungen, wie 
sie vorliegen, sich doch immer nur auf wenige, zufällig herausge^rriffeue 
Beispiele beziehen können, so viele Punkte sich vorfinden, die zu Erinne- 
rungen Anlaß geben, so genügt das, um unser obiges Urteil Uber mangelnde 
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Korrektheit zu rechtfertigen. IfPir wfirdm diesen Umstand hier nicht so 
ausführlich zur Sprache pr>1>raoht hnhon, wenn nicht d(>r ?erinjrp Preis der 
einzelnen Bändcheu der Öaronilung Göschen ihnen eine ungemein weit- 
gehende Verbreitung unter den Studierenden yencbafft hätte; diese An- 
i&nger in der Handhabung der Differeatial- nnd Iniegnürechnnag müssen 
daher auf die vielen Uogenauigkeiten in den TorHegenden BKndchen hin- 
gewiesen werden. 

Berlin. — — E. Lampb. 

Richard Ifaumo. Theorie der Bewegungsübertragung als Venrach 
einei' neuem GximdleKaiig der Keehniilk. Leipzig, Wilhelm Engelmann. 
V tt. 102 S. gr. 

Nachdem der Verf. auf der Naturforsch er Versammlung in Kassel, wo 
er einen Yortrap iihcr (Mo in dieser Broscbtlro niednrg*'legfpn Gedanken 
hielt, erfahrt'ii hat. daß nicht einf»r der anwescmlfn k(niij)*'ti nt»'n Faehg^elehrtf-n. 
\uitcr ihnen Ludwig üoltzmauu, für seine neue Grundlegung zugänglich 
war, halten wir uns der MQhe für ttberliohen, des nlheren auf den Inhalt 
Wizugehen. 

Berlin. £. Lampb. 



Uenri Lebcs^:iie. Le9on8 sur rint^gration et la reohercho des fonc- 
tioua primitives. [Collection de monograpbies sur la theurie des fonc- 
tions pnbliäe sons la direetion de M. E. Berel.] Paris, Gauthier-Villais, 
1904. 188 6. 

Das Werk behandelt den Begriff des Integrals einer reellen Funktion 

und (lip Bnziplningpn zwischen den OpfTntinnnn (Ips DiÜHienzierons nnd 
Integrierens unter selir allgemeinon Voraussetzungen hjn.si( htlich der be- 
trachteten Funktionen. Zunächst wird die ältere, Cauchj-Dirichletsche De- 
finition des bestunmten Integrals einer unstetigen Fnnktion erOrtert und 
ntn gefaßt; sodann wird die Biemannsche Integrahilitätsbedingung eingehend 
untersuclit und in mehr^^ro. lüiBcrlich sehr \ crscbiedcn«' Fonnnn gebraelit. 

Um den allgemeinen Ue^rill' anwenden zu können, entwickelt, unser 
Werk die Theorie der Funktionen von beschränkter Schwankung nach Jordan; 
das sind die Funktionen, die als Differenz zweier nidit zunehmender oder 
matt abnehmender Funktionen dargestellt werden kfonen, und die wohl 
noch in Jaeubis Sinne als vernünftige Funktionen anzusehen sind, obwohl 
sie eine rjroBe Mannigfaltigkeit von Singularitäten zulassen. Mit Hilfe 
dieser Funktionen werden die Bedingungen für die Rektifizierb&rkeit der 
Kurven untersucht. Als zweite Anwendung des entwit^elten Bitegralhegiiffs 
wird das Flroblem der unbestimmten Integration behandelt, und die Be- 
ziehungen zwischen dem Integranden und den Ableitungen des Integrals 
nncb seinen Hrenzen nntersucbt, die sich ja bei allgemeinen Voraussetzungen 
nicht ganz einfach gestalten. Dabei kommen unt«r anderem die Sätze von 
. Seheeffer Tor, die aussagen, in welchem ümfange eine Funktioo dmoh ihre 
Ableitungen bestimmt ist, wenn unendlidi visle ünstetigkeiten voikommen. 

Im letzten Abschnitt wird der Begriff des Integrals auf sehr originelle 
Weise aus gewissen formalen Eigenschaften entwickelt; der VerfassOT 
vergleicht diese Entwicklung mit der aziomatischeu Darstellung der Geo- 
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metrie in IBllMrts GfimibigeB 4er Oeometrie, und daBnierfc eine Elaase toq 
„itUDinittrbttrai'' Fnnktionen, die tteh nicht gtns mit den im Bievamuehen 
Sinne interrrifrliarpn decken. 

Als beni rkf 1 swerte Einzelheit sei aus dem 6. Kapitel eine Methode 
herrorgehoben, das bestimmte Integral einer beliebigen stetigen Funktion 
anB dem Begriff des unbestimmten zu entwiekebs. Man beginnt mit dem 
Satiei) daB eine gleichmäßig konvergente Reihe gli <]\v^ise integriert werden 
kann, wobei unter Integration die Uinkehrung des 1 hflrrenzieri-ns verstanden 
wird. Nun kann jede stetige Funktion angenähert durch eine andere dar- 
gestellt werden, deren geometrisches Bild ein Polygon ist, und zwar mit 
gleichem Gfrade der AnnShernng fOr das ganie betrachtete Intervall. Danua 
adiliefit man leicht» daß jede stetige fkmkt&on durch eine gldchm&fiig 
konvergente Reihe TOn integrierbaren Funktionen dargestellt, also selbst inte- 
griert werden kann. Auf diese Weise wird der Beweis für die Existenz 
des bestimmten Integrals einer stetigen Funktion überflüssig, wenn man 
den Begriff der gleichmäßigen Konvergenz als bekannt voraussetzt 

Berlin. A. KiisanB. 



C« BmigO. Theorie und fraxis der £,eiiiüii. Sanuniung Schubert 
XXXn. Leipüg, GOsohen 1904. 866 8. 

Bei der Aufttellung und üntermohung unendlicher analytischer Aus- 
drucke, insbescmdere unendlicher Reihen imd Produkte hat man sunftchst 

die Konvergenz nachzuweisen, um überhaupt mit den betrachteten Gebilden 
rechnen und Gleichungen zwischen ihnen aufstellen zu können. Will man 
aber zur numerischen Berechnung konkreter Fälle übergehen, die doch 
eigentiieh Zweck und Ziel der wichtigsten Teile der Analysis ist, so erbeben 
siäi gans neue PvoUeine. Bs gentigt nicht, wenn man weiA, djifi der Best 
einer Reihe etws nach einer Beehenarbeit von der Dauer eines Menschen- 
lebens unter eine vorgeschrieben a Grenze herab-^inkt . sondpro man will mit 
einer der Wichtigkeit des Problems angemesseüeu Zeit auskomnien, und um 
zu orkenuen, ob und wie dies möglich ist, muß der Grad der bei irgend 
einer AnnBhenmg erreichten Graauigkeit weit eingehendor diskutiert und die 
Untersuchung der speziellen Natur des betrachteten Ausdrucks weit mehr 
angepaßt werden, als es in der reinen Analysis meistens geschieht und als 
es für rein theoretische Zwecke nötig ist. 

Indem Herr iiunge eine Reihe wichtiger analytischer Ausdrücke und 
die meist gelnranchten Darstellnngsfonneln unter beiden Gwidttspunkten, 
dem theoretischen wie dem praktischredmerischen, bearbeitete, bat er an 
▼enchiedenen Stellen die Kluft zwischen der reinen Analysis und den An- 
wendungen ilberbrfickt und sich dadurch den Anspmch n'if den lebhaften 
Dank der Vertreter beider Uutersuchuiigbrichtungen erworben. 

Das Werk beginnt mit einer allgemeinen Auseinandersetzung über die 
Konvergenz der Beiben und das Beinen mit ihnen, entwickelt den Begriff 
der gleichmäßigen Konvergenz in anschaulicher Weise, wendet sich sodann 
den Potenzreihen zn \md gibt handlich' Methoden für die Division, Ein- 
schachtelung und ümkehnmg dieser i\eihen sowie zur Abschätzung des 
Bests. Es folgen Untersuchungen im Anschluß an das Cauchysche Integral, 
aus don «ne sdiOne, vom Terfiuser des Werks vor Jahren entwickelte 
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Methode aT^geleitet wird, tine analjtische Funktion auf oinem beliebigen 
Gphiet mit glpicbinJlßip vorgeschriebener Genauigkeit durch rationale Funk- 
ticjncn dar7n«t< lU-n. Fernor snrd das Canchvsche Intopral zur Entwicklung 
aualjftischer irunktioaen nacii gewissen Polynomen benutzt, die vor der 
Tajloraehen Beihe gewisse Vorzflge bietet, wenn man auf emer ganxes Btreeke 
mögliclttt gaten Anschluß an eine gi^bene Funktion herstellen wilL Da- 
neben werden noch die Entwicklungen nach Legendreschen Polvnonien sowie 
die aus der parabolischen Inteq)o]atiou entspringcudeu Keihen betracht^'t ; 
bei ersteren wird von der Aufgabe ausgegangen, ein Poljuom gegebenen 
Grades einor reellen Funktion im anzasduniegenf daft der Mittdwert das 
Fehlerquadrats ein Miniimim wird. 

Das Kaj)itel über die Fouricrschtm Reihen bietet wesentliche Yorzilge 
gegenüber den bislierigen Darstellungen des Gegenstandes. Ks beginnt mit 
der endlichen trigonometrischen Beihe und stallt die Aufgabe, diese Reihe 
einer gegebenen periodiseben Funktion so aniupaasen, daB wiederum der 
Mittelwert des Fehlerquadrats ein Minimum werde. Daraus ergeben sioll 
die Fouriersclien Ausdrücke der Koeffizienten, und für den bezeichneten 
Mittelwert wird ebenfalls eine Formel abgeleitet. Ist die Funktion nur an 
diskreten Stellen gegeben, so erhält man aus der Fordening des Minimums 
endUohe Summenansdrttcke, m deren Bereebnung yerrollkonumiete Metbodeu 
gegeben werden; insbesondeio wird dar IGcbfllaoniehe Apparat fttr bar» 
monische Analyse besproclien. 

Die Fouriersche Entwicklung einiger analytisch definierter Funktionen 
leitet über zu der Frage nach der größten Abweichung eines angenäherten 
Ansdrueka Ton der dargestellten Funktion, eine Frage, die offenbar durch 
die ütttersuchnng des mittleren Feblerqoadrats noch mcfat erledigt ist Sie 
führt zu denjenigen Betrachtungen, die dem Dirichletschen BeAveis für die 
Konvergenz und Gültigkeit der Fourierschen Reihe zugrunde liegen. Dieser 
Beweis wird in sehr geschickter Weise vorgeführt, und der B^t der 
Foimersdien Beibe unter ▼«rwdiiedenen YoraussetEungeii in Greuaen ein- 
geschlosseu, insbesondere ancb der Best der Reihe, die entsteht, wenn man 
die eine gegebene Funktion darstellende Kurve dureb Stücke einander 
oskulierender Parabeln ersetzt. 

Hieran schließt sich ein theoretischer Paragraph, der eine schöne 
Theorie des Poiasonsdien Integrals entbKl^ aus dem man bekanntlich Bcbliefit^ 
daß eine l^liebige stetige periodische Fnnlction mit vorgesohriebener'Oenauig» 
keit durch eine endliche trigonometrische Reihe dargestellt werden kann. 
Wo dieser Satz auftritt, vermißt man den Namen Weierstraß; es wSre doch 
wohl au dieser Stelle dai*auf hinzuweisen, daß der ausgesprochene Satz bei der 
▼orausgegangenen Entwicklung der Theorie der Fouriersdien Beibe eine 
große und fiberraschende Entdeckung gewesen ist, so einfach er anch jetst 
bewiesen worden kann. 

In dem Abschnitt ühor unendliche Produkte werden die Elemente der 
Theorie der elliptischen i uuktionen ausgehend von den Produktausdrücken der 
^Funktionen entwickelt, und yon ihnen wird zu den Integralen übergegangen, 
ihnlich wie Jaoobi in den von Borchardt publisierten Vorlesungen von den 
6-Reihen ausgeht. Unser Werk entwickelt die Methoden zur Berechnung 
▼ollständiger und unvollständiger Integrale erster Gattung, inabesondere auch 
die Theorie des arithmetisch -geometrischen Mittels, im letzten Kapitel 
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w«rdMi einige der ftühenm Uiit«na«hwig«i auf Fnoktioiieii swder VariablMi 

Alles in allom kann daa Weric nadi Tttndem, Form und Lilialt Ie1ili«fl 
willkommen gelieifien werden. 

Berlin. A. Knesbk. 

Weber^ H. nsd Wellstoin^ J. Xnsyklop&dla d«r MwnantM'lIath»» 
xusük. Ein Handbncb für Lebrer mid Studierende. 1. Band: ElemeDtaie 

Algebra und Analysis, bearbeitet von Heinriob Weber. JUV u. 
447 8. gr. 8^. Leapsig 1908, B. G. Teabner. 

Der Torliegende Band umfaßt diejenigen Teile der Algebra und Ana- 
lysis, die rit>r'pn<?tand des Untorriohts an den höhem Lebranstaltpn siud, 
aber auch noch Kapitel, die auf der Schule wohl selten durohgearbbitet 
wflrden kflnnen, so einzelne Abeohnitle »nt der ZilileDtheorie, den Stormsoben 
Satsi den FondaanenttlaatB rm der WoneLenstras, die algebrusdie Auf- 
lösbarkeit der Oleidnmgen. 

Ton den in neuerer Zeit so ?:ah]rpich erschienenen Lebrbüchfrn der 
Elementar- Mathematik tmterscheidet sich die Webersche Enzyklopädie uufs 
vorteilhafteste und ganz erheblidi dadurch, daß sie ihren Stoff von Anfang 
aa streng wiasencohafUiefa, dabei aber klar und TerstiUidlieh, behanddt und 
fU»erall die Ergebnisse der neueren Forschung berücksichtigt Hervorgehoben 
als besonders interessante un-l wertvoll«' Kapitel s»nen dio exakte Entwick- 
lung des Zahlbegriä's (nach iJedekindscher Anschauung) und der Verhaltnis- 
lehre, der Fundamentalsatz der Algebra, die Anwendung der Theorie der 
Fotensreete auf die Umwandlung gemeiner Bvflohe in l]y«ma)iahleii, die der 
Gmppentheorie auf die Lösung der biquadraüsdieil Gleichungen, die Be- 
handlung des casus irreducibilis der kubischen Gleichung, der Beweis für 
die Unauflösbarkeit der allgemeinen Gleichung fünften Grades durch Radi- 
kale, die Konstruktion des regelmäßigen Siebzehnecks, endlich die Beweise 
für die Transtendena der Zahlen e und Die En^klopKdie will 
kein Schulbuch im gewöhnlidien Sinne des Wortes sein, ist aber zur Vor- 
bereitung auf den Unterricht, namentlich in den oberen Klassen, den Lehrern 
der MaÜiematik dringend zu empfehlen, welche die bezüglichen Original- 
arbeiten nicht alle selbst studiert haben, sich aber doch orientieren wollen, 
wie vom Standpunkte der modernen WiaaeoMthaft die Begrifbbildimgen, 
Methoden nnd Entwicklungen der Elementar-Mathematik au gestalten sind. 

Berlin. C. Flim 



Engen Notto. Elementare Algebra. Akademische Yorlisungon für 
Studierende der eisten Semester. Ym n. 200 S. Leipzig 1904,B. G. Teabner. 

'Ober den bihalt seiner „Elementaren Algebra** sagt der Herr Verf. 
im Vorwort seihst das Folgende: „I)ie Kapiteleinteilnng schließt sich an die 
Gleichungen der vier ersten Grude au. Die Behandlung der Gleichungen 
ersten Grades leitet auf die Determinanten zweiten Grades, auf Kettenbrflche 
nnd nnbeetinimte Gleichungen. IKe reinen Gleichungen sweiten Grades 
führen in das Studium der Newtonschen Nftherungsmethode, doi- periodisofaen 
KettenbrOdM) der komplexen QrOden ein. Bei den allgemeinen Gieichnngan 
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nraitui GnAw irardtn die Begriffe der Miahrwertigkeit, der Oleudiuiigs- 
trensfonuation, der Bislmimnaiite emgiUllirt Es folgt dann im yifiottea 

Kapitel ein Exkurs in das Gebiet der Kombinatorik; in ihm findet sidi 
der binoTnische und der polynomische Satz, die Behandlunf? der arithmetischen 
Reihen, sowie die Yorbereitung auf eine im fünften Kapitel gegebene ele- 
mentere Theorie der Detamiiiaateii. An diese Thecnie »ciilieflt mk die 
Behandlung roa linearen Oleidrangen mit mehrerm Pnbekanntea. Die 
reinen Gleichungen werden im sechsten Kapitel behandelt; naturgemäß wird 
der Begriff der primitivpn Eiüheitswur7p]n pintreführt, und es folgt eine 
Besprechung der eiufachstcu, an ihn sich katipienden Probleme. Ausführ- 
lich ist dann in den beiden letzten Kapiteln die Theorie der kabischen and 
die der biquadratischen Glmehangen behandelt Sie IBhrt sn den symme« 
trischen, den zwei* und den mehrwertigen Funktionen, zu Resultanten und 
Diskriminanten, ?n Rfsolventcn nnri zu Invarianten. Zum Schluß wird der 
Sturm sehe Satz hergeleitet.^^ Aus dieser kurzen Inhaltsangabe geht schon 
hervor, daß, wenn auch die Vorlesungen sich scheinbar auf das elementare 
Gebiet d«r Glnchongen der vier ersten Grade besebrSnkenf ihre Eigenart darin 
iHsti ht, von Anfang an jeden Anlaß zu benutzen, um in vielerlei Probleme 
der höhem Algebra und auch der Zahlentheorie ein^.uführen und dem 
Studierenden das spätere Verständnis der allgemeinen Theorien dadurch 
zu erleichtern, daß sie ihm zunächst fttr die einfachsten Fälle vorgetragen 
und erlftutert werden. Auf die wsehOpfende Behandlung deljenigm Fragen, 
die das philosophische Gebiet streifen, wie „Grenzbegriff", „irrationale 
Zahlen", etc. hat der Verf. absichtlich verzichtet. Für Studenten solcher 
Universitäten, an welchen eine derartige vorbereitende Vorlesung nicht 
gehalten wird, dür^ das Buch von größtem Nutzen sein. Aber auch 
mathoanatifloh befähigten und interessierten Primeuem, die privatim ihre 
Kenntnisse erweitem und vertiefen möchten, ist das Stodinm dieser Yot^ 
lesungen ihrer klaren, anregenden DarsteUungsweise wegen durchana an 
empfehlen. 

Berlin. C. Farbeb. 

Julius Köni^. iUnleitang in die Theorie der algebraischen Gröben. 
Leipzig 1903, B. G. Teubner. X u. 664 S. 

Die Algebra hat in der letzten Hälfte des vurigeu Jaiirhundertä sich 
m nie geahnter H9he entwickelt, und eine Beihe bedentonder Foncher war 
m ihrer FSrderong t&tig. Da von vorschiedenen Seiten die neaen Begriffe 

geschaffen wurden, konnte es nicht au.shlrihen, daß die Bezeichnungen auch 
verschieden ausHoIpn, wfil sich die Hefjriffe zum Teil nicht deckt^'U. Der 
Verfasser hat eü nun unternommen, die verschiedeneu Darstellungsweisen 
der algebraischen Tatsachen nnd Vorgänge zu einem einheitlichen Ganzen 
snsammenzuschmiedMi. Man darf wohl sagen, daß ihm dieser Versuch gut 
ppplQckt i-^t, und daß sein Buch wrsentlich zur Annahme einheitlicher Be- 
zeichnungen beitragen wird. Er schließt sich zwar in der Behandlungsweise 
durchweg au Kronecker an und stützt sich auf die Gedanken der „Fest- 
sehrift**, aber er vergißt auch die anderen Foiseher nicht und liefert setbit 
wei-tvoUe Beiträge sam weiteren Anfbao. Die durch das Zusammenfassen 
nötige Neuprägung der Begriffe macht die Lektflre des Werkes etmw 
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mühevoll, aber man gcfwinnt durcli di« iwar abstarakie, aber Uare und 
scharfe DarBtellmigsweise, die die Fragen immer bis sur letsten Allgemein- 
heit durchfuhrt, bald einen großen t^rbliek Aber die Probleme der Algebra, 

so daß man dorn Verfasser mit vielr-m Intoressp auf sfinem Wngp folgt. 

Es wird vor allem meine Aufgabe sein, die vom Verfasser gegebenen 
Begriffsbestimmuugen zu besprechen. 

Zunächst: Eine algebraische Größe wird inhaltlich durch eine Beihc von 
bestimmten mid unbestimmten Zahlen festgelegt In diesem Simie betrachtet 
der Verfasser Bereiche von algebraischen Größen, und zwar nach seim r Bezeich- 
nnnp holoide und orthoide Bcreii-lie. Bemerkt sei, daß (Vio gnnzfn Zalil< n uml 
die rationalen Zahlen tirjurtitre Bereiche bilden, abtr sie nicht erscbopfen. 
Beide Bereiche haben dieselbe Eigenschaft, ein „gewöhnliches" Additious- 
[Icommntetir, assoziatiT] und Multiplikatiottsgeseta [kommutatiT, assosiatiT, 
distribntiT^ au besitzen. Femer haben die Gleichungen a v = v/J»va 
für beliebige a, ß nur die eine Lösung v = 0. Eine Größe f, die für be- 
liebige cf, ß die Gleichung ecc = sß befriedifrt, soll absolute Einheit heißen 
und mit 1 bezeichnet werden. Ein Bereich heißt dann holoid, wenn außer- 
dem die durch wiederholte Addition entstehende Reihe 1, 1 -f 1* 1 + 1 
-|- 1, . . . die Kuli nicht entUUt, und wenn es im Bereich mindestens zwei 
Größen cc und ß gibt, für die die Gleichung — ß nicht lösbar ist. Ist 
die letzte Bedingung immer erfüllbar, so beißt der Bereich orthoid. Der 

einem holoidoi Bereich er,, zugeordnete orthoide Bereich ist J3 — • 

Später wird noch ein hypcrotihoUler Bereich erwähnt, in dem Teiler der 
Null Torkomm^ Ist in dem holoiden Bereich die Gleichung ttk^ ß Idsbar, 

so ist tt ein Teiler von ß. Zwei Größen, die sich nur um einen Teiler der 
Einlieit Unterstheiden, heißen äquivalitlt. Eine IrraJuzihir (iröße besitzt 
keine echten Teiler; eine Größe tt heißt Primf/röß' \ wenn ein Produkt aß 
nur dann durch n teilbar ist, wenn a oder ß es ist. Ein holoider Bereich 
ist vd^gtändig^ wenn zu zwei GrfiBen « und die gemeinsame Teiler babeo, 
ein größter gemeinMmer Teiler gefunden werden kann, der alle anderen 
Teiler enthalt. Dann gilt der Satz: In ei v n vollständigen Bereiche ist 
iede irreduzible Größe auch eine Primgröße. Als Beispiel eines unvoU- 
Stindigen Bereiehes wird []/ — 5] betrachtet. 

Den Schluß des ersten Kapitels bildet die Erklärung des BegrüTs der 
rdaiiveH Äquivalenz. Km Lciiter Teilbereich il des holoiden Bereiches 
bedingt eine relatire ÄquiTalenz ß^ wenn es in 17 zwei Größen 
und 91^ gibt, die im Bereich [Ä] die Gleichung ff|tt ii^ß erfüllen. — 

Bei den spiiteren üntersudinngen werden scharf Fomun von Funktionen 
untersrliiiden. Formen sind ganze Funktionen von Unbestimmten, deren 
Koefhzientcu einem bestimmten Bereiche A angehören. Werden für die 
Unbestimmten Werte aus einem Bereich B genommen^ so wird dadurch ihre 
Unbestimmtheit eingeschrinkt, und die form wird zu einer iVuiktion. 

Im zweiten Kapitel werden die Formen mit den Unbestimmten^,...,«^ 
und Koeffizienten aus dem orthoiden Bereich (Ä) betrachtet, und zwar: 
Anordnung der Glieder, symmetrische Funktionen usw. 

I'a« (Intte Kapital ht^Lnnnt mit der Teilharkeit im Formoribpreieh. 
Zugrunde gelegt wild der lnuiieciterijciie Satz von der Darbteüuiig der 
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Xoeffizieni«npirodiiHe mcLriTer Formen durcb die Koefßzienten des Fonnen- 
pro^luktes. Diese üuiorsuchungpn führen im holoiden Bereich [A] zn 
primitiven Formen. Die weitere Betrachtung legt wieder den Bereich [A\ 
ziigrunde und erledigt einfache ^tse ttbeor Bestdtanten. Es folgt eine Dtet- 
stellimg d«r Tom Verfasser neu eingef&hrton BesolTantenfonn. Nach dem 
Eroneckerschen Verfahren [Festaehiift 8. 29] wird aus einem Fotraflnsystem 
Fj des Bereiches [(^4), Tj, . . ., r^], dessen Formen 'l^n iremeinsamen Teil»'r D 
haben, ein anderes System JF'^^^' abgeleitet. Dieses System wird ebenso 
behandelt, und man gelangt nach einer endlichen Anzahl von Schnitten zu 
einem Teiler und einem GrOBenejatem Oj^^ das die ITnbestimmtftn nidit 

melir euthlli Bekannflicb fBhren die Operationeii wegen der fbrtgesetrten 

Besultantenbildong m Kongmensen. Diese werden znsammenge&fit in der 
üasolveHienform 

. . 2)W^C,^ = 0 (modd J^, . . , 

Des Verfassers Daxstellvng ist aUgemeiner als die Festsdirift; er berflcksiohtigt 
auch die Mnltiplizität. Im Anschluß hieran folgt das GlHe^mgsproiiem: 

Es sollen dem holoiden Bereich [A^ angehörige Großen |j, . . . |„ bestimmt 
werden, für die das System . . . S,J = 0 [j \, . . . k) wird. Die 

Lösungen werden gruppiert nach den Lösungen der Teitresolventen i>*^\ 
lind för jede Lösong wird eine Kette von Olncfanngen entwickelt, bei der 
jede Oleichttug immer nur eine Unbelcannte hat: 

■I>"'X-^A+l' + f . . . -= 0, G^W(X^ ! r,^^ . . . _ 0, 

Dabei wird schon auf die Mannigfaltigkeit hingewiesen, die die Qieiohni^ 

J>(*) = 0 darbietet. 

Daä vierte Kapitel beginnt mit der Erklärung, daß ein Formenbereich 
der einem bdiebigen ortiidden Bereich (A) entstammt, wohl definiert heiBan 
solle, wenn dnrch eine endliche Anzahl von Operationen jede Form als 
Produkt von Primformen hergestellt werden kann. Für solche Bereiche 
folgt die Einfühmnp der algebraisrhrn Zahlen und die Aöjunktion der 
Wurzel einer irreduziblen Gleichung, nebst den hierhin gehörigen Sätzen. 
Hier findet auch das Wort SaHmaHltäigbereiiik seine EiUSrung; die Ge- 
samtheit der rationalen Funktionen von (9tj, . . . Vt^^ wobei ^e 9t irgend 
einem holoiden oder orthniden Bi-rcii-h angehören. 

Tm näch.stcn Kapitel wird da.s aUijrmeinr Kliminationsproblnn in Angriff 
genommen. Mit dem holoiden Bereich [.4J, der wie bereits im vorigen 
Kapitel auch ein Formenbereidi sein kann, ist der orthoide Bereich (A) 
und damit der Bereich aller in (A) algebraischen GrSfien [A] gegeben. 
Dann lautet die Frage: Die durch die Gleichungen Fj{zi , . . . ^ 0 be- 
wirkte Besclirünkung der Veräiiilerlichkeit der x in {A} voUstämlig und 
möglichst einfach zu be.schreiben [Festschrift S. 93]. Mit Hilfe der Lionvilie- 
sehen Sabstitation sc '^2^t^i Inhalt der Resolventengleichung 

DD^^) . . . D^**) = 0 beschrieben. Es findet eine genaue Diskussion der 
MoHnigffdtigkeitcfi statt. 
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Als spezielle FKUe folgen BesnltanteB und DiskrindnaiitMi, besonders 
der homogenen Formen und andere hierher gehörige Fragen. 

Die beiden n&chsten Kapitel b^a&deln die liniaren ^Utg^antisrhen 

^robkme, nimlich die Gleichungen F^^ ^2^is^s ^ erfüllen, wenn die F 

s 

nnd.Z dem FwmeBhowiehe • • • ^ml aAgehSren. Hierbei konumt 

man anf die Modul- oder Divisortnsysitme, und der Satz über die Endlich- 
keit vnn Diviisorenkettc'n , bei denen jedes System in dem vorlit rrr. l;. n len 
enthalten ist, führt zur Erkenntnis, daß jede Lfisung der diophantisclion 
Gleichung durch eüie endliche Schar von Lösungen vollütiiudig gegeben 
ist Es tritt jetzt eine Scheidung in algebraische und arithmetiflche Pxohleme 
ein, je naebdem der Bereich A ortboid (^Ä) oder der Bereich [l] ist Im 
ersten Teil gibt der Verfasser die Hilbertsclien Sätie [über dif vollen 
Invariantensysteme, ilathematisclie Annalen Bd. 3(> n. 42]. Im zweiten Teil 
entwickelt er analog der vorher entwickelten absoluten Algebra eine Algebra 
relatiT au einem Piinunodvlsystem allgemeiner Art [py fi{x^\ ^x), . . . 

(jp^; • • • 'm-i)]) fk irrednsibte Funktion im Kongniensbereioli 
des Modulsystems (p, /i, • • ist. muß x^, darf nicht XiQ^k) 

und kann Xt{l < k) enthalten. Die Angabe des Verfassers, daß diese Systeme 
bisher nur für den Fall rn » 1 behandelt worden sind, ist ein Irrtum. 
[Man vergl. J. f. d. r. u. a. Math. 124 S. 121; 126 S. 102]. Dabei findet 
das ni»blem der Imewren diophantisdien Gleichungen flbr den Bereicli 
[[!]» ■ •' ml *** ^ ^ wll® Erledigung; fttr m > 4 wird wegen der 

Schwierigkeit der Rechnung von einer Behandlung abgesehen. D^r Komn-uenz- 
bereich der zugrunde gelegten Primsysteme wird als ein }is<-idolinlohJer 
Bereich bezeichnet, da die Reihe 1, 1 -j- 1, 1 -|- 1 -|- 1, . . . einmal zu ü tuiirt. 

Der letafee Abschnitt eodlidi behandelt die ganzen algebraischen ChrOfien 
und die ihnen auomieticn idecUen Zahlen. Zuerst werden ganze algebraische 
Formen besprochen, d. h. Formen, deren Koeffizienten ganze algebraische 
Größen sind. £s ertblgt die Eintühmng der idealen Zahlen als Quotienten 
einer ganzen algebraischen Form und einer primitiven Form. Dabei muß 
wagen des FeUeiis des gemeinsamen Teilens eine primitive Fonn erkl&rt 
weffden als eine Fonn, dwen Noim eine primitiTc Fonn der Unbestimmten 
im Stammbereich der Gattung ist. Nach den Teilbarkeitseigenscbaftsm der 
Idenle folgt »'ine Bestimmnn|7 des Fiindamentalsystems der Gattung und 
eines Fundamentalsystemes der idealen ürüßen der Gattung, gestützt auf 
die Erklärung eines Bereiches, der zugleich Kongruenz- uud Äquivaleuzhereich 
ist: zwei ans einem yoUstftndigen holciden Bereiche entatammende Formen 
VBd 8) soUen nach dem J^uioaltmmoditl m HqulvaUnt heißen, wenn 
es zwei zu m relative Größen und ^ gibt^ für die die Gleu^nng besteht 
Ä^Jj %^ (mod «). 

Dortmund. fl. Kühne. 

Hermanii Schabert. MatkemaLiBciie Mufiestanden* 2. Auflage. 

Leipzig, G. J. Göschen 1904. 306 S. 

Die zweite Auflage ist ein fast imverRndertrr .\bdruck der ersten Autlage, 
die vergriffen ist. Der Verf. ist seinem Waiirspruck; ludendo discimus, getreu 
gefdgt, sodaB d«r Leser, dar sich mit den Bpielarsien nnteriialten will, 
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QimierkUcli dorch die gelungene elementare Erklürung auch iu seinen mathe« 
matiscben Kenntnisspn ppfßrdert wird. Pbs Buch pnthfilt im erst^-n Abschnitt 
Zahlenprobleme, unter denen Karten-, Wurtel-, Donunokun^tstCicke usw. vor- 
kommen. Der sveit« Abachnitl bringt Ani»rdiiiiBgtpn)blflme, unter denen 
magische Quadrate, BOseelsprflnge, ewige Kaieoder lür Wochentage und 
Osterfeste usw. «dcb befinden. Auch der Mathematik^ wird bei difaen 
Problemen Anregung und Erholung finden. 

Dortmund. U. K6hm£. 



Önstave Robin. Theorie nouvell© des fonctions, ezoluslTement 
fondöe aur 1 idöe de nombre. Publiee par Louia Baff^. Paris 1U03, 
Gauthier-Villars. VI und 215 p. 

Die Einleitung dee Werkes, das nach dem Tode dee Verfassen von 
seinem Freunde Ral^ bei*usgegeben worden ist, eothUlt eine begeisterte 

Schilderung von der Neuheit und den Vorzügen der Ideen, auf die der 
Verfasser die Funktionenlohrf gründen witi Diese Ideen sind aber schon 
lange, wie man aus dem Bericht Pringsbeiius [Enc II A 1] sehen kann, 
Allgemeingut der Mathematiker. Das Bestreben des Verfassers, wenn ich 
midi so ansdrOcken darf, ist es, die IHinktionenlebre su MarithmeÜsieren**. 
Er erkennt also als Omndlaga nur ganze Zahlen und Brüche an; alles 
Irrationale verweist er in das Reich der Fiktion. Er ersetzt es st*?ts durch 
konvergente Zahlenfolgen. Er läßt durchblicken, er glaube der erste zu sein, 
der diese klare Anschauung vertrete. Das ist nun allerdings nidit sein Yer^ 
dienst; aber das elegant und lliefiend geechriebene Budi bringt nun ersten 
Male eine DanteUung von funktionentheoretischen Begriffen, in der von der 
Existenr. Piner konvenjMnfen Zahlenfolge nicht [wie man e« wolil j:t"'>vöhnlich 
der Einfachheit des Ausdrucks wegeu tut] auf die Existenz einer durch 
sie definierten Größe geschlossen wird, sondern in der in jedem Falle zwischen 
der Folge und ihrer Grense sehaxf untersobieden wird. Dies zur Sialeitung 
des Buches. — Der Verfasser erklärt zunftchst den Be^^riff der konvergenten 
Zablf-niol^fe, als einer Folge von Brüchen, deren Zilliler und Xenner gante 
Zahlen smd, bei der, je weiter man fort.ächrcitet, die Gliutier sich um weniger 
als einen vorher bestimmten echten Bruch imterschoiden. Äquivalente 
Zahlenfolgen sind solche, deren spStere Glieder sich au£erordentlidi nfthem. 
Eine feste Zahl A, die von den späteren Gliedern einer Folge beliebig 
wenig verschieden ist, heißt Grenzwert. Es wird darauf axifmerksam ge- 
macht, ob eine Folge ihren Grenzwert erreicht oder nicht. Die Wörter 
„irrationales „beliebige Größe*^ werden vermieden; es heißt inuner eine Zahl 
(gemeint ganze Zahl od«r Bruch) oder eine konvergente Folge von Zahlen. 
Die Summation einiger Zahlenreihen schließt den ersten Abschnitt. Der 
zweite Abschnitt Itriugt die Erklärun«: der Funktion einer Veränderlichen x. 
Hier werden nun wieder die Fälle scharf untenschieden. Entweder ist r 
eine Zahl (in dem erklärten Sinne) und die Funktion jf eiue üben da- 
dnrdh bestimmte Zahl; oder y ist eine Zahlenfolge, die durch se bestimmt 
ist (flhr jf hat man dann irgend ein entferntes Glied SU nehmen). Oder 
X ist selbst ein Glied einer Zahlenfolge, fiir das man selbstverständlich 
wieder ein entfernteres <llied nehmen darf, und y bietet dieselben beiden 
Möglichkeiten wie vorher dar. Betrachtungen über Grenzen und Schwan- 
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Inuigen bMadMi d€m Abschnitt Es folgt «ine Bespreclrang dsr Intsgrier- 
bariceit, Stetigkeit, Bektifizierbarkeit und Differenzierbarkeit. Die Begriffe 
werden alle scharf »imgrenzt. Die folgL-uiloii Ab.schuitte tieliandcln die Reihen 
von Funktionen und bringen Sätze üb«r Konvergenz, gieicbmäüige Stetigkeit 
usw. Als besondere FoUe werden die Potensreiben betrachtet Den Sdiluß 
bilden Fanktionen von 2 Ysriablen, unentwickelte Funktionen und die 
Differentialgleichnngen erster Ofdnung. — Die tiektOre der Arbeit ist sehr 
anregend; der eigenartig« Aufbau und die strenge und klare Fassung der 
Begriffe halten das Interesse bis zum Schluß wach. Das Buch ist ein ge- 
eignetes Mittel, sich über die wichtigen Grundlagen der Funktionenlehre 
KhuJieit stt Tenchaffen. 

Dortmund. _ H. KOhkb. 

Siiiil6 Borel. Leycn» nir lee fonctions m^romorphes. Becueillieg 
et r^digöes pttr Ii. ZoMttL Paris 1903, Qantfaier-ViUais. VI und 

iiy s. 

Diese Vorlesungen bilden eine Fortsetzung der Vorlesungen Borels über 
die fonctions entieres. Sie behandeln, nach VV tsierätraBscher Ausdrucks- 
weise, die analytischen Funktionen, die den Charakter einer rationalen 
Funktion bnben, d. h. als Quotienten sw^er besiSndig konvergenten Potens-> 
reihen darstrllliar sind. Der erste Abschnitt bringt allgemeine Betrachtungen 
Ober analytische Futiktionon. tiilmlich die Elemente ibrtr Darstellung: Potenz- 
reihe, die Mittag LettTersclie Paiiaalbruchzerleguug, die WeirrstraB?chp Zer- 
legung in Primt'uuktionen. Der zweite Abschnitt behandelt nach (Jauchjschen 
Prinzipien, die jüngst Ton Hadamard an& nene beleuditet und erweitert 
worden sind, den Konvergensradins und die an die Pole aiiknfipfenden 
Eigenschaften dfr Funktion, dir man aus der Potenzreihe scbließpn kann. 
Der dritte Abschnitt erweitert einen Picardscben Satz über ganze Funktionen 
aut meromorphe Funktionen. Der Verta.s;>er bringt den Satz am Schlüsse 
eine« langen Bewases, in dem er der Bequemlichkeit wegen versdiiedene 
vereinfachende Ausdrücke eingefttbrt hat. Da er diese Ausdrücke auch im 
Satze benutzt, so ist die Fassung, die er ihm gibt, ni( ht allgemein verständlich. 
Ich würde den Satz vielleicht so formulieren: „Es seien / eine tost^^ und 
eine beliebige meromurpiau i unktion, von denen (f imi geringerer Stärke 
unendlich wird als f. Dann werden die Dififorenasn f — q> im allgemeinen 
mit derselben Bt&rke wie f unendlich. Aber für gewisse f sinkt die Starke 
des Unendlifhwerdcns der Differenz, doch kann das höchstens für zwei ver- 
schiedene <p eijitreteu**. Betreffs der Krkliining des l^et'ritls von der Stärke 
des Unendlichwerdens verweise ich auf Knc. 11 B i. im leUteu Abtichnitt 
werden Reihen behandelt, deren Elemente rationale Funktionen sind. Oe* 
naner werden die Beihen untersacht, in denen die rationalen Funktionen die 

Form (— 1- - -f -f- • + ' j ^ = 3 — haben. Unter Annahme 

\M — aaa* / a*(« — a) 

eines regehuäßigen Wai^sens der Pole a [a, — n9^ lim n — oo] werden die 
A und l so bestimmt, daß die Reihe eine meromorphe Funktion von einer 

gegebenen Stärke des Unendlichwerdens q darstellt. Ferner werden so- 
genannte Konvergenzkurven abgeleitet, in denen die Keihe gleichmäßig kon- 
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vergiert, also glieclwpise integriert werden darf. Das führt zu einer Ver- 
allgemeineruiii,' des Cauchyschen Satzes. Einijife allgemeine Sätze über die 
genannten Keihen und einige Noten, die die neuesten Arbeiten über mero- 
mürphe Funktum«!! arwfthnenf schließen die YorliMiiiigeii. 

Dortmund. H. KOhmb. 



Emil HaentraebeL Dm Xrdaplilrold und seine Abbildung. Leipzig 
1903, B. G. Tenbner. VI u. 140 S. 

Naxib einigen allgemeinen Betrachtungen über das Geoid und seine An* 

näherung, das Erdsphfiroid, folgt die Erklärung der l^egnffe geographische Breite 
und Lilngp. Das Sphfiroid wird dann auf die Kugel ahgf^bild^'t, die die Ei tle nn den 
Polen berührt, und zwar werden einander Piuikte gleicher Länge und gleichen 
Abstandes von Aet Äquatorebene zugeordnet Die Breite auf der Kugel 
heißt redutierte Breite. Der Vergleich des Bildes mit dem Original wird 
bis ins einzelne durchgeführt; dabei werden die Ausdrücke ISngen- und 
flachentreu erwähnt, und es wird gcziic^t, duß die Abbildung nicht fläehen- 
treu ist, daß ferner die Abbildung auf <^iiie Kugnl. die das Sphäroid fsclineidct, 
zwei Parallelkreise längentreu abbildet. Es folgen Berechnungen von Stücken 
der Obexfliehe, womit der Übergang zu den 8ektion«i der Generalstabskarte 
nnd den Meßtischblättern gegeben ist. 

Der zweite Ab.si'biiitt l)ehan(loU zner-^t di<' von Mullweide durchgefülui^e 
winkeltreue Abbildung auf eine konzentrische Kugel. Es wird gezeigt, daß 
eine Kugel, die das Sphäroid in einem Parallelkreis schneidet, eine nicht 
zn breite Zone um mit siemlicher Genauigkeit darstellt. Diese Datstellnng 
ist ron Ganfi bedentend verbessert wordm. Er w&hlt einen Iffonnalpunkt 
auf dem Sphäroid und wählt als Bildkugel die durch Aq gebende Kugel, 
deren Mittelpunkt auf der Normale liegt, und die in .^4^ dasselbe Krfimmungs- 
maß wie das Sphäroid hat. Die von ihm gewählte Kugel ist durch den 
Punkt = 52*' 42'2,5325", Lq = 31« (». F.) bestimmt; sie liegt geiner 
Messung des Königreiehs HisnnoTer zugrunde und ist für die kartographisdie 
Darstellung von Deutschland übernommen worden. Außer ilir existiert bis- 
her nur noch eine zweite Gaußische Kugel für ( )sterrei('}i. !>< r Punkt 
entspricht auf der Ku!"^l sich selbst und soll Jq' heißen. In der Kuijel ist 
die Breite so gewählt, dali Öq = 52" 40' ist; in diesem Fall ist die Über- 
einstimmung zwiseben Bild nnd Original sehr groß. Am größten ist die 
Abweichung in der Nfthe des Parallelkreises B = 60*^28', wo sie auf der 
Gaußischen Kugel etwa '2' 20" lietra>rt, während sie bei der Mollweideschen 
Kugel 11 Vj' betragen würde. Die <j»außische Kugel erfüllt die Bedininingen. 
daß die Längendifferenzen L — Lq und / — ein konstantes Verhältnis 
haben, daß der VergrößerungsfiJctor m tOt den Wert 1 hat [also das 
Original in unmittdbarer NSbe von genau wiedergibt], und daß die Ent- 
wicklung von wi — 1 nach Breitendifferenzen erst mit der dritten Potenz 
von B ~ Bq anfängt. Diese Kugel wird schlieBlich durch die Merkator- 
projektion auf eine Ebene abgebildet. Zum Schluü werden wieder General- 
stabskarte und die Meßtischblätter genau betrachtet 

Die Darstellung ist möglichst dnfsch gehalten; es geniigen die Anfangs- 
gründe der Differential- und Integralrechnung sowie der Kurvenlehre. Das 
Buch kann deshalb in den weitesten Kreisen dazu beitragen, die Kenntnis 
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der Abbildung der Bidoberllttebe in Karten zu Terbreiten. Fflr die mathe- 
matische Geoi^rapbie fiillt es eine Lttcke aus, die sicbcM- fichoil viele enipfanden 
haben. Man wird auch di«:- Onindlagen dieser £nt«ickiniigen in der Frima 

ZOT Anschanung bringen können. 

Dortmund. H. Eübxe. 

Oanter und findio. Dia anaJytiMilie Ckonuteie der Bbtne. Fttnfte 
Auflag«. Leipsig 1903, 6. 6. Teubner. Vm n. 188 S. 

Es sind nur die Paragraphen über haimonifleh« Stialilen und Ereia« 
bfbchel etwas ver&ndert worden. 

Dortmund. H. KömuB. 



Salmoii- Fiedler. Aua^ytiscue Geometrie der Kegelscluutte. Sechste 
Auflage, zwmtw TeU. Leipüg 1903, B. G. Tenbner. 8^ XXIV u. 418 S. 

Die YerSttderungf die die neue Auflage zeigt, ist vor allem eine Modmii* 
aiemng der Darstellungsweise. Der Stoff ist im großen und ganzen derselbe 

gebliehen, aber in den einz.ebien Abschnitten hat unter Benutzung der neueren 
UntersiH'hnngen, vor allem in dem Kapitel über die invarianteatheoretischün 
Eigenijcbaiteii, eine Umordnung der einzelnen Sätze stattgefunden, verbnuden 
mit einer den heutigen Gewobnbeifcea mdur angepafiten Danteilungswüiäe, 
sods8 das trefflieiie Budi weiter auf der Höhe der Zeit steht 

Dortmund. H. KOjuib. 
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t Ajolgßim. und LehnätM. Ltooiigui. 
A* Anlln^ben ud Lelnllie. 

ISS« Haben die Toldrueeke des Dreieeks ABC den Inbmannttel> 
punkt zur gemeinsamen l^itze, so verbalton sieh die Badien der zogebSrigen 

Umkreise wie ß r . r « aß 

a cos s cos ^ : 0 cos s cos r : c cos ä OOS 
z s z z z z 

Berlin. E. Jaumke. 

1S4. D^montrer que tonte lozodromique de la svur&oe engeodree par 
la developp^ d'une ligne de Bibaucour, toumant antour de la directrioe 
de cette ligne, * le rayon de courbnre geodesiqne proportionnel a J'arc. 

Naples. £. Cksa&o. 

2. Bei der Redaktion eingegangene Bücher. 

Abraham, M. , Theorie der Elektrizität. 2 Bünde. II. Band; Elektromagnetische 
Theorie der Strahlung Leipzig 1905, B. G. Tenbner. 406 S. 

App>i<l, P., £l^ment8 d'analyse inath6matique. Court) de T^lcole Centrale dee 
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ItaüscB, W., Leitfaden der Elektrizität im Bergbau. Leipzifi 1906, B. 6. Teubner. 

CoavisB, J., Über eine Qruppe von 96 KoUineationen und Korrelationen. Inang.- 
Dies. StcaftbDig 1905. VI 8. 

AnMtr a«r 1l««MMfttlk wd Pfayillc. OL BaRia IX • Sft 
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SU Konstanz. Mit eiuem Bildoi« Emst Schröders. Leipz^ig 1906, B. G. Teubner. 
606 S. 

ScBBüoEK, R., Die Anfangagrflnde der Differential- und Integralredmimg. Für 
Schüler von höheren Lehrwutaltett und fkebeehnlfln nad zum Selbetantexricht. 
Mit zahlreichen übungsbeiipidea und 87 Figazen im Text. Leq^iig 1806, 
B. G. Teubner. 181 8. 

Brou, 0., und OmmsK, J. A., Einleitung in die Fonlttionenflieorie. Zweite tun- 
geurl l itßte und vermehrte Auflage der von den Verfaaeem in der „theoretiFchen 
Antihaic'tik" nicht berücksichtigten Abschnitte der „Vorlesungen über allgemeine 
Aritiunetik*' von 0. Stou. In 2 Abteilungen. EL Abteflnng. Mit llFigtinB 
im Text. Leipzig 1906, B. 0. Teubner. 35*5 S. 

Stbobki,, f., Adreßbuch der lebenden Physiker, Mathematiker und Aatrouomeu 
de« In- und Auslandes and der teeliniHchen Hilfskräfte. Leipzig 1906, A. Barth. 

Btt hm, Ch , D)urH de m^canique de FEcole PolTtechniqae. 6* Mition. 8 voL 
Paris 19Ü6, Gauthicr-Villarä. XIV et 278, 488 p. 

TnoKBoH, J. J , Elektrizität« darchgang in Gasen. Deutsche antorisierte Ausgabe 
unter Mitwirkung des Autors besorgt and ergftnst von Dr. Ehicb Mabx. In 
drei Lieferungen. 1. Lieferung. Mit 45 TVxtSgnren. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 

Wkbeh, H. und Wr.i.i.sTKiN, J. , Encyklopildie der Elementar -Mathematik. Ein 
Handbuch für Lehrer und Studierende. In 3 Bänden. Band U: Elementare 
Oeometiie. Bearbeitet tod H. Wnis, J. WaLummr nnd W. Jaoobstkai.. Mit 
2j*1 Textfiguren. Leipzig 1005, B. G. Teubnrr ' fi', ? 

Wbhseb, H., Über die Kenntnis der magnetischen ^vordweisung im frühen Mittel* 
alter. 8. A. am Weltall» Hea 11. Berlin 1806, Sdnretaeliken. Sohn. 80 8 



Beilehtlgug«« na 8. Oeft d«8 IX. BnaAa», 

S. 229, Zeile IC v. u. fehlt zTrischen den Zahlen 66, 84 die Zahl 87. 
S. 229, Zeüe 16 v. o. iat die Zahl 67 zu tilgen. 
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SitzuBgsbericlite der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 
H€miig«gelMi vom Vontande im OMaUsduft. 

31. Stlsnn^ am 25. Jmwju* 1905. 

Vorsit/(ii<ltr: Tkrr Knoblauch. 
Anwesend: 30 Herron. 

Herr Schirdewahn: liber ein besonderes rechtwinkliges Koordioateu- 
system für ebene Dreiecke (s. u.). 

Herr Wallenberg: Konatmktioneii mit Lineal und Eichmaß sowie mit 
dem Lineal allein (s, n.). 

32. Sitzung um ti. Febroar 

Vorsitzender: Herr K luiblauch. 

Anwesend: ^4 Herren. 

Herr Lampe: Nachruf anf 0. Hanck. 

Herr Reißner: Mechanische und elektrische Masse (s. n.). 

33. .Sitzaug aui 29. März 1905. 

Voi-sit/.endtr: Herr Knoblauch. 
Anwesend: 37 Herren. 

Herr Koppe: Lösung der von Herrn Zflhlke in der Sitzung vom 
14. 12. 04 behandelten Aufgabe in geschlossener Form ohne ungflltige Vor- 
Ziffeni. 

Herr Öanddi-: Heitriigp rur Theone des Fiichworks. 
Herr Zacharia:»: Über die Vierecke, deren Diagonalen aut einander 
senkrecht stehen (s. u.). 

Üb«r «ii» maehaiiiielie AoswMtiuig dw elUptUeheB TnnssondenteD. 

Von Rudolf Rothe. 

Im vierten Bande des Philosophical Magazine hat Herr T. H. Blakesie j 
eine Methode beschrieben, welche die medanische Auswertung der hyper- 
bolisch-trigonometrischen Fnaktionen mit Hilfe eines ein£Mlien planimetor^ 
äfanlidien Instnunentes gestattet. Es besteht in einem geteilten, um den 

1^ Phil. Mag. {&) 4, 288. Gelegentlich eines Referates über diese Ar- 

beit in der ZkUtehrift /tSr liutmmenttnkwude^ 84 ^ 161, 1904 habe ich einen Teil 

der folgenden Befrachtungen bereitn mitgeteilt. 

BitsoBgilMricbto d. Ileri. Mstli. Qm. IV. 2 
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SiUuiigaberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 



festen Pol 0 (Fig. l) drehbaren und durch ihn hiiulun^li versi liichbaren Radius* 
vektor OP'^ ^, deasen Snde mit einem um ihi At hse drehbaren Mi'Brü<k'lifn 

versehen ist; die Drehuugsebfne 
des letzteren liegt senkrecht zur 
Ebene der Zeidmuag. Der Be- 
rflkrungspunkt des BIdehons mit 
der Zeicbenebene werd»» nun \&a^ 
eine«? trottnlton MaBstabes ver- 
schoben, was am einfachsten da- 
durch geschehen kann, da8 ein 
die Achsenlager des BSdchens 
tragender, mit dem Radinsvplrtor 
fest verbundener Hinu iin einem 
Lineal gleitet; dann ist, wenn 0 die Ablesung am MeßräUcben, ^ die am 
B«diuSTektor, « die am Mafistab, gerechnet Tom FoApunkt des Poles, bedeutet, 

Q = Qq cofih Ö, s =* sinh ö, 

unter ifQ den Anlangsw erf von p verstanden. 

Die Einfachheit des Instruments gestattet nun eine weit allgemeinere 
Verwendung desselben, als ihm Herr Blakesley roerteilt Es seien ^ und 
9 die Polarkoordinaten eines beliebigen Punktes einer ebenen Kurve; das 
Bogenelement derselben, 

da =- Y^9^ + 9*^9*^ 

kann dann in die beiden reehtwinkligeu Komponenten d^f und d9 serlegt 
werden, sodaB 

dB — ffd^ 

ist Gleitet daher der BertUmingqmnkt P des M eBrftdcheiis auf einer be- 
lioblgen Kurre, deren Gleichung in Polarkoordinaten bekannt ist, so ist die 
Ablesung 9 am Meßrädcheu, Ton einem geeigneten Nullpunkt aus gezihlt, 

durch die Gleichung 




gegeben. Ist die Kurve im besouderu eine nicht durch O gehende Gerade 
mit der Glekdrang 

_go_ 
^ CM9* 

so wird das oben angegebene Resultat erhalten, durch welches die hyper^ 
bolischen Funktionen ausgewertet werden. 

Die vorstehenden Formeln genügen, um mitteis des Blakesley sehen 
Instruments beliebige Funktionen auszuwerten, wofern nur die Gleitkurve 

des MeOrftdchens passend gewShlt wird, Soll man t, B. die Funktion yd 
auswerten, so hat man 6 — p', d$ ifd<p » ^ h. ^ ~ f — T'q) 

zu wählen, also eine archimedische Spirale als FOhrungskurve des Be- 
rührungspunktes, ihre Äquidistanto als FtLhrungskurye des Instrumentes su 

nehmen. 
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Die meobaiiiiehe AasfBfanug dies«r Kurven als FAhniageliiieale wird 

jedoch im all^meinen mit Schwierigkeiten verknüpft sein, außer in dem 
einfach herzustellonden Fall, wo sie Kreise Bind. Dieser Fall fOhrt aber 

auf die Auswertung der 



elliptischen 



ein- 
Funk- 




fiftchsten 

Es sei (Fig. S) ein TOm 

Pole 0 um die Strecke k ent- 
f«mtfr Punkt M das Zentrum 
eines festen Kreises mit dem 
Radius 1. Längs der Peripherie 
dieses Krnses möge der Be- 
rflbnmgspunkt P des MeArild- 
chcns entlang gpfiihrt werden, 
was dadurch bewirkt werden 
kaon, daß F und M durch eine 
um jf drehbare Albidade fest 
verbunden sind. Zu einer besümmtm Lage von P gehört dann ein Radios- 
vehtor OP=q und eine Amplitude qp, welche von der Richtung OM an 
gezählt werden möge. Der Einfachheit wegen sei k nicht giöUer als Eins 
angenommen. Dann ergibt sich aus dem Dreieck OFM die Beziehung 



Flg. n. 



woraus 



k* -i- ~ 2k^ et» 9 ^ 1, 

(f ^ k cos 9 ± yi —■ sin* 9» 



folgt. Das doppelte Vorseicben entspricht der Tatsache, dafi zd jedem 
Werte ^ der Amplitude zwei Punkte P und F' des Kreises gehören. Setzt 
man OF* = q' and berftcksichtigt das Vorzeichen der Bichtungen dieser 
Strecken, so wird 

1^(4, 4.^' )^ sin« 9, 



(e) 



Sind $' die Mtsprediendeii Abtsanngen am Ifofiridcheo, so erhilt man 



1{0-B')^ktanip. 



Das Intceril i&t das bekannte elliptische zweiter Gattung, welches die 
BektifikatioQ der Ellipse bewirkt und von Legendre nüt £(91 k) be- 
sAidmet ist 

Für k^l, ^ 1^ wenn der Pol 0 auf die Peripherie des Kreises flllt, 
gehen die rechten Seiten der Formeln (ff) flbereinstimmeiid in cos 9, der 

Ponneln (0) in sin (p über. 

Würde mau daher das Instrument nut eiuei- tramiportuurartigen Vor- 
richtung sur Ablesung des Winkels q> versehen, so könnte es zur Auswertung 

der FunktioiiSB sin 9, cos 9, sin 9, k cos 9, Yl — k* sin' tp, £^9, A:) dienen. 
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Aber Mioh dM elliptaadie Inttgral «ntmr Gattung 

^9». *)- 



ließe sich mit Hilfe «Ins lustranumts durch wi«Hlfi!i.<!tH Nfessiingen be- 
stimmen, wenn mau t>ich der Lau den sehen Traiisformatiuu bedient, durch 
welche clieees Integral auf die Funktionen £(9), A-) und sin ip zurückgeführt 
wird. Beseidmet num nftmUoh den Winliel PMS mit 2^|, so eriiftlt man 
aus dem Dreie^ OFM; 

woraus 

folgt, unter der Wert 2Yki(\. + Ir) veretandeiu Andrerseits eriiUt ouui 
aber ans denMlben Dreieck: sin 9 * sin (3^ — 9). Dentmach wird 



und also _ ^ ^ j^, . 

daraus folgt durok Integration 

JE(9>i . = j-^. Sin 9 + J5(v, *) - n?», *•)) • 

Dies ist die bekannte Laudeuseluii Triiiisforination. Jiluu liilttt- also zur 
Bestimmung des Funktions wertes i'\qp, k) so zu verfahren, datl mau zuerst 
die zur Amplitude tp gehörigen Werte 6 uud <p^ abliest, sodann bei ver- 
inderfcon Modul ifc, den Wert £(7*,, Ar,) nnd danaeb 

^ (y. *) - r-!f(^ - + 

berechnet 

Oh das Blukeäle^ sehe Instrument oder auch die erweilette Fuim 
desselben für praktische Zwecke Anwendung finden würde, mag hier dahin- 
gestellt sein. Allein es schien mir wert su sein, vom rein mathematischen 
Standpunkt aus auf dio damit verbundene einfiuhe mechanische Entstehmigs- 
weise der elliptischen Transzendenten hinzuweisen. 

Charlottenburg, September 1904. 



Üb&r ein bbsuadere» reulit winkliges Koordluatensystem ffii ebene Dreiecke. 

Von O. Sehirdewahn. 

I. In beliebigem Koordinatensyston seien 6 .) a.x + h^y ^ c. (i «• 1, 3, 3) 
die Gleichungen dreier Geraden; die Ecken des entstehenden Dreiecks P|(i,m ). 
Es folgt: c^ ff,A^ + 6-^, - a<A^ + 6,.f4, oder a^{l^ - ^. ' + ^(f*,r ~' M^) - ^ 
(», X, V zyklisch in 1, 2, 3). Multiplikation mit a^a, und b^b^ und Addition 
gibt ^«|2'„i'„(A„ — = S^<"«S(^*J< ~ f*») ^' ßöiden Gleichungen wird 
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äl. Sitzung, 'ib. Jauuar i'Mb. 17 

jjenttgt durch — A, = o^jD^ f»^ — f»» ~~ ^^iD^, W3 Z)^ = a^fo^ — aj^^. 
Daher ist A,. = + A, fi, = <sb^a^a^ -\- fi. Unter Vprschiebunp «leg Drei- 

ecks um (A, fij erhält man das System {8) eines Dreiecks mit den Geraden: 

(?,) + » aa|6|(ayb^ + 0^6«) und den Eeken P«(tfa|fr.by, «^^iO««»)« 

Die Koordinaten der Eeken sind also ganz und rational in den (a^, b^), 
6 ist ein noeh wfllktlTlicher Faktor, deesen Wahl die Einheitsatrecke des 
KoordiwiiNUQrsteins ))eKtimmt. Filr ein solches System gelten zur Be- 
stimmung der wesentlichen Dreiecks- Punkte und Strecken die Formeln: 

1. Adismabschnitte der Geraden: Xi^9bf8(\ tfa|<S|, wo 

2. Seiten: a. = «\7).. ir. --^ l/«? -f b*; das Zeichen von w^ ist bestimmt 
durch das von />., da ö,. wesentlich positiv ist. 

3. FUiiäie: ±2F^ af, a,b., &?' ^ | o,, fe„ a,t,iS, j - D^JD^D^, 

4. (Seirenmiffni; JtffCiX,, J r^. 

5. SckwerpmUA: BÜ^aJbJb^^ ^^^t^nK)- 

wo ^ — S«f . 



» 



8. HöhcnfußpunkU : -f', { («A - Mi)» l^H«*'^* + ^^<) L ^vo 
i). MiUeIhte: ML^ bfj: — «<y *- — ^ oder 

10. Z/mArm; r = i^i^?^-»- ; Jf( J (3i8, - if,)» 1(85, ~ if,)), 

11. Feuerbadis Kreis: r<t» « ^ 5 ^(1 (3«, + If,), J (85, -f lf,)>. 
JB* -H y* - 2«0, — ^!f0^ - 0. 

Der Feuerbachsche Kreis geht also duich den JSulipunkt Sl des Koordi- 
natensystems. 

12. WitUfti: a) Neigung aar -X-Achse, tan 9>| = — ^ • 

Sei > 9« > so gilt b) f&r die Dreieekswinkel 

- 180 - (9, - g>|)5 



tan 



Wird der Winkelraum im Dreieck als positiv gerechnet, so erhält u\ 
pontive», w^ nnd «p^ negatives Zeidbea, die Seit«i ir^D^ und i"'i '''s^3 
werden positiv. 
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13. Wmkdhaßnerewir'. \\\) ^ = 0; IV,') — + — = 0. 

U. Beriilirunifskrmc: a) Mittelpunkte: 0(Jr^+ 2r2;,, i/, + 2rZ;,), 

0,{jf.-8r(i.-^). Jf,-Sr(2i-^)j, 

WO 22:, -J5— 2£,-2;-- 

b) Radien: — 2 j « 2r + Xri^^; 2^| 2r — + f^»,)- 

c) Krei»: + (y _ 0,)« - (jT- 0,/-^?. 

Im Bereich (o^d^trj sind alle Koordinaten und Strecken (außer den 
rational, mit Ausnutinng des 0 auch ganz. Sind die «s^, gnnae Wiirsehi 

der pythagoreischen OleiciiUDg JC* + = so ist ir. ganx, alle Lösungen 
ganz und rational für ganze <l^, b^. Sind sie Wurzeln von -\- tf* ^ ntj^^ 

so tritt nur die Iirationale Ym auf: sf)n«t nur di(> !5 Irrationalität f>n tr.. 
II. Setzt man = it\ cos 9, ™ t4\ nia «jp^, so erhält man eine trigono- 
metrische Form des Koordinatensystems. Die resultierenden Formeln 
sind ganz und rational in den cos <Pft sin 9», und der Dorebmesser des 
Umkreises gibt den ein&cfasien Hafistab. Z. B. 

xtanpf\-ff sin 9| » 2r * sin cos 9»| sin (^^ + 9,); 

Pi(2r cos q>t sin 7^ sin 9»^, 2r sin gr^ eos 9»^ cos 9»,). 

0(— ^ cos 27^1, 4- ^ sin £ipi)- + + rxcos.Äg'i — ry sin £^^^0. 

Das Gesamtsystem der Formeln ist die Ergänzung des Systems, das die 
Strecken des Dreiecks in r und den Eekwinkeln berechnet 
III. i nun in beliebigem Koordinatensystem ein Dreieck bestimmt durch 
6r|) + big » Cf. Man transformiere durch: 

oe * «I cos tt — y, sin « — I», 
y — sin a + ^} cos ff — 9, 

so wird: 

Gf) (mj cos tt -{- &| sin tt) -|- (— sin « -f- cos cf) jfj — ajß + + 

oder + J9.y, = ^ij) -f 6^3 -f c^. 

Soll das ein System {S) werden, so muB 
werden. 

Eliminiert man aber und f/, so fallt auch a weg, und man erhalt 

Dieser Bedingung wird genügt, wpnn man die Einheit des ursprünglichen 
Koordinatensystems im Verhältnis 1 : 0 verkleinert. Ist dann (r^) a^x — fcjy — tfo^, 
so gibt die Bedingung <y2c< A = X>, Z), = 2 F dt n Wert von a. Die Deter- 
minante der aj> + b^g -}- tfc^ = -f A^Bj wird Null, und man 
erh&lt fllr jede Drohung um « eine einsige VerscliiehuDg (— — q) so, da0 
das System der 3 Geraden Gf ein System (8) vrird. InsbMondere bleiben für 
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a = 0 die Größen a^, b^ unverändert. Füi- jedes der Systeme (.S) liegt der 
Nullpunkt anf dem Feuerbacbschea Kreise (vgl dessen Gleichuugsl'orm oder 
besUmme den Ort der Punkte (— j), — q))- Bei zudem die gleiehseitige 
Hjperbd xy = A^A^A^ ■ B^B^B^ betrachtet. Sie geht offenbar durch 
P,{^,.B^B,, BiA^A\ und H(- A^A^Ä^, -B^B,H^). Ihrr Asymptoten sind 
die Achsen des transformierten Systems. Demnach ist tlessen Lage bestimmt. 

Es ffibt zu jedem Drtieck unendlidt viele Gleidiungssysteme (S). hic 
cugekSriffm KoordkuUeMgsteme hdbm äU Ae^mi ^ Agpiiptoten einer dem 
Dreieck utnffesctirUbenen glckhsnli'ien Hyperbel und ofe XuUpunkt deren 
MiUdpuiiht. <h'r ituf ditn Feucrbaciiscium Kreise Vu'fjt. 

Transformiert man ein solches System (5) in ein anderes (S'^ durch 
Drehung um u und die entsprechende Verschiebung, so ist Wiukel = 4«. 

Sl mufi flidi alao zweimal den Feuerbaehaohen Kreia entlang bewegen, bis 
das Achsensystem des (S) inklusive seiner Hyperbel sich mit (I> m von i-S') 
deckt. Der Feuerbachsehe Kreis verhillt sich also als Ort iler il als Kurve 
4. Ordnung mit lauter Doppelpunkten. - Ist ein Achseni^aar bekannt, so 
ist jedes andere hiernach sofort leicht zu konstruieren, wenn ii' gegeben 
ist Die Anfgabe flnilicb, etwa die a^Aehse durdi 0 zu legen, verlangt die 
Winkel Dreiteilnng (c£ II 0). Unter den (fi) beben audi zwei Arten als 
besondere heraus. 

1. Fst (r, Achse, so ist die andere die zugehörige Höhe. 

2. Liegt Sl in einer Beiteniuitte, so wird das System der G^•. 

öj) ö, r + y 0 a,x -\-b^y = — <(, D.^ 0,) a,x — = '/j ^5 .S^. 

und (i<^ haben entgegengr!set/.t gleiche Neigungen zur dP-Acbae, die alao 
der Halbierenden des Gegenwinkels parallel liegt. 

IV. Anwendungen: « 

1. Dar- folgt 

4r»-(«« + 6»)(o» + d|)(af + 6«) 

also iat: 

4r» - Äff 4- Äf{ -f Äi? + ÄÄ« 

Diese Gleichung gibt in einfachster Weise den Satz: 

Jedi» JVnJU (f«» Fewerftoeft^dlei» Kreieee hat inhexug auf die Ecken und 
den HU^enpunkt honstante Äbstande'Quadratstimmen (TVäs^eUemoment) 4f^, 
alto hai dereti Schwerpunkt das Moment 3r*. 

Entsprechend gilt: Jeder Punkt des Umkreises hat in hezug auf die 
Mittelpunkte der Berührungskreise das konstante Träghcitsmonuni 16 r^; der 
Umkreismitietptmlä da» Moment 12f*. 

8. Sei der Umfang eines Dreiecks gegeben. ,Für ein System (S), das 
den Nullpunkt im Mittelpunkt einer Seite hat, seien die Qleichnngeo in 
trigonometrischer Form: 

d^cosqpi^ — yst&Ti — + rnn2^sin(ipi — 7t), 
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Dann ist 

U ^ 2r(sin -|- sin(9}| ~ <Pi) + sin I^^Tj + qp/)) = 2 / (siu 2^), + 2än<p,co$qp|). 

Soll r möglichst klein werden, so ist die Kl&inmcr ein Maximum. Das 
geschieht bei jedem qpj für cos qpj = 1 , «in tp^ = 0 wird zur F-Achsc, 

der Nullpunkt also zum UölvQnfuüpunkt, und das Dreieck iüt gleich- 
sebenklig. Der abiohii kleingte Wert von r ist also der. Dir den dies bei 
Wahl jeder Seitomaitte als Sl eines Systems (g) gilt. D. h. Cnter aUm 
Thricckcn ;ili hJi>n rmfnnpis liaf das gleichseitige dm IciehtUen Umkniaradws, 
Vgl Crelles Journal 128,* S. 69 u. S. 71 IV. 

3. Auf die Verwertbarkeit des Bjstems [JS) für die Lehre von den 
Kegelschnittbflndeln, die einem Drsiei^ um- oder eingeschiieben sind, kann 
hier nur unter Anflihning der grundlegenden Formeln hingewiesen werden, 
deren Beweis und Ausnui/.ung anderer Gel^nheit Vorbehalten Seien. Die 
Gieichong des umgeschriebenen Kegelsohnitts ist: 

oder 

die Tangentialgleiuhung des eingeschriebenen Kegelscbniltfi: 

i:i.d,f,9>)-0 
oder «I* + 2/}|i} + yii* + dd| + 2eif — 9, wo: 

2ß — 3d«y + 2iSi — 7(«i''t + Vi)- 
Hier sind (abc) und {ie<p) wiUkflrliche Parameter, -«i , % » 35,, 3.8^; 

In Ix'idwn Formen siud dir nnindkt'j^.'r'l'^i luiittr rlicir nipfn , welcho Sl 
und die unendlich fernen Acbsenpunkte zu Zentren halten; die Uedeutimg 

der {6B<f.) ist besonders einfach, indem \ — die Miltelpuukts-Koordinaten 
werden. ^ 

4. Die in I. konstatierte Einfiichheit der Koordinaten eines Systems iß) 
gestattet die Aufetellnng rechneriseh beqnemw Aufgaben fttr die Zwecke 

des Elementaninte) richts in der analytischen rieoraetrie derart, daß bei Be- 
inilznnsj •juadrati.sch liniicrten PapipJ"s sfotf Zeirhniin^' die Htchmingen exakt 
konti nlii rt, was fttr das Verstiindnis der Korrespondenz zwischen algebraischen 
und geoiuetrisohen Operationen von größtem Werte ist. 



Digitized by Google 



Bl. Sitrang, SS. Jahumt 1906. 



21 



Konstmktioiieii mit Uinal und Eiohmaft sowl« mit dorn Lineal allein. 

Von Georg Wallenberg. 

Der Vortragende })phandelt zunächnt im Anschluß an die Arbeiten 
yon Adler („Über die zur Ausführung geomeiriRcher Konstruktionsaufgaben 
«weiten Grades notwendigen Hilftmittel'*, Sitsinngsber. der Wiener Akndeniie 

1890, 8. 846 — 859; „Zur Theorie der Zeicheninstrumente", Sitzungsber. der 
Brvliii.'r "Math. Ges.!, 1902, 8. 26— 28\ Tfilberl („Gnindlag^^n der GeometriH" 
2. Auflage 1903) und H. Simon (..Goome Irische Konstruktionen ohn<« Zirkel", 
Zeitschr. für math. u. naturw. ünt*!rr. XXII 1891, S. 81 — 90) die Lüsuug der 
geometrischen Konstroktionsanfgaben «weiten Grades mit dem Lineal und Eioh- 
maB (einer festen Einheit sstiFckf^l sowif mit, dein auf beiden Seiten benutzbaren 
ParallßUineal allein. — Wö,.s das Parallfllinoiil anbetrifTf, so ist zu untor- 
scheiden, ob man dasselbe nur mit einrr St itt- an /.w(m gp^rchenc Punkte 
anlegen darf oder mit beiden Seiten, d. h. au jeden der beiden Punkte mit 





ng. Im. 



je einer Seite, was übrigens auch als geometrisch genau anzusehen ist Im 
eisten Falle ftllt der Konstraktionsbereicfa des Parallellineals zusammen mit 

dem des (nur auf einov Seite betttttas^ 

baren) Lineals und Eichmaßes, d. h. ps 
la.ssen .sich alle Aufgaben zweiten Gra- 
des lösen mit Ausnahme derjenigen, 

welche die Konstruktion von |/a' — 
erfordern, worin a nnd h gegebene 

Strecken sind (vgl. Hilbert 1. c); im 

zweiten Falle dagrpen lassen sich, wie 
schon Herr Adler (Wiener Ber. I. c.) 
gezeigt hat, sämilicfte geometrischen 
Koostniktiousaiifgabett sweiten Chadee 

mit dem Parallellineal (ülein lösen. 

Es seien die Lösnn<?en finifjer Aufgaben mitge teilt, die der Vortragende 
möglichst vereinfacht hat (die punktierten Linien he^eichiion das Parallellineal): 

1. Zu einer gegebenen iieraden (r durch einen gegebeneu Punkt 1' die 
Parallele in mebmi. 
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Ersti- Konstruktvm: I^urch /.wciinali^'fs b»'liel)ipps Anlegen de« Lineals 
erhält man auf G die Punkte ii, C derart, daß A B = B C. Die weitere 
LfltBDg iit die bekannte aus den hannciiiMhen Eigenadiafteii des Vierseits 
folgende Konstruktion (Fig. la). 

y.ireUe (elenunUtrr) PdrnUeUtikomtruktion: Man ziehe durch P eine be- 
liebige (lerade PA und dazu mit dem Parallellineal die Parallelen H H 
und iCC, verbinde F mit C und A mit dem Schnittpunkt J) von PC und 
HB ond Teiiftngere AD bis zum Sobnitt E mit KC\ dann ist PE die 
Purallele zu 0 (Fig. Ib). 

2. Die Strecke AB auf AL von A aus abzutragen. 
Lörnttg: Durch Anlegen des Lineals au AB und ,17. erhält man den 
Rhombus ACKD. Die Verbindungslinie von 7) mit dem Schnittpunkt 
von AE und BC\ schneidet auf AL schon AU ^ AB ab (Fig. 2). 

AiimtrhMigi Da 
SIT I CD, so ergibt sich 
aus Fig. 2 eine zweite 
elementare i*arallelenkon- 
struktion oAne Benutzung 
■ der harmonifdien Eigen* 
•chaften des Vieraeito — 
Da femer 5 // _L .4 
so re.sultiert aus Fip 2 Pinp 
Konstruktion des von B auf 
AE zu fallenden Lotes. 
8. Einen Winkel sn 
Fif. 8. halbieren, dessen Seheitel 

nicht pepehen ist. 

Lut^utuf: MaiJ /.iuhe zu jedem Schenkel mit dem Lineal zwei l'araJlelen; 
die eine Diagonale des dadurch entstehenden Bhombus ist die gesuchte 

Halbiemngslinio (Fig. 3). 

Dia sweite IGttdlong des Vortragenden 
besiebt sich auf dir ^V nkelsiimme gewisser 
Krrb^hnfjmdreicck' liaidet man ein Dreieck 
in bezug auf einen Kreis durch reziproke 
R&dien ab, so erhält man als inverse Figur 
ein ans dni Kreisen gelnldetes Dmeek, die 
sämtlich durch den Mittelpunkt des Be> 
ziehungskreises hindurchgehen. Da die Ab- 
bildung durch reziproke Radien winkeltreu 
ist, so beträgt auch in dem Kreisbogen- 
Bf' 4. dreieek die Winkdsuinine xwm Rechte. Es 

ist nun mwkwflrdig, daß dieser ^^atz, von 
der Winkelsumme eine? aus drei durch einen festen Punkt gehenden Kr-is^a 
gebildeten Dreierks <;ich, wie der Vortragende zpipt, iJirfli beweisen lii&t, 
und zwar mit tdicimyer Benaizung des Axiomes „zwei llaibkreise desselben 
Kreises sind kongruent" sowie des äties ^on der Oleiobhsit der ScheitelwinkeL 
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MeohanUclie und dektrisohe Masse. 



Von H. BfliBner. 



Unter dem Namen mochanische Masse v» rslehen wir tli»- 'l^-n NVulon- 
schen Bewegungsgesetzen un«l dem Newtonsclien Gravitationsgesetz iolgunrie 
Masse, unter dem Namen elektrische Masse diejenige elektrische Ladung, deren 
KonvektioiiMnergie in den KathodenslraUflii in Wirme und «ndere Energie- 
formen meh umsetzt und welche dem Coulombschen Gesetz der elflhtnwtatiMliett 
Anziehung prphorolit Wir stollon die folgendiüi Forderang^n auf: 

1. Die pouderomutorisehen Krättc der (Ir.ivitation und der Klrktro- 
statik sollen vermittelt werden durch den S[>anuungszustaud eines und des- 
selben Zwiscbenmedtuma (des Äthers). 

2. Die kinetische Enei^e der mechanischen und der elektrischen Masse 
sollen ans der kinetischeu Energie des sich ändernden Feldes folgen. 

3. Die in diesem Medium möglichen Störungen sollen den Maxwellschen 
elektromagnetischen Grundgleichungen gehorchen. 

Die Hilfsmittel znr Erfflllung dieser Fordei-ungen sind die folgenden: 
1. Die Lokalisterung der Ens^e für GrSTitotion and Elektrostatik 

auf die Volumelemente des ganzen Raumes. 

'2. Die Deutung der Laplace - I^oissonschen Differentialgleichung 

^ifp --^ — Inp als geometrische ßediugtingspleichung zwischen den Para- 

iiteterii benachbarter Volumelemente des Kauineü. 

3. Die Deutung der Spannungsenergie des Äthers als kinetiaehe Energie 
n i Ii H t/. Prin/.ipien der Mechanik mit Hilfe der dort aufgestellten Be> 
griffe der isozykliathcn und adiabati.sclu'n Zusfandsändming. 

4. Die Aufstellung einer kinematischen Beziehung zwischen Spannuugs- 
parametem und ätrömongsgeschwiodigkeiten im Äther, die dem einen batz 
dsr Mazwetl«Lorents8ohen Qleidiungen entspreeheo. 

5. Die notwMidig» Hypothese, daß zwar fUt die statisohen Kiftfts 
zwischen Massen die Zustandsftnderung isozykliscfa ist, dagegen adiabatiBch 
fÖr die cfhT>e11pn Feldändeningrn des Lichtes. 

Die neuen Ergebnisae bestehen in der Erfüllung der obigen Forde- 
rungen und im einzelnen in der zahlenmäßigen Auswertung der folgenden 
6r«Ben$ 

1. Des Verhältnisses von positiver und negatiTW Ladung, weldies die 
ponderable Materie charakterisiert. 

2. D*»s Wertes der Diplektrizitätskonst&nte des Vakuura.s im < ni, g, sec- 
Sjstem und damit die ZuruckfiÜinuDg der elektrischen auf die mechaui:>chen 
MaSeinheiten. 

3. Des Verhältnisses von Masse und Durchmesse des Massenatoms, 
welches gelten muB, wenn die durch die Gravitationskonstante gegebene 
Proportionalität zwischen gravitierender und träger Ma^se richtig sein soll. 

Die Anregungen zu dieser Arbeit hat Verfasser geschöpft aus Hertz' 
Prinaipitii der Veehaxdk, aus der von Heavteide, J. J. lliomson, Loren tz, 
Wiechert, Abraham, Sommerfeld o. a. eniwickeltett Elektronentheorie und aus 
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den Arbeiten über Gravitation von Rjprknpe^^. Kom*^ und Brill.') Zw M/tpfpn 
Arbeiten stobt die vorliogende Auseinandersetzunj? in einom gewisspn (if-gfiisat/, 
inflofern als die drei genannten Verfasser von der reinen Ujdrodju antik aus- 
geben, wthreDd hier das Bild des gyrostaiaseheii Äthers von FitBgereJdf Kelvin 
und Lermor^) erweitert und in seinen Folgeschlüssen ai^gelmut wird. Die 
Ergebnisse von Bjprknes und Korn jedoch umfassen keinen ppnfipend proßen 
Kreis von Erscheinungen und die von Brill gegebene Anwendung (l<r 
Hertxsclien Mechanik auf die Gravitation nach einer Andeutung von Riemann 
fahrt aufierdem zu einem nnnOglicfaen djnamisdien Modell. 

Der Mechanik von Hert-/. ist flfler der nicht un)jere(;hlig(e Vorwarf 
gemacht worden, fIriB ilirc dynamischen ModeJle etwa.s sehr Künstliches 
haben, und daü ihre heuristische Kraft von einem gewissen Punkte ab 
versagt. Z. B. wird es wohl nicht gelingen, die Warmeleitung nach Hertz' 
Prtnnipien abxuleilen und auch die von ihm selbst in seinem Werk be> 
. nutzten Bedingungen der adiabati!>chen und iso/.yklischen Znstandsänderung 
sind etwas seiner Mechanik Fremde.s. Ferner ist von Carvallo*) c» zeigt 
worden, daÜ die Anwendung der Lacrangesehen BewecunLTsgleichungen, d Ii. 
in diesem Fall der Uertzscben Mechanik aut endlich ausgedehnte elektrische 
Strftme zu Machen Ergebnissen bei bsefcimmten Leiteranordnangen fBbrt 

Bei genauerer Betrachtong ist Verf. sn den folgenden Sohlfissen inbesug 
auf diese beiden Klassen von Einwanden gekommen. 

1. Die zyklischen Eigenschaften eines Systems müssen henovirehen 
aus W^rscheinlichkeitsbetraclitungen der statistischen Mechanik. Man darf 
also die Analogie zwischen physikalischem System und dynamischem Modell 
nicht zu weit treiben, sondern muß eine vollkommen angeordnete Bewegnng 
suchen, die die verlangten zyklischen Eigenschaften hat, ebenso wie die zykli- 
.schon Eigenschaften des dynamischen Modells eines Gases aus der kinetischen 
Theorie nach Bult^munns Andeutungen gewonnen werden können. Durch 
diese weitere ZurfickfBhrang des Zyklismns auf die Statistik wird dann 
außerdem der Vorteil gewonnen, daß jedesmal ein neues heoristiBebes fi3e* 
ment liin/Aifriti. Tn der vorliegenden Arbeit deuten die Verwendung der 
isozyklischen Zustiindsiindening und das dnttiit verkiinpftc Abströmen der 
Energie auf eine im Hint<'rgrunU stehende ungeordnete Bewegung, die die 
tyklisdie Eigenschaft des Volumenelements des Raumes erzeugt. 

2. Soll eine kinetische Deutung in allen Konsequenzen stimmen, so 
muß sie sich auf Volumeneleniente ].*'zic]i.'n und niibf auf endlielio Raum- 
feile Die Nichterteilung dieser Forderung ist der «irund dafüi-, dali die 
Lagraugeschen Gleichungen nicht in allen Konsequenzen auf endliche Strom- 
kreise angewendet werden dftrfen, ebenso wie die Zustand^leichung eines 
Gast s genan ^'enommen nur bei unendlich kleinen Raumteilen als BewegwOLgS' 
Lrloiehunp gilt und eine elastische Maschine nicht einer endlichen Anzahl 
von KiMirdinateu 'gehorcht. Die Anwendung der Lagrangeschen Bewegungs- 
gleicbungen aut endliche Stromkreise führt die durch einen Querschnitt ge- 

1) V. Bjerknes, Vörie nun gen über hydiodynamisdie Femkräfte 

2) A. Korn, Eine Theorie der Qtaviti^n und der elekiriechen Encheimmgen 
auf Grundlage der Hydrodynamik, 

3) A. Brill. Über zyklische Bewegung, Math. Ann. Bd. 58, H. 4, 8. 469ff. 

4) J. Larmor, Ether and Matter, Cambridge V.m. 

5) B. Carvallo, L*eledrieiM etc., Sammlung Scientia. 



Digitized by Google 



3S. SiUuug, 22. Febraar 1906. 



25 



flossene Elektrizititsm^nge als Koordinate ein, die sich dann bei nSberer 
Betrachtung nTiüTiL'enehmer Weise als riirhf hnlonom erweist.*) 

Eine Forderung der astronomischen Mechanik scheint auf den ersten 
Blick in der fdgesiden Abhandlnng oldkt erfflUt zu seiii, daS nSmliek die 
Irinetiscbeii Snev^en mehrerer Massen Toneinander mtabliftngig sein sollen, 
daß also die linf tisc lic Tliiprgie nicht die Produkte der Geschwindigkeiten 
enthalten darf. - Tri'U'ii die Produkte vt iS( lii»Ml,.r!«T (leschwindigkoitet! auf, 
SO müssen zwischen sich bewegenden Massen ponduruniotorisuhe Krälto üiinlieli 
wie die elekti-odynanoisoben Amsiehungen und Induktionen von Btromkreiüen 
eatsteben. Verf. hat aber dureb Ansrecbnung der Koeffizienten der Pro- 
dokte der Geschwindigkeiten in der lebendigen Kraft festgestellt, lal' die 
so entstth^nilpn Kräfte bei allen irdischen Gcscliwin'li 'Vf it» n nnmeübar klein 
werden gegen die Gravitationskraft. Biese KechumigeQ .sollen an anderer 
Stelle gegeben werden. 

I. Gleiohgewioht. 

7iir Aufstellung »'inff Nahwlrktmgstheorie sind zwei Voraussetzungen 
notwendig und hinreu btiud, uänilicb die Lokalisierung der Energie und die 
Laplace - Poissonsche Differentialgleichung. 

Die bekannte lokalisierte Form der Gravitationsenergie lautet, wenn 
der Vektor (I mit den Kumponenten A", F, Z den Vektor der Feld- 
intensitllt und eine Konstante bedeutet: 

Die Laplaee-Poissonsche Differentialgleiobiing schreibt sieb: 

Diese Gleiclmngeu sind in der Heaviside • Cohnscheu i-atioualen Form 
aogeeehrieben, da von unserem Standpunkte aus der Faktor 4« keinen Sinn 
hat. y ist in den obigen Gleidiungen eine Konstante und ff ist die Dichtig- 
keit der Massenverteilung. 

Die Feldintensit&ten. 

Für eine mechaniBche Deutung dieser Gleichungen (1) und (2) muß 
man nun dev FelduitensitSt Q einen Charakter beilegen. Bine Ges<diwindig- 
kait darf aber offenbar nicht sein, denn dann würde (2) eine nicht 
honioL^nf linear»' Differentialgleichung zmschen den Geschwindigkeiten 
vorsteliüu, die nach Hertz aus Stetigkeitsgrüuden ausgeschlossen ist. 
(Hertz, Princ. § 124 ff.) 

Brill hat sie in formal richtiger Weise anfge&fit als die Gleichung 
für die Konstanz eines zyklischen Moments, also für das dauerade Yer- 
s«.'h\vindfii der auf die zyklischen Koordinaten wirkenden Krsiftc und ist 
dabei auf phjsikaliscli un/ulüssipe Bilder gekommen Hier sollen A', )', 7. 
als laugsaiii veränderliche Koordinaten, i'arauieter, augeuouimeu werden und 
demgemHfi T znnlchst als potentielle Energie. 

1) II. A. Loren ts, Maiwells elektromagnetische Theorie, finsyklop. d. Matii. 
Wis8. Bd. V, § 83. 
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Daß die Annahnu' von Gl. (2) als einer geometrischen Bedingungs- 
gleichung zwischen benachbaiiea Parametern Z widerspruchsfrei ist, 
zeigen wir tu&lebBt, indem wir die Werte Ton X, Y, X aus ihr aUeiten. 
Dato dient die VonK^ft, dnB unter Benchtong der geiMnetriiehen Be- 
dingung für das Gleichgewicht die potentielle Bneigie T den UeinBten mög- 
lichen Wert annehmen soll, 

ST^O^-yJdt j[XdZ+ rdr+Zdi?] + 9)d[div«+ Jjj, 
und da nach einer partiellen üntegration 

Jq>d (^dx =^j\6x dj, dz -J'^laxdx 

und aufterdem die Variationen von Jt, F, Z im Unendlichen Tersohwinden 
sollen, 

0 -/ [(^ - Ii) + i}- - Z) + (^- z) 

Es sind nun /war die Parameter benachbarter Volumelemente durch 
die Laplaoe - Poissonsche Gleichung miteinand» r vorknfipft, jedoch die Para- 
meter eines und desselben Volumenelements voneinander unabhängig, so daß 
wir aus der obigen H^mbulisuhen Gleichung die (olgenden drei ^eben können: 

oder in der Sprache der Vektoranalyns 
(3) S = grad q>. 

Man weiß, dafi dieee Oleidmngen (3) zummmeu mit GL (2) und den 
Bedingungen im Unendlichen das Problem eindeutig bcBtammen nnd iwar 
mit Hilfe des Newtonschen Integrals: 

X ^ 



r 



j a Arft 

i»f dx J r ' 



4«y 

oder in der Yektorform: 

(4) ^ = ^ grad pot ^. 



Die ponderomotorischen Kräfte. 

Die bekannte Betrachtung der Energie&nderung bei einer Lageftndemng 
des Systems /(>igi nun auch, daß die ponderomotoritehen Kr&fte in 
Ansatz richtig enthalten sind. 
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wo jetzt die geom«tri8cbe BadiDgnng lelion in der Form der Energie T 
befhedigt iet 

dT--yJd»L^^ d + e;y ** >y + >r ^ dz 1' 
Eine partielle Integration liefert non: 

Unter dor Voraussetzung, daß die Feldintensitäten im Unendlichen 
mindestens ao stark ?erschwinden als das Quadrat des reziproken Badius, wird: 

WO sich jetzt also das Integral nur auf die Elemente besieht, wo ^9 nicht 
verschwindet, also ponderable Masse sich befindet. 

Fuhrt man nur an einem Punkte eine Verschiebung öx aus, so wird 



Diese Energieänderung kann nun bekanntlich aut|jetalit werden als die 

Arbeit der Kraft = — C^^^J Wege dx, sodaü also die pon- 

derablen Kr&fte auf ein Volumenelement im Qleiebgewichtezustand die Werte 
annehmen 

oder in dar Beieichnnngsweise der Vektoranaljais 
(6) $-i-ci«igxad9, 

ein Ergebnis, welches das Newtoosehe Anziehnngsgesetz in sich schUeßt 
Setat man Gl. (4) in (5) ein, to erkennt man, daß die Gravitationskonatante 

ist und also für y aidi im 09$ System der Wert ergibt 

Das dynamische Modell. 

Wenn man nun dit^ Form ^1) der Ciravitationsenergie de» Vuluuieu- 
elemenis sieh genauer ansieht, so findet man, daß sie einer AuiTassnng als 
potentielle Energie erheblidie Schwiengfceiten entgegensetci Da nimlieh 

j<It^ offenbar die liißare Arbeit ist, die Ton dw Parametem des Yolnmen- 
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eloments aufp^enommen wird, haben wir es hifr mit ciuor Energie zu tun, 
die um di'ii Betraj? der äußeren Arbeit nicht zunimmt, sondern im Gefreu- 
teil abnimmt. Ein solches elastisches System ist unbekannt und, um dem 
Satz TOD der Erhaltnng der Enerke m genügen, mfliMn wir annehmoi, 
daß d«r doppelte Betrag der angeftlhrten Energie auf anderem Wego abstrOmt 

Ein inechaiiisches System, das dieser Forderung genügt, finden wir nun 
in Herit Prin-/. § 579 Ü\ in dem iso^kliscben System wieder. 

§ 580 lautet dort: 

„Wenn ein isozyklisches System durch die Ki-äfte nach seinen Para- 
metern Arbeit aufiiimmt, lo nimmt glelehnttig die Energie dee Systems 

ab und /war um den Betrag der aufgenommenen Arbeit." 

Hertz hatte das System mit isozykliscbcr Zustand.slinderung offenbar 
aufgestellt, um dip Enpr^ip eines Systems konstanter elektrischer Strom- 
kreise darzustellen. Bei diesem System nimmt bekanntlich die Energie um 
den Befarag der geleisteten ftuBeren Arbeit ab, indem sie von den ström- 
erzeugenden Elementen i>der Maschinen verzehrt wird. 

Es entsteht also jetzt die Aufgabe, die Energie dT eines Volumen- 
elementä mit Hilfe verborgener Massen und (icschwindigkeiten als die kine* 
tische Energie eines isozyklischeu Systems dai'zustelleu. 

Eft genügt dasu ein monozyklisches System und daher ist d 7* in die 
Form KU bringen _ j^^^^i 

Hierin bedeuten m die Gesamtmasse des zyklischen Systems, ü einen von 
den Parametern abhSngigen Ausdruck, ^ " die syklische Qesckwindigkeii 
Die beiden Fonnen der Energie gehen nun ineinander Aber, wenn 

was wir tun dürfen, da ja die zyklisehe Geschwindigkeit konstant sein soU. 

Elektrostatik. 

Als lieuristis-chen Versneh kann mihh nun die Forderung stellen, daÜ 
die (iravitations- und elektrost&tischeu Wirkungen durch dasselb« Aiediuni 
abertragen werden sollen, d. h. daß die beiden Energien wesensgleich seien 
und von denselben Koordinaten abhftngen müssen. 

Die elektrostati seile Anziehung unterscheidet sich von derjenigen der 
Hravit^ition nur durch das Vorzeichen dei ponderünioturischeu Kraft, d. h. 
dadurch daß gleiche Tiudungen sich iibütolien, ungleiche -^i'-h anrieh-Mi. 
wähi'end bei der Uraviiuüou Massen gleichen Yorzeichenä sich auueheu und 
solche ungleichen Tomeiehras nicht auftreten. 

Damit ist weiterhin die Form der elektri-scben Feldenergie eine 

andere, die hier im Heaviside-Cohnschen rationalen Mafisjstem den Wert hat: 

wo c die Dielektriiittlakonstante des Vakuums, eine xum VolumenelemeDt 
gehörige Konstante und Qt^ der Vektor der elektrischen Feldintensittt 
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Hier ist also die durch du Panunetar mSgmßamm» Arbeit f^ -^ 

gldflh d«r Zmialime der Energie, mid deawegen kdnnan wir, inederum nadi 
Hwts 1. C| die Energie des elektroetetiBohen Spannungssustandei als die- 
jenige eines monozyklischeUf jeirt adiabatiaehMi Sjetome deuten dnroli die 
folgende Gleicbeetsiing 

wo ö = ntOÖ = const das zyklische Moment und b — ist. 

-IT. Q 

Es soll jetzt (S^ eine Funktion von und die Anfangsenergie im 
neutralen Zusünd dieselbe sein wie im neutralen Oraritalioiil&ld. Daiaoa 
fdgt: 

^e 2 ^'e»' 

Ftener, d* f» * r ^ 

.1... 

wo ß eine Konstante. 

Führen wir auf der rechten Seite die partielle Division aus, so ar^ 
halten wir: 

SetMn wir ß « ITj^, so eigibt aieh, wenn man vorwisietrt, da0 

Uein sei gegen U^^ daß also die Indermg der Eneigie Uem sei gegen 
ihren Anfimgewert, eine Übereinstunmnng dnn^ die einfariie Beiiehang 

Daft die im Valranm ani'gespeioherle Energie, mit ffilfe deren es Para* 

niet«r&nderungen Widerstand leistet, gioB i.st gegen die durch jene Parameter- 
ibiderangen geleistete Arbeit, \ni offenbar eine durchax:.'? berechtigte Annahme. 

Man sieht also, daß bei dieser Auffassung das firavitHtionsfeld rom 
elektrostatischen sich nur durch die Art der Zustaudsüaderung uattirscheidet. 
Wlhmd im elektrostatiMhen Feld die zykliechen Geedbivmdigkeiten der 
einseinen Volumenelemente von einander nnabhängig sind uml keine Arbeit 
durch die zykli.schen Koordinaten aufgenommen wird, findet im Gravitations- 
feld ein solcher Ausgleii h /wischen den zyklischen Geschwindigkeiten aller 
Volumenelemente statt, daii jene durch das unendliche Reservoir des Welt- 
ramn konstant gehalten werAen. DaB die isozykliadie Bedingung p — const. 
analog virie die isothennisohe duroh Strömungsausgleicb entstehen muß und 
nicht als geometrische Bedingung aufgefaßt werden daif, .sieht man darau.s, 
daß sie als inhomogen unstetige Zosammenbttuge voraussetzen würde. (Hertz, 
Princ. § 124 ff.) 

Die Ladung der Materie. 

Die oben abgeleiteten Begehungen zwischen mechaniBcheu und elek- 
trischen Vektoren (Gl. 7) si^en aus, daft die Dimension der Ladung oder wahren 

SIliufriMilekl« 4. BwL HMk. Om. IV. S 
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Elektrizitätsmenge mit der Dimpusioa der Masse übereinstimmf , und gestatten 
infolgedessen die elektrische Ladung der gravitierenden Masse mii Hüfe der 
GnTitatumskoofbaiite sn bestunmen* Wena wir anBardeni die Angßbva, Aber 
Lodimgen und MaSMn der Kathodenstrahlenteildieii zu Büh deben, kdnneB 

wir auch eine Aussage machen über die Betr&ge an positiver und negativer 
Ladung, dip in pravitierender Masse enthalten sind und sich zwar elektrisch 
zum größten Teil aufheben, aber in hezug auf ihre lebendige Kraft addiüreD. 

Die wahre Ladung einer Kogel vom Inhalt t mit der räumlichen 
Dichte — t dir ist: 

l, cdiT(E«T. 

' Ks war nun nach (7): 

{6) l - -Yyi div d't "Y'^m. 

Letsteres nach Gl. (2). 

Dieses sind die Beziehungen i^wischeu Ladung und Masse im Heaviside- 
Gobnschen ratioualeu Mafisystem, das hier gewählt ist, weil es sich am 
besten der meduuiischen Gnindlage anpaBt Um GL (8) mit den an 
Kaibodenstrahlen gewonnenen ürgebniwen Tergleiclien m kttnnen, mtaen 
wir dieselbe im eleliteomagnetischen Maßsystem hinschreiben. Zur Trans* 
fomation benutat man am besten die invanante Energie. Es moB sein: 

wo 10 8 • 10^* om seo"^ die Idchiigesehwindigkeit und der Index m das 
elektromagnetiache MaBeystem bedeatet.» Daraus lieht man: 




- . dir «.T di» -l^mVn,, 



_i ]/66.e - 10-* 

wyiny S 10" 

(9) — 0,B6110-"»». 

OL (9) gibt an, daß jede Masse eine elektroinagttetisehe gemeMene 

Ladung l„ von obigem Betrage besitzt, die aber BW bri technisch nnmOg^ 
liehen Geschwindigkeiten l-i im rkbar wäre. 

Wir müssen nun annehmen, daß die gravitierende Mass* sicli aus posi* 
tiven und negativen Ladungen zusajumeuset^t. Zur Berechnung der tilgen 
Masse m sind diese Ladungen zu addieren, rar Berechnung der Qesamt- 
ladnng au snbtrahieren, sodafi wir schreiben dfirlen: 

» 0,861. 10-^^/^ + 0«. 

Nun sind aus den Messungen an Kathodenstrahlen die Verfailtaisse 
zwischen Ladung und Masse bekannt und zwar ist 
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• ^ I, " 1,866 . 10» ' ' 



tSt^ " (I, + Ü - 4,6 2 . 10- « (J, + ü , 

1,(1 - 4,62 • 10-") - 1^(1 + 4,62 ' 10-"^, 
1 + 4,62 . 10-« 

Hierbei ist wie ablich vorauagttlfelist, dftft die EAthodeostrahlmi nur 
negative Ladungen mit sich itihren. 

Wir können jetzt als Ergebnis dar Untersuchung die folgende Be- 
lutuptung ausspreebmi: 

Di« ponderftble Msterie setkt aieli ans positiven nnd negn- 
tiven Ladungen »ttinmmen. Die Ornyitntion entsteht dadurch, 
dafi Ladiinf?OTi df? eines Vorzeichens diejonip^en des Bnd<>ron Vor- 
zeichens um einen winzigen Bruchteil überwiegen und ferner da- 
durch, daß im elektrisch neutralen Feld die Zustandsänderung 
eine iaozyklisehe ist 

Die Dielektri/.itätslcoastante des Vakuums. 

Unter dpi-seiben Voraussetzung, daß äif^ Elektronen der Kathodcnstrahlen 
aus rein iif <jaiiven Lad»ntr«n bestehen, kann auch die Große der Dieioktri- 
zituiskoostaute des \ akuums im C(fs System ermittelt werden. Die Gravi- 
tationskonffeanie ntmliob gibt die Anaiebnng swiMlwn Differensen poaitaTer 
und negntiver Ladung, die Dielekfcriutfttslcönitante swiaehen rein podtiTen 
oder rein negativen Ladungen. 

Bestände die Materie aus rein nefrativen Ladungen, so \TÜrde die Di- 
elektriaitiitskoustante gleich der enUpiecnenden Konstanten der Gravitation 

sein ^ ^ Y — Ladung im rationalen Sjstem wfixde gleich Masse 

in ej^f System sein 

Nun ist andererseits nach (8a) 

— l^wYint 

nnd ans Hesslingen 

M • 1,365 • 10 V) 
M — wVint • 1,866 * 10^ •«•, 

daraus 

», — 4ffs — ^prtjMÄTW* 

I, 4nt ist hier die DiekktrisitStshonatante im imtionnlen elektrisdien 
Mafia jstem. 

Daß die Dielektrizitätskonstante des Vakuums einen so kleineu Wert an- 
nimmt, bedeutet, daß die elektrische Anziehung außerordentlich groß gegen die 

1} Siehe I. & H. Starke, Experimentelle ElektriaitUdehie, S. m. 
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GravitotioD ist und linrner nach (8 a), d«S die elektriMtetiBeli gmanmam Ladnng 

9er ponderabelen Materie %v('gen ihrer Kleinheit .sich der Messung enfedslhtk 
Durch die Angab»' df^s Wertes der DielektrizitÄtskonstantP im cfjs System 
sind alle elektrischen Maßeinheiten auf die mechanischen zurückgeführt. 

II. Iiangaamo Bewegung. 

Die statische Seite genügt jedoch zu einer befriedigenden Lösung noch 
nicht. Es muß vielmehr vor allon noch gezeigt werden, daß die Pro- 
portümalitftt der trKgea und der gnTiturendeo Maate ebe Folge unserea 
Bfldea ist. 

Die kinematische Bedeutung der Parameter ^{X^ ^t^» 

Zu diesem Zweck müsseTi wir über den Voktor (5 eine bestimmte 
kinematische Vorstellung schatten. Dieser Vektor nmü im leeren Raum der 
Bedingung div — 0 genügen, und da der Vektor der Rotation des Vulumuu- 
element^ eines kontinnierlidhen Medimna diese Bedingung erfüllt, ersebeini 
es als das nBehstlicgende, @ als die Verdrehung des VolumenilMnents und 
seine zeitliche Änderung als die Wirbelgescfawindigkeii des TOB ponderaUer 
Materie freien Äther^- /n deuten. 

Dort jedoch, ponderable Materie sich befindet, muß diese kine- 
nutiielie B«dehiuig nodi «rglart werden, entaptediend der Iiq>lMe>PoiaKiii> 
sehen Gleichung: 

)r diT C 9 

oder 

dg 

Im freien Äther ist p = 0 und deswegen ^ — 0, dort wo ponderable Masse 
sich befindet, muß sein 

at et 'dir ' rgf/ ' «gx» 

wo F^, F^,, Fj die (Seschwindigkeiteu der Materie. 

Diesen Bedingungen entsprechen wir am einfachsten, wenn wir setzen: 

(11) y^'f-y«-.fll0ttt + ^», 

wo D der Vektor der StrOmoogsgeacbwindi^eit des Äthers, S degenige der 

Materie. 

Denn bilden wir mit dieser GL }r div >» — so erhalten wir: 

ydiT««.-^*'»FjU F.?-^ 
' it *ex »djf *cs^ 

d. h. also =- 0, wenn die S 0 angenommen wird, was ja auch lichtig 

ist, wenn in keinem VolimieneUinent ^e Dilaitalioii der pondenUan Materie 

stattfinden so]] 

Man bemerke, daß nicht 93 " Ö gesetzt ist, d. h. daß nicht voraus- 
geaetzt wird, daß Äther und Materie dort, wo sie zusammenfallen, diei»elbe 
Geschwindigkeit beaitaen. 
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in <l<'r Tat wird sich ergeben, daß der Äther an der Translation pon- 
derabler Materie nicht teilnimmt, ebensowenig wiu daa Wasser des iieeres, 
wenn VV'elleu auf ihm forteilen oder nach einem Bilde toq Laruior eine 
Sduiurf an£ d«r ein Knoten sich Tenehiebt. 

All I llings schließt die aufgestellt ekinematische Beziehung (ll) eine ge- 
wisse WiUkfhlicbkeit in sich, da noch ein beliebiger Wirbelvektor hinzugefügt 
werden dürtte, ohne das Gesetz von der Erhaltung der Masse hiniUliig zu 
machen, was jedoch nur dann getan werden soll, wenn Widersprüche dazu 
zwingen* 

Die Atherströmung. 

Bei der Darstellung der iebeudigen Kraft der Matt^iie als kinetische 
Energie des Gravitationsfeldes soll zunächst als Vereinfachung angenommen 
werden, daß die Gesehwindigkeit der Materie klein ist gegen die Fortp 
pflanzungsgeschwindigkeit von Störungen im Äther, daß wir also die auf- 
einanderfolgenden Zustände des Feldes als Cneichgewichts'/ustände ansetzen 
dürfen. Damit schließen wir uns der von Hertz unbestellten Forderung 
für die zyklischen Systeme an. Betrachten wir als Geschwindigkeit von 
StBrnngen im Ätiier die Liehtgeschwindigkeit, so ist dies Verhältnis bei der 
Bewegung der Erde 

Es möge nun die lebendige Kraft der Atherströmung im unendlichen 
Raom bei einer gen^dlinigt^n Translation eines Massenteilchens bestimmt werden. 

£s sind zunilclxst auszuwerten die Strömungsgeschwindigkeiten im Va- 
kuum, wenn der Vektor der Feldintensit&t Ü und die Geschwindigkeit des 
betrachteten MassenteÜchens bekannt sind. 

Ans dem Vektor @ können wir die Wirbelgeschwindigkeiten der Äther- 
strömung sofort ableiten dnich die Gleichung (11) 

rotü- i-Ä 

Aus den q^ter aufknsteUenden Bewegungsgleiohungen wollen wir liier 
das Ergebnis Torwe^efamen, daß das Gnvitationsniedium inkompressibd ist, 
daß also 

diT D — 0. 

FOgen wir dann noeh die Bedingung hinan, 'daß die Oesohwindigkeiten 

im Unendlichen nidit schwächer sIs das Quadrat des reziproken Radius 
verschwinden sollen. dflrfon wir den Vektor 0 ans dem Vektor rot U in 
folgender Weise ableiten. 

Wir fuhren einen neuen Vektor 9t ein durch die Beziehungen 

div Ä - 0, 
rot 9 = D. 

Durch nochmalige Anwendung der Operation rot erhalten wir aus der 
sweiten Gleichung 

rot rOb vL " rot v 

und unter Berücksichtigung der ersten obigen Gleichung (div ?1 = 0) 

rot Ö = — 
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Es buin also V als das Potential der ICatseiiTeiieOiiiig rot 0 bestunmi 
werden nadi d«n Newtonschen Integral wa 



(12) 



Ä = pot rot 0 — 



Wir nelunen jetzt Mn Teüeken tob der Masse m, das sich mit der 
Gesehwindigkeit Sß bewegt Li 61. (8 a) ist fesigegtellt worden, daB sidi 

dir ponderable Matorie aus positiven und negativen Ladungen so zasammen- 
setzt, daB im Heaviside - (Johnseben rationalen Mafisjstem die Beziehung 
besteht: 



(8) 



Beaeichnen wir wiedenun mit if, die 0iebte der elektrischen Ladung 
und setsen wir als geometrische Bedingung fest, daB sieh Ladong eines 

Yoneicbras in einer inneren Kugel mit Radius r^, T^wng andtten 

Vorzeichens in der äußeren Kngolschale mit den Radien r. und Wfinden 
und zwar beide nut der konstanten Dichte bezw. — so müssen wir 
die folgenden Bedingungen vorschreiben: 



(13) 



2r? 



-Vi 



Da sehr klein ist, kann man sagen, daB die innere Kogel g^en 

winsigen Bruchteil des Volumens unter- 



die laBere Schale sieh um 
scheidet. 

Die Auäfahrung der /.ur T^nstimmung von t) notwendigen Opetatiol 
vereinfacht sieh dadurch beträchtlich, daß die Operation rotation, angewandt 

auf die Potentialabgeleitete ^ (b™^ v)» Beitrag 0 liefert Es geben 

einen Beitrag za dem obigen Integral also nur die Gr-sclirnndigkeiten der 
Materie Betzen wir, ohne die Allgemeinheit zu vennindern, 33^ und = O. 
lassen wir al»o das Ma&bentcilchen nur in der Richtung der x- Achse fort- 
schreiien, so wird zunächst der maßgebende Teil der Rotationskomponentc 



(11.) 



«>*».--«-».• 

rot l). = rot D. — 0 



Innerhalb der inneren Kugel bat mau nach (12) 



IfC 
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Innerhalb der Kugelschale 



3i 

Im AiiBcniTftUiii 

Durch die AnweuUuug der Operation rot gowmneu wir die Geschwindig- 
keiten des Äthws zu: 
Im Innenranm 

'» r» 4 3C C ' 

ff 4«e 

Im AuBeuraiuu unter Beacliluiig der Gl. 

ö, = 0, 



In dtr Kugelscluü« 



.-Vi«' 



ml/* 



Am diewn Werten der Strdmung8geschi;\-indigkeiten sieht man, daß 
der Äther in der Richtung der materiellen Bewegung ruht und daß seine 
mit der Translation ponderabler Massen verbundene Bewegung nur in einer 
Botation um die Bewegungsrichtung als Achse besteht, die innerhalb der 
Materie mit künelaiiter WiakelgeadiwindiglMit, aber je nadi dem Yot- 
seichen der Ladung in verschiedenem Drehsinne erfolgt, außerhalb der 
Mat«rie mit einer Winkelgeeohwindigkeiti die mit der dritten Potent des 

Abstaades Tom Ifonentdlehen kbnimmi Da eine sehr kleine Zahl 

(nebe 8. 36) und e wahrsobeinlicb eine sehr groBe Zahl ist, wird die 
Botation schon in kurzer Entfemong unmerkbar sein. 

Mit dem Ergebnis, daß der Äther an der Translation der Materie 
nicht teilnimmt, wird der Tatsar-lip der Aberration des Fixstemlichtes ge- 
nügt unter der nachher betrachteten Vorausset^^ung natürlich, daß das 
Medium der Newtraischen und elektrostatischen Anziehung auch die Licht- 
nbwingangen Tenaittelt. 

Die Werte der Strömungsgeschwindigkeiten des Äthers zeigen außer* 
dem, daß die Materie nicht an den Ätherelementen haftet, sondern sich in 
jedem Augenblick ans anderen primären Maasen zusammensetzt und das 
Bleibende an ihr die geometrische Bedingung und die Bewegtmgsfonu ist 
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Die kinetieclie Energie. 

Ans den obigen Werten der GeflehwiBdigfceiten kOnnen wir die 

En^rgif auf folgende WeiM ausdrucken dnreb die Oeeehwindigkeit der 
ponderabein Materie: 



wo 0 diu Dichtigkeit des Äthers l)odcut(m möge. 

Mit den Werten der Gl. (10) wird dieses Integral 



L 



wo die Ströiuungsgeidiwindigkeiten im negativen Innenranm und der posi- 
tiven Kugclschale zuaamineagefaAt werden dürfen, da es sieh um ihre 

Quadrate handelt 



Das erste Integral der Jüammer hat den Wert das zweite Jv 

t^ftl j\ — • Die kinetisdie Energie einer lissse m, die sich mit der Ge« 
sehwindigkeit 8^ bewegt, wird also 

» c»16*»Ly • r. iftf.J 2 ^ c» 6ä 2 

Nadi 8. 96 ist nun * = "^Ho"!?!^' g«?^^ auBerordent- 

lich kleine Zahl, d. h. die kinetische Energie des AuÜenraumes ver- 
schwindet gegen diejenige innerhalb der ponderablen Materie, 
obgleich sich die ersturc auf den unendlichen Baum, die «weite 
r^iif ein Atom erstreckt, and wir können die leiste Gleichung verein- 

fachen zu 

Daraus folgt zwischen Masse und Durchmeeaer eines filemeutarteils die 
Besiehnng: 

c» 

Weiterhin wird die Konstante - noch ausgewertet werden. 
Bestiinde die Masse aus Ladungen eines Vorzeichens, so hätte sich mit 
~ — 1 ergeben 

und diese Beziehung ist identisch mit dem Resultat der Elektrouentheoiie 
Ar langsame Geschwindigkeiten. 

Unsere Annahme besOglieh der Verteilung der Ladungen vecwduedenen 
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Vorzeichens bringt eine gewisse Wülkür mit sich, sodaß Gl. (14) wohl 
nur eine Größenordnung angibt. Immerhin ist die Voraussetzung zweier 
Ladungen koustauter Dichte innerhalb des Atoms die einfachste und die 
naueren Betrachtungen von J. J. Thomson aber die OleichgcwiohtlsteUiiagen 
dir Sil tinein Atom gdbOngen X4Mtii]igeii wdrde im schwierigen Frafen fftbren. 

nL Die Fortpflansung 

Bisher sind nur Bewegungen betrachtet worden, die langsam im Ver- 
hlltnis zu der Fortpflanxungsgesclivraidigkeit toq Störungen im betrachteten 
Medium Min sollten. Wollen wir nun die Forderung erfailen, daß das 
Gravitationsraediimi auch Träger der elektromagnetischen und der Lii lit- 
schwingongen sei und wollen wir den Wert der in den letzten Ergebnissen 

Torkommenden Konstanten - finden, so mUssen wir die Voraussetuing der 

aus lauter GleichgewichtanuHndm bestehenden Veränderung des Feldes 
fallen lassen und die strengen Bewegungsgicichungen des Feldes aufstellen. 
Es handele sich jetzt darum, aus der voUstftndigen Form der Energie: 

tmd der kinematischeii Besiehung awischen (f und M im freien Äther 
(8) — 7<E — e rot 

die Bewegungsgleichungen mid damit die Art der For^flanznng von 
BtAmngen kennen sn lernen. 

Eine solche Ableitung ist flbr die Sltktrilitiltslt'lirc zuerst von ^ta- 
Gerald gegeben worden und in einem Teil von Bi Itzninnns Vorlesungen 
über die Maxwellschen Gleichungen zum Ausgangspunkt r-onunen worden. 
Geht man hier aualog vor, so ergeben sich Beweguiigsgieiciiungeu, die den 
IfaxweUsehen CHeiehimgen durchaus enfspredien, aber wegen des Ißnus- 
aeifllieilS in der Gravitationsenergie, dem zweiten Gliede in Gl. (la) wiirdeu 
in den so aufgestellt.en Gleichungen die Vorzeichen andere srnn. Eliminiert 
mau z. B. dann die Feldintcnsit4it aus den Bewegungsgleichungen ndt Hilfe 
der kinematischen Beziehung, so wftrde eine Wellengleichung von der Form 
entrtehwi: 

Dieser Wellengleichung entsprechen nun aber wegen der ungleichen Vor> 
7.ch-hen auf beiden Reiten keine reell perioflischen Funktionen, sondeni man 
mußte zur Integration Expouentiailunktiouen negativen Argtunents ver- 
wenden. Eine eingeleitete Störung würde sich also mit Dimpfung ausbreiten. 

In Wirklichkeit jedodi sehen wir, daB die Störongen in dem Medium, 
das die Gravitatiim vennittelt, sich als Liebt bemerkbar machen, und daB 
die Lichtschwingimgen ohne Dämpfung im freien Äther rein periodisch vor 
sich gehen Ks scheint also, als ob das hier gewählte mechanische Modell 
versagte. Lnnnem wir un^ jedoch, daß es sich beim Licht um auBer- 
ordenttteh sehndle Znstaadsftndemngen handelt and bedenken wir, daB der 
iso^Uische Ansi^eich bei dieser Schnelligkeit vielleidit nicht möglich ist, 
ebenso wie bei den viel langsameren SchaUschwingnngen ein isoth^ nniscber 
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Anagkieh nicht stattfindet, so werden wir daia geHllirt, bei den billionen- 

ninl in (\('r St'kuüde pi-folffond^Ti Lichtschwingungen adiabatische Zustands- 
andening vorauszusetzen und die auf S. G umgewandelte adiabatische Form 
der Energie hier zu verwenden. Die Energie nimmt dann nach dem dort 
Aiuei]i«iderge»etxten die Fonn an; 

Leitet man Iii» raus und aus der kincuiatischen Oleichung ( 8) die Re- 
wegungsgleichungen ab, so gelangt man zu (ileichun^'en, die den Maxweil- 
sehen in j^er Beziehung entsprechen, und da die elektromagnetische Licht- 
theorie wohl heaie unbestritten lumelit, dtmit su dran Ei^bnie, diB dM- 
mXtm Medium, welc^ die Cbavitation Termittelt, aueh die EigenMÜiaft 
bedtit rein transversale Wellen foiimpflanien und zwar in der von der 
Optik geforderten Weis*». Erinnern wir uns nun noch, daß der Äther, wie 
auf S. 39 ge/eigt, an der Translation der Materie nicht teilnimmt, 80 ge- 
winnen wir eine weitere Bestätigung durch die Tatsache der Aberration des 
Fizsteniliditee. ^, 

Bs sollen mm zwecks Berechnung <U i oben gebrancbten Koostante - 
die I^owepungsgleiohungen wirklich aufgestellt werden. 

Durch Anwendung des Hamiltonscheu Prinzips ergeben sich, wie man 
bei Boltzmann nachlesen kann, die drei Gleichungen 

-••-Ö-rot«, 
c 

welche msanunen mit den kinematisehen Gleichongen 

^ «1 e rot 

die Maxwellscben Gleichungen im freien Äther und damit aUe ihre folgen 
wiedergeben. 

IKiferentieii man einen der Oleidiungss&tie nadi t und eetrt ihn in den 
anderen Gleichungssstz ein, so gewinnt man die bekannten Wellengleielningen 

— — rot rot tt — — 

Aas dieser Form- der Wi llengleichungen sieht man, da& die Fort- 
pflansung^fesohwindigkeit von Wellen im Äther ist: 

e 

Seteen wir diese gleidi der Lichtgesehwindigfceit, so haben wir 

= (3 10'®)*(cm««ec- 

und die oben benntste Konstante 

^ . ^le* «. 9 • 10*»- 1,19 • 10* - 1,072 • 10". 
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Seilen wir dienD Wert in das Ergebnis der GL (14) ein, so eriislten 
vir in Grumnen und ISeiitinieteni* 

Die Hasse befindet sieb also in den Atomen im Zustande enonner 
Dicbtigkeit 

Trotsdem die vorhergehende Untersuchung als leitoides Prinzip allein 
<lie Mpchanik henntzt hat, l rt^nfirt ?i(> sieh doch in engem Aii*;ohlnB an die 
neuereu Versuch© einer ülektromagnetifecben Begründung der Mechamk von 
W. Wien, H. A. Lorentz, J. J. Thomson a. a. Wie allerdings das niebt 
unwiebtige Schlu^Ued Aber die Art der ZustandsUndening des Alliers nnd 
damit der f borgang von Gravitation zu Elektrostatik in eine rein elektro- 
magnetische Begründung eintreten müßte, kann Verfasspr nicht übersehnn. 
Beiden Methoden gemeinsnm ist jedenfalls die Anschauung, daß för die 
ponderable Materie die Newtonscheu Bewegungsgesetze nur nSbenmgsweise, 
allerdings mit aoBenndentlicb groBer Annlbening erfUlt sind. 



YiaiMke mit nehtwinkligem Diagonalen. 

Yen M. Zaobarias. 

Die Vierecke, deren Diagonalen auf einander senkrecht stehen, werden 
in der elementaren Euklidiscben Geometrie nicht als besondere Art be- 
bandell Soldie Vierecke wurden suerst Ton dem indiscbtn Hafhematiker 
Brabmagupta (geb. 598 n. Cbr.) betracbtet.^) Die von ihm nntersucbten 

Vierecke sind jedoch zugleich Kreisvierecke, so daß wir es hier mit einem 
speziellen Falle zu tun haben. In neuerer Zeit ist noch eine andere bo- 
sondere Art von Vierecken mit rechtwinkligen Diagonalen behandelt worden, 
nimlicb solche, deren Diagonalen zugleich diesebe Litnge habaL*) Über 
den allgemeinea Fall der Vierecke mit reehtwiiddigen Diagonalen ist in der 
Literatur wenig zu findtn. Sporer hat nachgewiesen, daß diese Vierecke 
die einzigen sind, deren umgesi }inel)ene Rechtecke alle untereinander ähnlich 
sind.') Neuberg hat gezeigt, daß die Spitzen ähnlicher gleichschenkliger 
Dreiecke^ die man Aber den Seiten eines Vierecks mit rechtwinkligt-u Diago- 
nalen naeb anfien konstruiert, die Etkm eines Vierecks mit gleich langen, 
aber im allgemeinen schiefwinkligen Diagonalen sind.^) Er erwähnt femer 
<lip U'i'lit ersichtlitlie Eigen:=!fhaft , daß die Summe der Quadrate zweier 
Liegenseiten gleich der Summe der Quadrate der beiden anderen Gegenseiten 
ist. Ich möchte heute Ihre Aufmerksamkeit auf einige andere Eigenschaften 
dieser Vierecke lenken. 

ABCD sei ein Viereck, dessen Diagonalen AC und BD sich in dem 
Punkte F rechtwinklig schneiden (Fig.). Ein» merkwürdige Eigenschaft 
dieses Vierecks findet man, wenn man in den Kcken auf den Seifen Lote 
errichtet. Den Schnittpunkt der aut BA in B und auf DA in D er- 
richteten Lote nenne man A^. Dnreh zyklische Vertaosdittng der Bncb- 

1) Cantor, Gewbichte der Mathematik 1, 610. 

Colli gnon, C. R. de TAmoc. Pran^. 1891. 8. a. diese Sitsuogvber. III, 71. 

3) Arch. d. Math. ii. Phys. (2) IV, 3-23—834. 

4) Matbeiis (2J IV (i894>, »68— 271. 
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stabcn A , R, C, D ergeben sit h entsprechende Definitionen dor Punkte ii^ , 
C| und D^. D& ÄBÄ^ und ADA^ rechte Winkel sind, so ist ÄÄ^ ein 
DnrolimeMer des TTmkräses des Draiecks ÄBD* Ihitspnehendes gilt Ton 
den Strecken BB^y CC^ und DT>i. Der Umkreismittelpunkt des Dreiecks 
AIU) h.-ißr 3f,, (leijeiiige des Drei.-rks CBD heiße Mc- BD i^t die 
gemeinsame Sehne der beiden Kjeise. Mitbin ist MaMc LBD oder 
MaMv II AC. Aus der Proportion AMa - M^A^ == CMfiMvC^ iolgt daher 
Ai^Ci II AC. Ebenso ergibt sich BiD^ || BD. Das Viereck AiBiC\Di hat 
also auch rechtwinklige IMagonalen. 

Aus dem eben Bewiesenen folgt femer, daß in den Dreiecken BDA^ 
und ByD^A je zwei entsprechende Seiten parallel sind. Die beiden Drei- 
ecke sind also ähnlich und ähnlich liegend. BB^^^ DD^ und AA^ gehen 




aibu durch einen und denselben Punkt. Da dasselbe für Je drei der vier 
Linien AA^^ BB^, CC^ und BD^ bewiesen wwden Icann, so 9(^iMidm akk 
alle vier in einem Punkte. Dieser merkwürdige Punkt des merecks ABCl) 

lieiße Fj. Wenn man in einem Dreieck von einer E' kf nns die Höhe und 
den Umkrcisdiirchmesser zieht, so liegen diese bekanniiieli symmetrisch in 
bezug auf die entsprechende Winkelhalbierende. Da nun AF eine Höhe 
des Dreiecks ÄSD und ÄAi der Dnrehraesser dee Umkreises ist, so liegt 
ÄAf oder AFi symmetrisch zu I i Diagoualo AC in bczuir auf die 
Halbierungslinie des "Winkels BAD. Wir wollen deshalb AF^ die Winkd- 
gegengerade von AF nennen. Dann kennen wir den Satz au.sspret'hen : 

I. Stehen die bmim Diagonaleti eines Vierecks auf einander senkrechl^ 
SO s^neidm ikh ikr« itier Wimkelgegengeraden m mtem AmMr. 

Dnrch den Punkt i\ gehen noch andere bemerkenswnte Linieii. Man 



Digitized by Google 



tS. BiteoDg, S9. Mbm 1905. 



41 



bezeichne den Schnittpunkt der Gegenseiten AB uud CD mit »V, denjenigea 
von BC und DA mit T. Dann sind SFy BF nnd Ci^ drei durch einen 
Punkt gebomdA HiAimiiTtmleii des Dr«i«<^ iSBC Kaeh einem bekannten 
Satse der Dreiecksgeometrie*) gehen die drei Winkelgegengeraden dieser 
Transversalen wieder durch einen Punkt, den Wwkelgegenpunkt von F. Die 
Winkelgegengera/l'^Ti von BF und CF sind aber BF^ und f^Fj. />/« in 
S und T konstruurUn Wmkeigcgengeradm von SF und TF gehen aiso auch 
iureA dm Amtt F^. 

Bieeer ünurtand fiUirfc m. einer einfachen Deutung des Punktes F^. 
F und sind Winkelgegenpunkte der Dreiecke SBC und TAB. Dann 
sind aber F und F^ nach einem bekannten Satze') die beiden Brennpunkte 
zweier Kegelschnitte, von denen der eine dem Dreieck SBC^ der andere 
dem Dreieok TAB «ingeechrieben ist Diese beiden KegelsdinÜle haben 
anHer den gemeinsamen Bremiponkteii F und noch swei gemeinsame 
Tangenten, nämlich AB und BC. Ein Kegelschnitt ist aber schon durch 
die beiden Brennpunkte und eine Tangente eindeutig bestimmt. Also sind 
die beiden Kegelschnitte identisch. Demnach ist F^ der zweite Brennpunkt 
eines dem Viereck AB CD eingeschriebenen Kegelschnitts, der den Diago- 
nalensobnitlpnnkt snm Brennpunkte hat Der Inhalt des 8atMS I Ittßt ddi 
also auch in folgender Form aussprechen: 

IT. Stehefi die beiden T)iagonah^n nnes Vierechi auf einander senlrprht, 
so läßt sich iti das Viereck ein KegdsdintU bes^reiben^ der den Sdinütj^unlt 
der Diagonalen eum Brennpunkte hat. 

Die einem Tiereek Angeschriebenen Kegelschnitte bilden eine einlkeh 
unendliche Mannigfaltigkeit, die als Kegelschnittschar bezeichnet wird.- In 
df'r Lehre von den Kegelschnittscbaren wird bewiesen, daß das ans den 
Geraden AC. BD und *S' 7' orebildete Dreiseit für jeden Kegelschnitt der 
Schar uiu Toldreiseit ist, und daß die Mittelpunkte aller Kegelschnitte der 
Schar auf der geraden Linie liegen, welche die Ifitten der Diagonalen des 
Vierecks verbindet.^ Aus der erst«n Eigenschaft folgt, daß fär den Kegel- 
schnitt mit dem Brenn[>nTtVte F die Gerade ST die Polare des Brennpunktes, 
d. h, die Leitlinie, inithiu das von F auf ST gefSlltc Lot die Achse ist. 
Femer ist nach der zweiten Eigenschaft der Mittelpunkt M dieses Kegel- 
sefanittei der 8<^ittpnnkt des eben genannnten Lotes mit der Verbindongs- 
linie der DUgonalenmitten. Der Po^ct F.^ ergibt sich sodann sehr einladi, 
indem man FM über M hinan«; nm sich splVist verlängert. 

Es fragt sich, ob die im wesentlichen gleichbedeutenden Sätze I und 
II umkehrbar sind. Zunächst ist aus dem Vorhergehenden ersichtlich, daß, 
wenn die üet Gegengeraden der Diagonalen eines 'Viere«^ dnreb einen 
Punkt gehen, ein dem Viereck eingeschriebener Kegelschnitt mit dem Brenn- 
punkt F existiert. Da die Geraden AC^ BD und ST ein Poldreiseit dieses 
Kegelschnitts bilden, so sind AC und BD konjugierte Strahlen des zu F 
gehörigen Strahlsjstems. Nun ist aber bekanntlich das zu einem Brcnn- 
ponkte gehörige Strahlsystsm stets rirknlar, d. h. je zwei konjugierte 
Strahlen stehen auf einaiider senkrsdii^) Mitbin ist notwendig AC A-BD. 
Also gilt die ürakehiung: 

1) Steiner, Geeeumslte Werke I, 198. 

8) Steiner, a. a. O. I, 194. 

8} Schröter, Die Theorie der Kegeiscbuitte 147, 27(». 
4) SehrOter, a. a. 0. 190. 
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IIa. Schneiden sidt d4t vier Winkelgegmgeradm eine» Viereds» m d waw 
FmäeU oder, wo» das»elbe i»t, läfit tkh t» cmi Yieredt ein Ke g e U dm UI he- 

»ehreibeftj der den SchnUlpurUcl der Diagonalen tu einein Br mi ^p Mikte hat, 

80 stehen die Blayoyxalen des Vierecks auf einander senkreckt. 

Bekauntlicli liegt bei jedf'm Kegelschnitt der Fußpunkt des von einem 
Brennpunkte auf eine Tangente gefällten Lotes auf dem ScheitelkreiM. 
Darauf folgt: 

m. Stehen in einem Vkredc die Diagonalen auf einander senkrectä, »o 
Heften die FußimnJde '!er ron dem JHogo nale H t dm it^ m kt e amf die 8eden 
gefallteff 7 ofe auf einem Kreise. 

lila. Liegen die Fußjmnkie der ton dem IHagotudenschmtipunkie eines 
Yieredt» rntf die Seiten gef!Saten Lote auf einem Kireiee, eo stekw die Dieigo- 
nalen dis Vierecks auf einmeder senkrecht. 

Zum Schluß will ich noch vier bemerkenswert p gerade Linieu augebcn, 
die durcii den Punkt f'\ r^-fhen. Wenu man in einem beliebigen Vipmk 
AB CD iu A und B aui AB und in C und i> auf CD Lote errichtet, äo 
büclen die Piudcte A* und B\ in denen die beiden ersten Lote die Qerade 
CD schneiden, und die Punkte C' und D\ in denen die beiden teWen 
Lote die Tlerade AB schneiden, ein Viereck A' B' C D\ Jas dem gegebenen 
Viereck ähnlich ist. Den Beweis fiir diese Behauptung will ich seiner Ein- 
fachheit wegen übergehen. Errichtet man aul BC m B imd C und auf 
DA in D nnd A Lote, so bilden die Sdinittpunkte der beiden ersten Lote 
mit 1}A und der beiden letscten Lote mit BC, die Punkte B'\ C'\ D" 
und ä'\ auch ein dem gegebenen Viereck fthDliches Viereck A" B " C" D" . 
Ist nun AB CD ein Viereck mit rechtwinkligen Diagooalex), SO haben die 
beiden Ähnlichen Vierecke dieselbe Eigenschaft. 

Da AF eine BShe des Dreieelw ABD ist, ao adineiden rish die beiden 
Lote von B anf AD und ron D auf AB in einem Pttokte N der Diago- 
nale AC. Da nun AA' P ND und AA" \\ NB ist, und da sich femer A'D^ 
AN und A" B iu einem Punkte schneiden, so ist ^ AA' A'^ /\ NDB^ 
folglich A'A"j DB\ ebenso beweist man, daß C' C" \ DB ist. Die beiden 
Dreiecke A*(T B und ATCB liegen demnach peiepektiviteh in beang auf 
den unendliob fernen Punkt von BB. Die Schnittpunkte ihrer entspredien- 
den Seiten müssen daher in einer geraden Linie liegen, d. h. der Schnitt- 
punkt von A' C" ufH A" C' liet'T auf Af^ TH^ Heiden Dreiecke A'C'B^^ 
und C'A 'B sind demnach ubeulaiis perspektivisch iu bezug auf die Ge- 
rade AC. Die Verbindungslinien ihrer entsprechenden Ecken müssen also 
durch einen Punkt gehen, d. h. A'C\ A"C" und BB^ treffen sich in einem 
Punkte. Dasselbe läßt sich von A'C\ A"C" und DD^ beweisen. A'C' 
und A"C" gehen also durch den Schnittpunkt von BBi und DD,, d h. 
durch jPj. Ebenso ergibt sich, daß B' D' und B" D" durch gehen. 
Der Bu/idtt ist also der gemeimatne DiagonalmschtUttpunkt dir beiden 
ähnlichen Vierecke A'B'C'D' tmd A**B"(f'B". 
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Über die günstigste Form des Gittert rägurs, ein Beitrag aar Theorie 

des Fachwerks. 

Von £. Sindor. 

1, EiMktHff, — Pie l^raxu hat schon längst nachgewiesen, dafi 
der Haierialniifträiid der Tragwerke von der Fonn des FMfawerkflS sehr 

abhängt. Es ist uns jedoch noch nicht gelangen, durch theoretische üntsr^ 
suchnngen auf die f,nlnstigste Form zu kommen. Die diesbezüglichen Sehwierig- 
keiteu sind sehr groB, zumal nicht nur die Zahl der theoretischen, sondern 
auch die der praktischen Variabein sehr grofi ist. Außerdem sind einzelne 
Fragen, wie s. B. Wahl der Qaersehnitte, bssehrlnkte Anzahl der Profilei 
also Ansnntsong des ^raterinls, und damit die SpannnnipTerhaltnisse teilweise 
willkürlich, vom Konstaikteur abhängig; laater IVagen, die in die T^^'ffil 'q g 
nicht mit hineingezogen werden können. 

Alle Untersuchungen dieser Art können demnach nur mehr oder weniger 
angenäherte sein. 

mt der folgenden Arbeit lege ich eine all^meine Theorie vor; erlanhe 
mir aber noch zu bemerken, daß ich bis jetzt die Frage nur teilweise, 
nämlich für einen einzigen Belastimgszustand gelost habe, also z. B. für 
ständige Belastung. Dagegen ist die Methode ganz allgemein, also auch 
für stati^h unbestimmte Systeme geeignet. 

Die Anfgabe, die ich mir gestellt habe, lautet: 

E» iii die Spannweite sums gegliederten Tragwerkes gegeben. Man SoU 
für einen gegebenen Belmtnngazustand die Furm dfs Fachieirka 80 bestkumeit, 
daß der Materialaufwand mnnögiich ein Mm im um un-dc 

%, Die Mdhode der Lösting. — Da* Pnuzip der Losung beruht auf 
der Anwendnng des Prinnps der virtaeUen Verrfiekongen, welches besagt, 

SttmiHlbnIebta d. B«rL Math. Om. IT, 4 
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daB die Arbeit der Äußeren Kr&lte £Fd gleich der der inneren Krüfte ÜS^JSf 
äeiu muß. Da 

wo $^ — Stabltnge, — Qaenchnitt, — ElutiatitBmodul des Stabe« i 



und die Beantprudning 0^ 



90 ist 



(1) -2-1;;: -2'! '■'■v 

F,..«. ist der Kubikinhalt <los Stahes i (K,) iintl 7=7, hleiht, im Falle daß 
das Fachwerk aas homogenem Material besteht, konstant =^ J^'; dann isfc 



E 

<r. ist, wie schon erwähnt, von vielen Umständen, und zwar, abgesehen 
vom Konstrukteur, haupts&chlich von den vorhandenen Profilen abhängig. 
Wir kOnnen immer einen Mittelwert 0 finden, so daß 

(2) 2?tff iC, - o^ZK^, und 

Die BerleutuTig von <y* ist sehr einfach. Wenn wir die K- al*« parallele 
Kräfte ansehen, welche von einem willkürlich gewählten Punkte 0 die Ent- 
fernungen besitzen, dann 
isfe0*die Entfemong derMittol- 
\x9A£Ei vom Punkte 0. Da 
ntiTi (t innerhalb gowi-^^er 
Grcuzeu als willkürliehe Zahl 
angeschen werden kann, so 
kann andi 0, wenn sich um 
AJE^ Ändert, innerhalb dieser 
Oif-nzen, den praktischen An- 
te) rderungen genügend kon- 
stant angeuummen werden, 
und da ZK^ =- JT, der Kubik- 
inhalt des Tragwerke^ so ist 



1 

\ 




\\ i^ii 




1 


J 






l"i 1"» 
• 'h—i^ — «>— — — ^j;^ — ' 


r "' — — J 




(4) ZPi - ^ 



wobei, mit Rücksicht auf das 
Vorhergesagt f^, mir P, ö und K 
ab Variable angH.^tihen werden 
können. 

Soll ein Minimum wer- 
* den, so muß ZV^ < >n ^fhii' 

mumtcerden. Es herrscht aber zwischen £Pä und der Form des Cntterträgers 
ein sehr enger Zusammenhang. 

et) Handelt es sidi um gkkhflfrmig verteilte Beltstong, dann ist P 
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direkt proportional dem horisontalen Abstand der Knotenpunkte des be- 
lasteten Gurtes. 

ß) Die Durcbbieguug der einzelnen Knotenpunkte (d) des untersuchten 
Ourtes ist auch hanpisSelilidi tob der Fonn des Trigers abhängig. 

Führen wir die von Mfiller-Breslau eingeführten elasfisrhen Gewichte 
(tr) ein fdic in df»n einzelnen Knotenpunkten angrpifpn), so sind bekanntlich 
die Wert« d die von den ir-I/a^fm onceugten Momente des einfachen Balkens 
an den einzelnen Kuot«upuukteu. ^Fig. 1.) 

Es seien die hortsontalen Alwtinde der Knotenpunkte des belasteten 
Gurtes (z. B. Untergurtes) a^y a^^ a^^ . . , usw., ff sei die Belastung pro m, 
dann ist nadi «) 

(6) P,-(«, + «^f; P,-.(*i. + a,)f} J>. - K + ajf usw.; 
so da8 

wo F der Flftcheninhalt der in Fig. 1 gezeichneten MomentenBäche Lot. 

Um daher die giinstiffste Form des Trägers zu erhaUm, hroHtkm mr 
nur F auf rin Mmimum gu bringen (bei konst. g). 

Um der Aufgabe n&her treten zu können, betruchteu wir zunächst 
die «-Werte. (Es ist selbstverstlndlicbf daB wir, praktiseber RQeksifiiitea 
wegm, den Abstend der Knotoipunkte des belasteten Onrtes konstant machen.) 

Betrachten wir einen Gitt^rtrBper. Es mögen die Lasten an den 
Knotenpunkten des Untergurtes angr^if^n. Handelt es sich dann um die 
Durchbiegung des Untergurtes, so ist nach Müller-Breslau ftU- den m-ten 
Knotenpunkt, welcher die Entfernung x vom Unkm Auflager beiitsl (siehe 

Rg. 1)» 

ß \ iw-ten I 

wobei \ die Neigungswinkel des ) Untergurtstabes gegen die 

a 1 m-ten ) 

Horisontale, \ die Beansprtuuiungen des } üntergurtstabss 

<y„ + J m ^\ -tcn| 

sind, un l A ^ dif Änderung des von dem m-ten und m -f 1-ten Untergurt- 
stabe gebildeten Wmkels ^ ist 

IHe Ar die Firaxis besonders wichtigen Ftile sind diejenigen, bei 
welchen der belastete Gurt 

a) horizontal ist (z. B. bei Brücken), 
ß) gerad]i?n!? ist (bei Dächern). 
Für o) ist dann 

(8) ^ -AO, 

und (Ür ^), wenn ^m^i^ ^^"'^^ 

(9) ier^--A*. 
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A & ist bekanntlich eine lintiare Funktion der Kotangenten der dem 
m-ian Knotenpunkt b«iuMihbaiten Dnieckswinkel und d«r «•Wart« der dies« 
Dreiecke «hiB^ießendtn Stftbe. Ganz allgemein kaqn man bei einer 

gest'tzm&fiigen Gliederung des Trap\vfirkes als eine Funktion der die Form 
des Tragwerkes cha> akteriäierenden Gröikn a, ßy ^, . . . und des Abstandes 
de» m-ten Knotenpunktes vom linken Auflager x ausdrücken, so daü 

(10) «;^ = /Xa, /J, y, x). 

Zur leichteren Darstellung der Momentenfläche dieser Einzcllasteii werden 
wir eise derartige kontinnierUche Belastung über die ganze Üffonng des 




Tr&gers legen, welche dieselbe Momententiäcbo hervorruft wie die t<?- Lasten. 
Diese fielastungsfläche muß so beschaffen sein, daß der in Fig. 2 gezeichnete 

FlUcbeuteil von x — ^- bis x -\- ~ gleich dem w^^-Werf« s^i. 

y ™ ilf(x) sei das Gesetz, welches die Belastuugskunre befolgt Es ist 
dann nach dem äatz von Rolle: 



wo 



(12) 



Es ist aber ft mer 



(13) 
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(U) 4+|)_^(._£)_<.^,. 

Betraelitfln wir Gleiehung (12), so folgt = ay ^— ^ und duaus, 
wenn man $ angenähert x gleichsetzt, 

(15) w^-\- C^a^ix). 

Wenn aber — 0, 10 irt «loh ^(x) — 0, und dttMtt lölgi, daB 

ir^ = ai^{x)^ oder 

(16) y-.^(*)-.Ä!, 

die Gleichung der Belastungslrarve. 

Diese Bf-Iastunpr wirko auf einen eiofachoD statisch besUmmteii Belkeu, 
der die Stützweite l besitze (Fig. 2). 

o) Die Querkraft ftir einen beliebigen Querschnitt g, der den Abstand x 
▼OD der linken Auflager-Beaktion A beatit) isl 

(17) ^(«)-^-/Vd«. 

&) Das statische Moment für denselben Querschnitt 

» 

(18) M{x)^ Ax—Jy{x — k)dk. 

c) Der von den Momentenordinaten gebildete Flttcbeninhalt 

t l X 

(19) ^^^^ * ~^ " ^^^'^ **** 

I 

Es ist »ber bei sjrmmetrisdier Belwfcong J*^t^ und y«»-^, 
demzufolge f f g 

(ao) i», - '^'^ ^dz^jdxj wjx ^i)dx. 



wobei « i in SU aotsen iit 

Nun erhalten wir aus demjenigen Werten der Variabein a, ^, y, . . ., 
welche I\ za einem Miwimntn niachen, die gttnstigste Form des gesoohten 

Trägers. 

Bemerkmg: Wenn wir gleiolneitig noch die Bedingangsgleiehcmgen 

(21) yj(a, ^, y, . . .) = 0, /?,>-,...)=. 0, .. . g).(«, /3, y, . . .) — 0 

erftillen, so bilden wir bekanntlich, um zu einem Minimiym ni macheai 
die Funktion 

(22) Ä - + ViVj + v,v, + • • + 
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deren erste pevtielle Ableitungen 

(23) -^-^ = ™ « ^ 0 

geaetatt, uoe mit den gegebenen Bedingungegleichiingen diejenigen Werte 
von a, /3, und v^, v,, . - -t geben, die tu einem Minimum 

mnehen, fialiB such die Bedingung erflUlt ist, dn£ 

(24) d^a da- + . . . -f 2^^^ dadß-i--^^ 

beetindig positiv ist. 

Wenn in die Mitte des Tragwerkes ein Knotenpunkt des belasteten 
Gnrt^s füllt, also infolge der symmetrischen Anordnung des Trapwerkes, so 
tritt in der Mitte ein ein, welches nicht das Gesetz aller anderen 
befolgt In diesem lUle ist 

(Ää) ^c^ = Uq -[- w^{j)) 

7M sft/cn, wnbi'i icj/) iloni (Jo.sftzc allor aiider^'n ir Werte folgt, so daß die 
Kurve y— >;<( ') bestimmt werden kann. Es wird dann eine EinzellMt Uf^ 
iu der Mitu: auftreten, deren Moment in bezug auf die Mitte 

(26) Jt,-i^L 
und deren Momentenilicihe 

Die endgültige Homattenfilche ist dann 

(28) F=F, +F„ 

welche wir zw oinem Nfinimum nnu'bpn. 

(Absolutes Minimum, das in Wirklichkeit niemai& auttreteu kann, wftre 

es, wenn 

(29) a) F,^F,^0, ß) F, ^ - F^) 

3. Anwendungen. — Beisinel 1. Es soll die (jiiustigste Höhe h und der 
(jUnstigsie Knotet^mkiabstand a des in Fig. S geteii^nek» Botraüdträgen 

enmtteU werden. 

Gegeben: die gleichmäßig verteilte Last pro m. : ^; Spannweite: L 
Untergurt sei belastet 

Da der Untergurt boiisonta] ist, folgt 

(30) . _ A 

Treten nun in den Btäben 1, 2, 3, ... die Spannungen ö,, ö,, öj, . . . auf, 
so ist (wenn E der Elastizitätsmodul de» Materials ist) nach Müller-Breslau 



(81) 



£ A ^ ^ («j — «i) co%« + (tfj — ^) cotgy + 
+ (*e — *») ootg a, + — Og) €oljg/l|. 
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Da mm aW 

cotgy — «rtgyj — 0, «otg « — cotg«| — oo1;go^ >» ^, 

cotg^ = cotg ^, = cotg ßi — 

(32) JE? A * - K - •J,) * + K + ((J. - 0,) ^" + K - a,) 

T 
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80 folgt: 




Flg.». 



Nefameo w an, daß alle gezogenen Stftbe (2, 3, 6, 9) diosellm Bpannnng a, 
die gedrflckten Obeignrtstäbe (4 , 7) dieselb« Spannung — und die ge- 
dilkckten Vertikalen (1, 5) dieselbe Spannnng • ^ beatien. Dann ist: 



und 
(33) 
und 
(34) 



^ ".tfj « ■» «9 « ff, 



— ^ — — ^» 

^;A*--(ff + «,)f 



•4 " — — 



Es sei konstant; dann ist auch konstant ESne Ananahme Uldot v 
in der Mitte, wo 

JE? A «"» — (tfg - <fu) « otg + (a^ - <fio) cotg 

+ (<y„ - öa) cotg §^ + (ffis ^ cotg y-f, 
+ («»i* - «13) cotg 4- (öH - «15) cotg 
4- - öi4)cotga, 4- (öl« - <yi7)cotgy,. 



(36) 
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Da nun 



(86) 



eotg cotg Y« ^ co*^ ys CO*» ri " 

80 folgt 



(37) 



£ A 2(ft + a)^ - 2(^, + 



a 



Sb ist ilao + wobei 

C3ö; = ^[(^1 + «)^ + 2 Ce, + i]- 

DemDBcli ist luiser sbitisidi beetimmter Balken durdi die Einxellaslen tc^ 
gleiebnifiig belastet (siebe Fig. 8) und «war mit der konstanten Belastung 

p <= pro m. Die Momentenflftcbe (DnrobbiegnngsMche) derselben ist eine 

Parabel mit der Pfeilhöbe gi)^" und dem Flächeninhalte 

(39) 

Anfierdem ist nnser Balken in der Hitte dureb die Sinzellast belastet, 

U' l 

deren Maxüualmoment "j^ i deren Momeatenfl&cbe 



(40) 



F - ^ ■ 
* 2 2 2 



n 

g Wo- 



Es wird daher die ganze Biegoageflldie 



(41) 



Ist die Felderzahl — n, so ist a — and 

' n 



(42) 



4' £ 



'[ij[(f. + <') + ^L^«. + «) + — r^»"] 



Es tritt fttr die Variabein h and n ein Miniwunn ein, wenn 

(43) 



dF_ , 



8« 



«.0 
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(44) 

Ana Gleiclumg (44) folgt 

(45) 

ist » dann ist 

(46) H - oder 

Ans Qleichimg (43) folgt: 



2h _ iQ,-\-tt h 



«0. 



»-o,7j^-o,7 



(47) 

Ist dann 

(48) 



* 1 A + ^(*+2'n)n 
"'"1/ + • * 

ist r 



Aus Gleichung ) erhält iiiari ij/^ ~ '* \ ^ " Gleichung (17) 

eiogesetzi| ergibt: 

» -^/"^(t)' r(i+^^ «»^ » - »-(j + f,) ««d — 0- 

Dieses Resultat niü?;srn wir Cur Praxis umwnnHfln. Wir mnrrt 
€nifii(/i : es ist ticevkmäßig ti so klein wie tnöglidi amunehmm. Es ffilt dann 
für h die Gleichung (47j oder (48). 

Bemerhuiff: DaB fllr di« Variabeln h nnd n die Fnnlitioii F an der 

c V rV 

Stelle — - =0 wirklirh ein Minimum wird, das /eigen «) die zweiten 

partiellen Ableituugeu von F nach h und w; |5() die daraub gebildete 
Hessesche Determinante. Nämlich , da j ^ j < j <f 1 und 1 | < 0 j t so ist 
Ar jeden poötiveii Wert von h und f» 



(49) 



dA' chdn 

a*F a»F 



>0. 



0,54 



Ist 3 der kleinste Wert von so ist naeh Gleiehtiag (48) ^ 

der größte Wert von j. Für » — 10 ist 'j = 0,195. 
Ee seien z. B. 

i — 10 w, so ist- A— 1,95 »«, 
i 36 „ „ „ Ä = 7,05 „ 
1-100 „ „ „ /» = 19,5 „. 

Beispiel 2: Es soll die 0imtigste Xcigtin;/ (h r FiiUuugsstiihf l ines Pcwalki- 
trägers von der Höhe h und der Feldlängc a untersucht werden. 
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Voranss*f>t7tiii<."'i: : Der ITulergurt sei bolastet,. x SPi die horizontale 
VersL'liit'bung der Knotenpunkte des Obergui't^s gegen die des Untergurtes. 
Dann ist tiir den Knotenpunkt m (siehe Fig. 3j, wenn wieder die gezogenen 
Stftbe die Spannung o, die gedrflekten CH)ei:gurt«tftbe die Spannung — (i, 
und di« gedrficUen Veirtikalen die Spumung — ^ beaitxen; 

(50) J5 A * = — + <y) cotg«' — (pi + ff) cotg ß' — + 0 ) cotg y' 

~ (Ci — Qi ' «^«tg «' + (ff -I- Q^) cotgß' 4- (ö — tf) cotg y' 

- - cotga'(Pi + ff) - + ff)ootgy'— (^, -f tf)(|^ + ^^—^ 

Und da rr^^ = — A so ist ü»^ tmabJiäi^iff vom x, also wm der Neigung 
dif FüUungssMhc. 

Für die Mitte gilt npn 

EA^t = - 4- a)cotgß' - + <y)c-otg«' 

— (Qi + <T)eot.gy' — (oi — 92'><'otg 90» 

— (pi ~ pjjcotgyO^ - ipj + 0» cotgy' 

— (et + tf)cotg/3' — (e, + ff)ootga' 
+ ff)cotgil>' - 2(«| + ff)cotg«' 

oder 

(61) £ A ^ + tf)«otgi5' - 1 [»(^ - ^0 + a(ft + e)]. 

Setsen wir — , so iti 

(62) ü; A - - 2(9, + (J) cotg^' - (p, + 0). 

Wie wir gesehen haben, sind alle anderen tc„ -Werte von j8' und x unab- 
hängig; da i(\ — A ^^ ist, so wird die Durclihiegnngsfl&che für denjenigen 
Wert der Variabein ß' ein Minimum, fllr welchen A ein Minimum wird, 
oder wenn cotg/}' ein Minimum oder ß' ein Maximum wird. Für diesen 
Fäll haben aber die FäUmgstU^e gMehe Ifeigmig, 

e) Btktpid 3: Es soll hd horißontätem Untergurt die gOnsHgtie Form 
Obcrfr'>'f''s fnuittelt werden. 

Voraussetzungen: a) Die Felderbreite a sei konstant: ß) die Füllungs- 
stftbe seien teils vertikal, teils diagonal; y) die Kräfte greifen am Untergurt 
an. Li diesem Falle ist wieder I9„ ^ A ^, und (siebe Fig. 4) 

A ♦ — — (^j + cotg « — (ps + cotg ß 

— (qi + «J) cotg «, + ( — 9,) cotg ßi 
(58) , + (ö -r Vj) *^otg + (ö - ö) «otg ßi 

- (e* -f «) (cotg f<, - cotg|3) - (^1 + tf)ootga| + (^i + ei)cotg A 
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Dft aber ^ cotg/iJj (si^he Fig. 4), so ist, wenn 
(64) A - + ö) (ootg ^, - ootg «i). 

Die ailerganstigste Form des Obexgnites ist aber diejenige, bei welcher 
A » — 0 oder 

(56) «f, - ft. 

Also mflssen die Dreiecke Ä^A^B^^ A^A^B^f . . . gleiohschenklig sein. 
Sefaen wir J^^^ — y^, B| B^ — J9, so folgt Ä^ * + ^i^t* 

- A^B^* - - ^, oder 3{ + a» - jff; ebenso ^ + «*- fj-jj + 2a« 
lind im allgemeinen |^ » + na*> Da na » « die Abssisse ist, so folgt: 

Die Endpunkt der if- Werte Hegen daiter om/' einer I^arabeL 




Wenn die Eudvertikale = 0, so ist die Gleichaog der Parabel 



(67) 

2rMra«s »eUH Man, daß mU dem Woäiten im a Mcft die PfettOhe 
der JPianM wäeheL FOr die Mitte des Trigers aber trifft dies wieder nicht 
au. FOr diese Stelle ist nJbnlioh (siehe Fig. 4) 

p A - 2[- (^ + tf)cotg^' - (e, + tf)co<|g«'- (ft + tf)cotg«; 

Nehmen wir wieder angenähert (»j — ^, an, so folgt: 

Ä A ^4 - - 2(ft + •)(co^(J' + cotg«;). 

Da ß* durch y^^.^ mAoh Mliegt, wird A^^ und damit anch ir^ um so 
MeMwr, je größer 
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Anwendniigwi der ]lM8eiuradiiktloii«ii nMb Beye und muih. Poinsot 

Von E. Skutsch. 

Zwei Masscnsjsteme heißen nach Reye*) äquivalent hinsichtlich ihrer 
Trägheitsmomente, wenn die letzteren ftlr jede Ebeno des Raumes den 
gleichen Wert hahen. Die Massensysteme haben dann auch gleiche Schwer- 
pimkliBUge und gbiclie Hasse, ünter dem IiinfliiB gleicher oder statiadi 
KquiTaleoter*) &ftfte»ysteme — aleo nadi wrsiehendem auch ihres Gewidits — 
iiad gleichen B^dingungea uutenrorfen, fUuen sie die gleidien Bewegungen 
am und für die Bestimmung etwaiger Reaktionen kaben die nftmlichen 
Gleichungen Geltung. 

Jeder starre Körper läßt sich naek Heye durch mindestens 4 Massen» 
punkte Iquivalent ersetsen, nnd zwar liegen dieselben in den ficken eines 
beliebigen Aotipolartetraeders zum Cnlmannsdien Zcotralellipsoid. Wird 
der Kftrppr zur ebenen Scheibe, so wird "in^ A dieses Ellipsoids Null, 
uud es genügen zum Ersatz schon 3 Masscupuukte in den Ecken eines 
beliebigen Antipolardreiecks zur Culmannschen Zentralellipse. 

Da0 Beyescbe Äquivalenzen, wie Bontk*) bemerkt, oft mit Vorteil 
angewendet wQrdeu, den gegebenen Körper mit einem anderen zu vertauscheUi 
dessen Bewegung sich Ifiifhter findori lilßt, scheint die Literatur nicht 7.u 
bestätipen. Routh solhst gibt — in autfallpndcni Gpgpnsatz zn dem Heich- 
tum an Beispielen äquivalenter Systeme im Kapitel ./riägheitsmomente** -— • 
nur 2 ziemlioh dtlrftige dynamische Anwendungen des Soheibraefsatses nnd 
diese merkwürdigcrweiso in dem bipitel TOn der ebenen Bewegung, trotzdem 
„eigentlicli" kein Fall ebener Bewegung vorliegt und bei solcher, wie wir 
sehen werden, die Reyeschc Äquivalenz überhaupt ihre Bedeutung völlig 
verliert. Von räumlichen Anwendungen wüßte ich in der Tat nur den 
Ersatz des synunetriscben Kreisels dnrdh 4 Hassenpnnkte nacfaPoggendorff 
nnd Koppe anzuführen. Da Herr Koppe*) eine rotierende Scheibe — 
von gleichen Hanpttnigheitsmomenten — befrachtet , so nimmt fr die i 
Punkte selbstverständlich in der Bcheibenebene nn und zwar gleichmäßig 
verteilt auf dem Umfang eines Kreises, der den i)ülaren Trägheitshalhmesser 
j der Scheibe zum Halbmesser hnt, nnd jeder Slassenpunkt eibllt den vierten 
Teil der gesammten Sokeibenmasse m. Es bedeutet aber kaum eine Komplikation 
der Betrachtung, wenn man der Sohwungmassp auch noch ein endliches 
Trägheitsmoment mt" inbe/.ug aui" die zur Kreiselachse ^.etikrecht^^ Schwer- 
ebene zuschreibt. Man braucht dann nur noch einen tÜntten Massenpunkt 
' im festen Punkte A der Kreiselacbse, der den Scbwerpunktabstand a habe, 
anzunehmen, die vier Hbrigen aber nunmehr in der Antipolarebene zu 

d. h. in der Entfernung von der Schwerebene. Von der Masse m entfällt 



1) ZeitHchr f. Mathem. u. Phys. 1865. Bd. X S. 4SS. 

S'' Zwei Krät'tcsysteme heißen äquivalent oder besser statisch äquivalent, wenn 
jedem von ihnen ein und da.'<selbe Kräftesystem Gleichgewicht hält, b. z. B. Somoff, 
Statik II S. 323. 

3^ Dynamik der Syeteuie starrer Körper I, 1898, S, 136. 

4) ZeiUchr. f. U. phye. u. ehem. Unterr. IV. Jahrgang, 1890/^1, S. 76. 
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der Bruchteil — , _^ • n? auf den festen Punkt, der Rest auf die übrigen 
4 Massenpunkte, die infolgedessen minmdir auf einem Kreis vom Halbmesser 

^ * *j «unmehmen sind. 

Bei der Bewegung einer trägen Scheibe in ibrer Ebene*) kommen nur 
die Trägheitsmomente um Adisen senkrecht Slir Bebeibe, d. b. die polaren 
Trägbeitsmoinentt", in Betracht. Infolgedessen genügt bier nacb inner ge- 
legentlichen Ueiuerkung von Poinsot*), di»- nie beachtet worden zu sein 
scheint, eine viel einfachere Äquivalenz, die icii im Gegensatz zu der Rey eschen 
die Poinsotsdie nennen will. Die polaren TMgheiismomente nreier Sdieiben 
stimmen nSmliob offenbar flberein, sobald es die Masse m und die polaren 
Trägheitsmoment^} mi* um den Schwerpunkt tun und di»' Scliwerpuukte 
zusammenfallen. Man kann also z. B., da vier Bwlingxmgen zu erfflllon 
sind, eine träge Scheibe durch 4 Massenpunkte ersetzen, deren Lage man 
willkOrlieh angenommen bat Diesen Weg seUlgt neuerdings Heir Witten- 
bauer') ein, um z. B. die Hassenvirkung der Pleuelstange beim Kurbel- 
trieb graphischer Behandluag zugänglich zu machen. Es kommt in solchem 
Fall, wo mehrere Scheiben gelenkig aneinander hängen, nicht auf weitgehende 
Besciiräukung der Ersatzpunkte an der einzelnen Scheibe an, da die Ver- 
legung Ton Maaseiqwnkten nach den Gtolenkmi dm Vorteil mit sich bringt, 
dafi die Punkte ndüießlicb doch paarweise nisammen&Uen. Nacb Poinsot 
kann man freilich jede beliebige Scheibe schon durch zwei Massenpunkte 
iMj und ntj ersetzen und dabei sogar noch die Lage des einen von ihnen 
willkärlicb annehmen. Der zweite muB dann selbetverständlich auf der 
dureh den entoi bestimmten SekweraolMe Uogm und avar auf der andern 
Seite des Sdnrevpunktes 8. Beaeicbnet man ihre Sebwerpunktsabstftnde 
mit a und 6, so muß sunKdiit sein 

«H(a-|-5)-m6j «j-w^^^; 

Das Trägheitämomeut der beiden Masseupuakte mbezug auf den Schwer- 
punkt ist 

— + 

Da dies gleich mi* sein soll, so hat man 

ah - 1^. 

Die beiden Punkte liegen also inyers inbeaug auf einen Kreis mit 
dem Halbmesser t und dem Mittelpunkt <S'. Die so einfache Erkenntnis von 
der gegenseitigen Lage dieser beiden Bedaktionspunkte und der Verteilung 

1) Auf welcüwKOzperByateme die folgenden Betrachtungen anwendbar sind, 

bleibe hier unerörtert. Jedenfalls gehören dazu alle solchen, welche eine Symmetrie- 
ebene parallel zur Ebene der Bewegung haben, d. h. die überwältigende Mehr- 
sahl der technischen Konstruktionen. 

2) Liouvillp;^ Jmmuil IM;'?, Sur la percussion des corps H. 294. 

ä) Zeitschr. i. Mathem. u. irtijn. li^U4. Bd. 60, S. 67. Auch Herrn \V itteu bauer 
•ebeint die Poinsoteehe Beaerknag unbekannt geblieben au «ein. 
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dar Muae auf sie fQbrt zu auflerordenfüch amchanlielieii LOrangMi der ein- 
soUttgigian Aufgaben. 

Schon Poinsot leitet die roduzierte Peiidcllängf» d^s physischen Pendels 
daraus ab. Lp^rt man immlick den einen Keduktionspunkt in den Auf- 
biingnngspuQkt, dessen Entfciaung vom Schwerpunkt a sei, so liegt der 

andere in der Entfprmuif' ' unter dem Si^liwerpuiikl. Da der iTstere als 

- ii 

ruhend aul die Bewegung keinen Kiniluü bat, so vrird das physische Pendel 

zum niathematischen mit der PendeUftoge a • 

Die Reaktionen an der Aufhängungsachse des physischen Pendels sind 
in dor technischpn Mechanik für die Berechnung der Glockenstühle wichtig. 
Die Formeln von Köpcke und Keck für diese Kräfte wurden von Herrn 
Schupmann') durdi «in sdifinei Diagramm der Aoflagerdnicke eiglnit 
Die bisher gegebenen, nielit gerade ftberrachtlichen Ableitungen kOnnen ver- 
mittels Poinsot scher Massenreduktion ganz erheblich vereinfacht werden. 
Unter Beibehaltung der obigen Bezeichnungen haben ynt in den Auf haognnge» 

punkt den Bniehteil ■ , Vi *» der Glockenmasse m sn legen, im Schwingonge- 
mittelpunkt aber, d. h. im Abstand — ^ — von der Auf hingnng die Ifaeae 

— ,— 7 , m anzunehmen. 

Den Auflagerdruck kann man aus zwei Komponenten ausammensetzen, 
deren eine, von «14 herrührend, unveränderiudi gleich iN|^ und senkrecht 
abwSrte gocichtet ist, iriUirend die «weite, der Auflagerdruek des mathe- 
matisf^en Pendels mit der Masse m,, noch jn bestimmen ist. 

Ein mathematisches P*hk1<'1 von der Masse tn^ und der Länge 7 schwinge 
bis zu einem Winkel y über der Horizontalen aus. Im Augenblick, wd es sich 
um den Winkel 9 unter der Horizontalen befindet, ist seine lebendige Kraft 
bsw. die von der Schwerkraft geleistete Arbeit 

^^^^ — m^gl (sin 9» -f siny). 

Die Auflagerkraft, die beim mathemaiiscJim Pendel selbstverständlich 
in die Richtung des Pendels fUlt, setzt sich zusammen ans der Zentrifugal- 

kraft tmd der in die Pendelriditiittg fallenden Komponente m^g sin <p 

der Schwerkraft, sie ist also 

3 m^g (sin 9 + sin y) -j- m^g sin (p = in^g (3 sin i;p + 3 sin y). 
Trftgt man ihre Werte von einem Pol 0 aus auf den einzelnen Pendel- 
richtungen ah, so erhält man ein Dla^nmm der A\iflagerkräfte dps mathe- 
matischen Pendels und zwar der Gleichung zufolge in Gestalt einer Pasralsi-hen 
Öchneckenlinie. Die Auftragung gestaltet sich sehr einfach, da die iiiudpuukte 
der von 0 aus zunSdist abzutragenden Strecken 3 »4 y sin 9 auf einem durch 
0 gehraden Kreis liegen und der zweite positive oder negative Summand 
2m|^ sin f nnverftnderlioh ist 



1) Deutsche Bauzeitung 1875, 42tt. Eine sehr saubere Zeichnung des 
Sehupmannschen Diagramms hat Henr ICohfahl in der Zteoh. d. Ter. Dratsdi. 
Ing. im geliefert 
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Dieses Diagramm gilt aber nach obigem auch für das physische i^endel, 
nur dftfi hier noch die TOTtikAle Komponente m^g hinnunfilgen oder mii 
«Ddem Worten der Auflagerdrack nicht Tom Pol O ans, sondern Ton einem 

in der Entfernung m^g senkrecht darttbcr liegenden Punkt zu messen ist. 

Nach der vorstellenden Darstelhmg erschi^int r-s nicht gorade (glücklich, 
wenn z.B. Auteurieth'j vorschlägt, sich die ganze Masse des Pendels im 
Schwinguugsuiittelpunkt vereinigt zu denken. Will man überhaupt den 
Schwingungsmittelpankt als Beduktionsponkt auffassm, so ist es nur einer 
Ton /.wcicn. der zweite liegt im Aufhängnngspunkt, und die Gemnmtmasse 
ist nach bestimmtem Verhältnis auf ])eidp verteilt zu denken. 

Ein im Schwingungsmtttelpunkt eines physischen Peudels befindliches 
Massenelement bewegt sich so, als ob es von den übiigen Massen- 
elementen nnabblngig nnd nvr an adne Bahn gebunden würe. Infolgedessen 
mnfi smne in die Babntangente fikUende Scbwerkraftkomponent» dauernd 

mit der Ibsseokraft — ^ ^ im Gletdigewicht sdn. Fflr alle andern 

Ifaseenelemente dagegen trifft dies, wie locht zu bestätigen, nor in dem 
Augenblick zu, in welchem sie einen durdi den Sehwingungsmittelpunkt 

und durch den Anfhfingiing^puTikt gellenden Kreis passieren, dessen Mittel- 
punkt mit letzterem in einer Höhe liegt. 

An der im Jahre 1875 im Kölner Dom aufgehängten Kaisorglocke zeigte 
sidi die eigentttmlicfae Ersdieinnng, daß der Kldppel relativ znr Glodke 
sich gar nicht bewegte, sondern stets in der Mittellinie derselben verharrte. 
Herrn Veltinano^) gt'lang es alsbald, das seither allgemein bekannt 
gewordene ,. Problem von Glockf^ und Klöppel" zu lr)sen: er stellte die 
Lagrangeschen Bewegungsgleichongen zweiter Art in den Koordinaten 9 
nnd 9?^, den Elongationen der Olooin nnd des Klöppels, anf nnd haA. 
das Kriterium fttr das Versagen der Glocke, indem er 9 = 9^ setzte. Über 
die Diskussion des Sonderfalles tp = (pi haben aber auch die aufgestellten 
Diflferentialgleichnngen, soweit endliche Schwingungen in Betracht kommen, 
nicht hinausgeführt, und in das Wesen dieses Sonderialls gewähren die 
▼orstebenden Betraditiingen «dnÜMberen, aber zugleich aneh noeb tid^eren 
Einblick. 

Wir nennen zur Abkürzung den KlQppel i^, die Glocke Pu, Ai den 
AufhSngungspunkt von Pj und das System, welches entsteht, wenn Pi 
in Ai statt gelenkiger Aufhängung steif mit jPu verbunden wäre Fi^n- Der 
kritisehe IUI der Massenrarteilnng kann offmbar dadurch defimert werden, 
dafi beim Schwingen des Systems Pt,n in der Befestignngsstelle At des 
Klöppels kein biegendes Moment auftritt. Einen allgemeinen Ausdruck für 
die8€»s Moment gestattet die Poinsntvriio Reduktion der Klöppelmasse sofort 
hinzuschreiben. Da »/^ mit Ai zu^ammentUllt, so kann das Moment nur 
Ton dw im Bchwingungsmittelpunkt von Pi vereinigt zu denkenden Masse 
herriihren. Ist l ihrs Entfeninng too .^i, v ihre augenblickliche Gesehwin- 
d^keit und « der angenUicUiolie Ausschlag von iV»n« m vi das fragliobe 



Moment 




1^ Technische Mechanik ä. 436. 

9} Dingle» Ftiljtecbn. Journal 1876 S. 481. 
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Nach den obigen AusfÜbrungen kann aber dieser Ausdruck dauernd 
nnr dun gleich NnU seiiif wenn sich im Sohwingungsmittelpunkt Ton 
I\ n befindet, d. h. es muß hiersn der Sdiwingonganittolponkt TOn mit 

dem von u zusammen falleu. 

Herr Veitmann hatte, wie das seine Methode naturgemäß mit sich 
brachte, nur die Abmessungen der Massensysteme Pi und Pu in die Eedmang 
eingefObit. Ziriscben diesen Abmeeenngen besteht aber im kzitisdien Fall dnrdi» 
aus keine übersichtliche Beziehung, und nur der Umstand, daß die Masse des 
Klöppels sehr klein gegen die Masse der Glocke ist, ermöglichte ihm schließlich 
eine einfache Formulierung, und /war dii'. tlaü der Schwingungsmittelpiinkt 
von P[ nahezu mit dem von Pxi zusammen t allen müsse. Die hier vorgefüiirte 
Betrachtung liefert dagegen das vSlUg neue Ergebnis, da0 der Sdiwingungs- 
mittelpunkt von Pi ffenau mit dem too J^,n rasammenflUt, also natürlich 
bei verhältnismäßig leichtem Klöppel auch annähernd mit dem von Pu. 
SelbstverstÄndlich liegt zwisclien IToi-m Vrltmanns Endformel und der hier 
mitgeteilten Beziehung nur eine elementare Umrechnung, aber die Möglichkeit, 
Herrn Veitmanna findfonnel so sehr viel eleganter zu gestalten, ist eben 
bisher nicht erkannt worden. Es mag auch betont werden, daß die neue Be- 
trachtungsweise sich im Gegensata zu der Veltmannschen ohne Komplikation 
auch auf niHhrfaelie Pendel anwenden laßt. Hängt Pi an Pn, Pu an Pru 
und so fort, und verwandelt man alle Aufhängungen in starre i^efestigungen, 
so mfissen flfar dm hritisuhea Fall die biegenden Momente in allen diesen 
Bi^tigongsstdlen versohwindMi. Bas ist aber nur mOglich, wenn der Beibe 
nach der Schwingongsmittelpunkt von Pi msammenf&Ut mit dem von iY,a» 
dieser mit dem von P;, iit und so fort. 

Über die einer ebenen Scheibe durch iluiiientankiäfte erteilte ikwegung 
lieÜBrt die Poinsotsohe Reduktion ebenfalls Aufschluß in anschaulichster 
Form. Es handelt sich hier snniehst um die Zuordnung von Impnls und 
Momentanpol, femer van die Feststellung der durch einen gegebenen Lnpols 
hervorgerufenen Winkelgeschwindigkeit der Scheibe. Man fiille vom S.'liw^^r- 
puuki 6' der 8chcibc das Lot auf den Impuls, dessen Fußpuukt A als erster 
Reduktionspunkt diene. Dann liegt der zweite mit AS a auf dem näm- 

Hohen Lot in der Entfernung - jenseits des Schwerpunktes. Nun können 

die (lesch windigkeiten von A und Ii jedent'alls nur die Kichtung des Impulses 
haben, weil sich sonst bei rechtwinkliger Zerlegung die Summe der Bewegungs- 
größen senkrecht sum Impuls von Null Tersdueden ergeben müßte; dw 
Punkt B kann aber andrerseits auch keine Geschwindigkeitskomponente 

senkrecht zu AB liaLen, weil sonst die Momentensumme der Bewegungs- 
gröüen inliezug auf A nicht verschwände. B ist also Momentanpol, während 

die in ^ befindliche Masse die gesamte Bewegungsgröße des Impulses 

enthält, ein Umstand, der natürlich sofort die Geschwindigkeit von Ä und 
damit die Winkelgeschwindigkeit der Scheibe hinzufw-hreihen gestattet. 

Diese Beziehungen sind zu einfach, als daß ihre Ableitung Gelegenheit 
bieten kGnnte, die durch Poinsots Beduktion erreichbaren Vorteile ins lÄcht 
an rfloken; das nachsteh e nd behandelte Beispiel dflrfte dasa geeigneter sein. 

Bereits Poinsot hatte die Reduktion boifttit, um die Bewegung einer 
ebenen Scheibe zu ermitteln, mit der plötzlich ein Massenpunkt gekoppelt 
wird. Diese Aulgabe kann als ein {Sonderfall der folgenden augesehen werden: 
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Zwei komplanar bewegte ebene Scheiben werdeu plötzlich mit eimutder 
fest verbundeu. Die Bewegung nach der Koppelung ist v.u. ermitteln. 

G!s gelingt leicht, die beiden Scheiben auf zwei zosammenfiallende' 
Punktepaare m redimeren. Bmehtet man nftmlioli in den Schwerpunkten 
der beiden Scheiben .S' und T auf ihrer Verbindungslinie Lote i und j von 
der Länge der Trägheitshalbmesser, so findet -ir h leif»ht auf ST der Mittel- 
punkt eines Kreises, der durch die Endpunkte von t und j hindurchgeht. 
Die beiden Schnittpunkte A und B dieses Kreises mit ST haben offenbar 
die Bigensohafti daB 

sie können also gleichzeitig zur iieduktion der ersten, wie der zweiten, also 
natürlich auch der durch die Koppelung entstehenden neuen Scheibe ver- 
wendet werden, und es mögen dabei auf die Punkte A nnd B von du' 
Masse der ersten Sdieibe die Teile m, und m^, TOn der der zweiten die 
Teile uud von der duruh <li< Kuppelang entstehenden Scheibe alsQ 
die Teile mj + «j und ni^ 4- - itiallen. 

Zerlegen wir jetzt den Impuls der ersten Scheibe vor der Koppelung in 
swei Komponentan und m^v^ senkrecht sn AB nnd eine dritte (m, + »4) 
in Blohtong toh ABy ebenso den der zweiten Scheibe in die drei Kom- 
ponenten «1 «Pi, i^i iPt> + ergeben sich die entsprechenden 
Impulskomponenten ftir die durch die Kopjielung entstehende Scheibe durch 
Addition beziehentlich zu i»| "i «'d + **i ('a^ -i~ 1"*^) v -f- 
(ftj -f ti^) w und die betreffenden Qesehwindigkeitskompooenten sind 

<. _ - -i "S »1 + «1 . 

*^ ■ » + ' 

+ + + 

MOgen noch die Worte hier Plata finden, mit wekdien Poinsot selber 
ftkr aeine MaMenrednktion nnd tthnliehe Betracbtni^^- «intritt: 

L'esprit hnmain ne s'avance gu^re qa'k l'aide de ces idees plns iimpleS| 
ou de ces Instruments plus commodeSf qu'ü ima^e et qu'ü manie, poor 
ainsi dire, aveo plnt de facilite. 



Bemtrkniigf n 4m Vortrags oiue qiuulifttlMlie Koognuni*«. 

Von P. ZOhlke. 

Einer gütig*^n Mitteilung des Herrn Lampe verdanke ich die Kenntnis 
der Tatsache, düü aie in meinem Vortrage vom 14. Dezember iy04 be- 
handalte Kongruenz bareite 1814 — 1815 nntoisudit worden ist In Gergonnea 
Ännalen t. Y, p. 220 findet sieh unter den gestellten Aufgaben auch die 
Frage nach den Zahlen, in deren sämtlichen Potenzen die « letzten Ziffern 
der Reihe nach dieselben sind wie die n letzten Ziffern der ursprünglichen 
Zahl. Die Autgabe wird in den drei a. a. 0. S. 309 — 327 abgedruckten 
L^Jaungen (T^denat, Fran^ais, Gergoune) reduziert auf die Frage naoh 

aitmfMflM* 4. Bwri. Malli. Om. tV- 5 
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allen n-z%ifriym Zaiden. m diren QtMdraten dk n leieim Ziffern medrr die 
wrsprüngliAt ZtM bSdeii; diese Firage wild awAbrlich beuitwortot. Da ndi 
die von mir vorgetragene elenumtave LOftuagsart von dw in Tedenats 
Antwort Ijenutztea Methode mir wenig untetschoidet, so soll Jie obflO 
(Ö. lU dies. Jahrg.) angekündigte Publikation als zwecklos imterbleibeu. 

Aui die Stelle in Gergounes Annalen auädrücklicb aufmerksam zu 
madMn, «ndieint mir im Intareeae einer endgOltigen, histariidiflDa und laeh- 
lu^ieii Krledigung der Aufgabe um so notwendignr, als die genannte Stelle 
trotx ihres beträchtlichen Um&nges bisher giin/lich unbeachtet geblieben 
zu sein scheint; sie wir^ weder in den i\\mi 8. 10 angeführten, noch in 
den von Herrn Meißner im Arob. d. Matii. u. Pbys. (3) 8, 1905, S. 332 
mitgeteilten Arbeiten^ die sämtlich erheblich später erschienen sind, erwähnt. 
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HafftiugflgebMi Tom Vontuid» der flesellMiiAft 

35. Sitzang am 31. Mai 1905. 

Voräitzeuder: Herr Kuoblaaob. 

Anwesend: 25 Herren. 

Der Antrag des Vorstandes, daß die nach dem 1. April eintretenden 
jfitglieder, soweit aae in Berlin und dem Vororten wohnen, fBr dns lanfende 
Gesdllschiili^ahr nur die HlUte dei Jahresbeitrags sn entrichten heben, 

wird angenommen. 

Herr Salkowski: Zur Bestimmung solcher R;mniknrven, für welche 
zwischen Krttouuung, Torsion und Bogenlänge eine gegebene Qleiohong be- 
steht (s. u,). 

Herr Hessenberg: Keue Begrfindnng der 8phlrik (s. n.}. 
Fortsetzung der Diskussion Uber den von Henn Skutsch in der letsten 
Sitsimg gehaltenen Vortrag. 

36. Sitzung vom 28. Juni 1905. 

Vorsitzender: Herr KnobiaucL 

Anwesend: TTerren. 

Herr Fleck: l ber Darstellung gan/er Zahlen aU Summen von positiven 
Kuben und von Biquadraten ganzer Zahlen. 

Herr Bothe: Über das Problem der BeUeidung einer Fliehe mit einem 
biegssmen, unansdehnbaren Neta. 



Meohailiflolie und elektilaehe llasM. 
Von H. Beifiner. 

Zn dem auf S. 23 — 39 dieses Jahrg. der Sitzungsberichte «1. Beil. 
Math. Oes. unter dem obigen Titel veröffentlichten Vortrag ist iii bezug auf 
den letsten Abschnitt^ der von der ,,Forfepflanaang von Störungen" im Äfliar 
handelt, eine Beriobtigung nachzutragen, die Verf. nm so lieber anbiingt| 
a!s sie den Ergebnissen der Arbeit eine größere Abnmdnng und Ungezwungen - 

beit verleihen dürfte. 

Aul ö. 23 der Einleitung findet sich die Behauptung, daß eines der 
Hilfsmittel rar Brfallong der Forderungen der Ahhandinng die notwendige 

Hypothese sei, daB zwar fOr die statischen Kräfte twtschen Massen die 

Zust&ndsünderung des Zwischenraediums isozykliscli, dagegen für die schnellen 
Feldänderungen des Lichtes adiabatisch sei Dicsf H3'pothe55e ist jtdn 'h 
nicht notwendig, und es läßt sich zeigen, daß die Fortpllanzung von Hiui uagm 

SfUmgrtwfioht« d. BwL lUtb. Qm. IV. • 
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im Äther nach denselben Oesctzrn (den MaxwellscJten ekMr(. magnetischen 
GrundtjUhhungen) erfolgt, smcohl ivenn die Ziisituuhiindcrumg des JLthtrS 
adiabatisdt ^ als auch wenn diestUie isozyliisdi vor sidi grhf. 

Der Irrtum des Veri'., dali jene Hypothese notwendig sei, rührt von 
einem falschen Änsats des Hamiltonsehen PrinapB her. Das Hamiltooflche 
Prinzip laatet bekanntlich: 

Die Variation des Zeitintegrals der Summe von kinetischer Energie 
und Kräftefunktion zwischen festen Endlagen soll verschwinden, wenn ent- 
sprechende Lagen der variierten und der unvarüerten Bahn zu denselben 
Zeiten dnroUaufen werden. 

Nnn stiBunt ab«r nidbt nur die kinetische Ener^^e der Fferameto' in 
beiden Fällen der verschiedeneu Zustatidsändeningon flberein^ sondern auch 
die Kräftefunktionen hah'-n in den Parametern und Konstanten auflgedrftekt 
völlig übereinstinimeude Werte und zwar aus folgenden Griinden: 

Auf 8. 29 u. 37 meines Vortrags ist darauf bingewieseu, daü die 
Snergien der zjidisohen Bewegung in den FKllen adiabatiscber und isozykli- 
BOher Zostandsänderung sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, da 
man ne unter Vemachl&ssigang kleiner QrGfien in der Form schreib«! darf: 

Hertz*) zeigt nun, daß die Krftftefiinktion der adiafaatisdiMi Bewegung gleidi 

der Abnahme der Energie der zyklischen Bewegung, diejenige der iso- 
zyklis(-Iion Bewegung gleich der Zunahme der Energie zu setzen ist. Aus 
dieser und der vorhergebenden Bemerkung folgt sofort, daß die beiden 
Kräftefunktionen miteinander übereinstimmen. 

Da also sowohl kinetische Energie der Parameter ah auch ErSfte- 
fbnktion in beiden FXUen identisch sind; muß das Hamiltonsohe Prinzip 
für beide Arten der Zostandsänderung auch dieselben Bewegungsgleichungen 
liefern, und diese sind, ^vie wohl zuerst Fitz-(!erald') abgeleitet hat^ die 
Maxweilscbcu elektromagutitiscbea Grundgleichuugen. 

Die Obereinstimmung des üamiltonschen IVinzips mit seinem System 
der Mechanik hat Hertz allerdings nur flfar adiabatisdie Systeme bewiesen, 
indem er die von Hamilton verlangte Variation bei ÜBstgehaltenen End- 
werten aller, aueh Ii r /yklisfhen Koordinaten, in eine solche mit fest- 
gehaltenen zyklischen Momenten verwandeltn.') An das Auftreten konser- 
vativer Systeme mit isozyklischer Beweguug bat liertz offenbar nicht ge- 
dacht, sonst h&tte er woU darauf hingewiesen, daß das Hamiltonsdie 
Integral bei isozykliselier Bewegung mit dem Zeitintegral der gesamten 
kinetisch vorgestellten Energie und also mit dem Inhalt seines Grundgesetzes 
identisch ist^) Denn einesteils ifat die Summe von kinetisohar Energie der 

1) Hertz, Princ. § r,f,r,, S. 24t. 

2) Fitz-Geralil, Si-ientiHc wriiiugK 1'J02, S. 45ff, L. Boltsmann, VoT^ 
leanngen über die MaxwelUche Theorie fid. Ii. 

3) Heits, Princ. § 628, S. 263. 

4) Berts, Princ § »8, S. 177. 
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Panuneter und Kziftafonklioii bei isoz^klisehur Bewegung bis anf eine 

Ronstanto rait der Gesamienergic flhpreinstimmend, un<lorerseits ist die Un- 
verrückharkeit (irr Crpny.f^n durch die Vorschrift konstanter zyklischer Ge- 
schwindigkeit vou selbst erfüllt. 

Allerdings scheint es zunächüt, als ob das isozyUische System kein 
freies s^ für das allein ja das Hertssehe verallgemeinerte TrftgheitagesetK 
gilt, weil auf die Grenzen des Systems äoAsre Kräfte wirken müssen, um die 
•/ykliselieti Oeschwindigk eilen koTistant tu halten. Man branelit juloch auf 
die zyklischen Koordinak'a iin ünendiicheu keine Kriifli' wirken las-^fü und 
wird Ueuuucl) die Bedingung des Isozyklismus mit uuenUlich gruücr An- 
nBhemng erfSUen, wenn <Ue Fel^tensitftten im ünendliohen in der von 
der Potentialtheolie verlangten Weise verschwinden. Unter dieser Bedingung 
darf also das Isozyklischo Ry->tpm wie ein freies hehaiKlcll und das Merts- 
sche verallgemeinerte Trägheitsgesetz aaf dasselbe angewendet werden. 

Eine weitere Zusatzbemerkung betrifit Nr. 3 der Ergebnisse auf S. 23. 
Es war dort, sowie auf 8. 86 OL (14) ein bestimmtes Verhältnis von 
Hasse und Durchmeflser des Ifossenatoms gefordert worden, damit die Pr0> 
portionalitUt /wi-^ehen trSger und gravitierender Masse gewahrt bleibe. Eine 
solche Beziehung für das Masseuatom ist nicht notwendig, wenn schon bei 
deu einzelnen Ladungen, aus denen sich die ponderable Materie zusauuuen- 
setst, das von der ElektroneBtbeorie verbuigte VerbBltnis swischen Ladung 
und Durchmesser besteht, sodaß GL (14 a) S. 39 keine notwendige Beziehung 
darstellt, sondern nur die auch von der £iektronentbeorie geforderte Be- 
ziehung S. 36 unten ^, ^ 

für die reine Elementarladung gelten muB, die sieb auch in der Form 
schreibea liBt: 

m - 5ssy»* • - 1,68 • 10»r.. 

Zum Schluß möchte Verf. noch erwähnen, dafi ihn außer den auf 
S. 28 u. 39 angeführten Schriftstellom zu der Abfa.ssung des vorliegenden 
Aufsatzes ganz besonders das Referat von Drude') über Femw^rkungen, 
die Ueavisideschen Analogien^) zwischen Gravitation und Elektromagnetismus 
und das Beferat von Zenneek*) Uber Gravitation angeregt haben. 

Aufierdem stehen Öftere Gesprftdie des Y&rf. mit Herrn A. Wohl in 
Beziehung zu seiner Arbeit, Z. B. .stammt von Herrn A. Wohl die durch 
chemische Gesichtspunkte gestiU/te Bemerkung, daß die GleichgewiehtHstellung 
der Moleküle ermöglicht weixie durch die Hinderung des Abstri^men.s der 
Energie des Bimienftiiiws, oder anders ausgesprochen, daB die Ungültigkeit 
des Newtonsehen Gesetses f&r molekulare Entfernungen berrfibvs von einer 
ven^derten Bedingung der Zustandsfaderung des Äthers. 

I) P. Drude, Über Fernwirkungen. Ref. f d. 69. Vers. d. Nal. u. Ärzte 
1897 Wied. Ann. 

0. Heavitiide, Electromagnetic Theory. Vol. I, p. 466. 
3) Zenneek, GravitatioD, Encyklop. d. math. Wiagensoh. 



oiy ii^uo uy Google 



64 Sit4iaxigHbericbie der Berliner Mathematischen GefieUscbaft. 



Zur Bestimmung aller Eaumkurven, für weicliü zwisoheii Krümmimg, 
Toitioii und Bogenlftnge eine gegebene Qlelcliitiig iMStoht 

Von £. Salkowski. 

1. £in6 Oleicbting 

zwischen der Krümmung x, der Torsion t und der Bogenlänge .« definiert 
eine Klasse von unrnillicli vielen Kaunikurven. Lie^) hat (He endlichen 
Gleichungen dieser Kurven durch Quadraturen gefunden, indem er sich 
imaginftrer BestimiDtiiigsstflclEe bedirate. Es ist möglich, in einer großen 
Beihe von Fällen die Aufgabe durch reelle Bestimmungsstückc zu lösen, 
wenn man duixi einf^ gewisse geometnsohe Zuordnung sweier Banmkunren 
ineinander 7ai Hilfe riinnnt. 

3. Es seien j,, y, s die Koordinaten eines Punktes einer Kaumkurve, 
« ibre erste, x ihre xwette KrOmmung, d$ ibr Limenelement, dw der Winkel 
zweier Taugenten, dw' der Winkel zweier Binormalen in benacbbarten 

Punkten. Dann ist 

V dw dw' 

(1) 

Der Kurve (jr, y, e) sei eine zweiU- ( X, ) , Z) so zugeordnet, daß in 
entsprechenden Pimkten die Tangenten einander parallel sind; dS^ K, T sei 
LinienolemeDt, KrOmmung und Toraion der zweiten Kurve. Zwischen den 
beiden Kuryen besteben die Oleidiungeii 

dt^ dS' d8~ d8' d»^ dS' 

Da die entsprethi iiden Tangenten parallel sind, so sind es auch die 
SdinncgungsobeTien; die Haupl tioniialeii und mit ihnen auch die Binormalen 
in entspreclioiiden Punkten sind duber ebenfalls parallel und gleich oder 
entgegengesetzt gerichtet. Da die Kechnung fiir den zweiten Fall sich im 
wesentlidien bot dnrcb das Voneicben yon dem ersten untersebeidet, so sd 
in der Folge immer angenommen, daß die Binormalen und Hauptnormaleii 
in entsprerhouden Ptinkteu yleich gerichtet sind. Für die zwoite Kurve 
haben dauu äw und dw' dieselbe Bedeutung wie für die erste; es ist 
daher: 

Aus den Qleiehungen (l) und (3) folgt unmittdbar 

(4) Kds - KdS, td8 » TdS 

und hieraus: 

(5) ^-f. 



1) S. Lie, Ik'Htiuiniung aller Kauuikurven, dereu KrütumuiigHradiua, TorsioDA- 
radiu8 und Bogenlänge durch eine beliebige belation verknüpft sind. Christiania 1888. 
Videnskaba-äelakabets Forbandlinger Nr. 10. 6 
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d. h.: Sind zivri Jimimkurven an nufHnanäer hfsnnnr, (faß in (^ifspreclimden 
Punktm ihre Tanficvim paralid sind, so ist das Verhältnis von Krümmung 
und Torsion bei bt-idm Kurt m diissdbe. 

Diese Beziehang ist schon von Herrn N. J. Hatsidakis'; aus den 
Frenetschen Formeln durch Kechuung hergeleitet worden. 

Aus (2) und (4) ergeben sich die Oleichangen ; 

i%dX'^KdX, tdx~TdX, 

(6) »dp « Kd F, vdp - Td Y, 

%ds = KdZ, td» — TdZ. 

3. Alle Kurveu, welche in entsprechenden Punkten mit einer gegebenen 
Kurve (jr, ^, z) parallele Tangenten bositsen, köiuimi durch Qaadntiiren 
geftmden werden. Botst man lUiinlidi 

jr=<p(5), 

wo ^(ä) eine beliebige Funktion von s bedeutet, in das erst« System der 
Gleichungen (6) ein, so ergeben sich JC, F, Z. 

Dies FkoUem ist ftbrigens ideniisdi mit der sehom seit langem ec^ 
Icdiglen Aufgabe, alle Kurven zu bestimmen, die eine gegebene sphärische 
Indikatrix der Tan^'f^ntcii besitzen.^') Dabei verstoht man unter der sphäri- 
schen Indikatrix die Kurve, die dadurch enUt^ht, daß mau durch den An- 
fangspunkt der Koordinaten zu den Tangenten der Kurve die Parallelen 
zieht und diese Linien mit der Einheitskugel snm Schnitt bringt Offenbar 
haben alle gflsuditen Eturen die durch die gegebene Kurre bestimmte 
Indikatrix. 

4« Den Kurven einer Kurvenklasse, die durch ihre natürliche Gleichung 

(7) * -0 

definiert ist, kann man jede Kurve des Raumes durch parallele Tangenten 
zuordn(>n. Eine Ausnahme bilden, wie aus Gleichung (6) leicht ersichtlich 
ist, die allgemeinen Schraubenlinien 

* — const, 

die sich nur einander zuordnen lassen. Diese mögen hier iiuüer lietracht 
bleiben. Es seien (X, T, Z\ die Koordinaten eines Punktes einer beliebigen 
Baumkurve, als Fimktioiien eines Parameters ?/ gegeben. Bildet man dann 
JT, 2\ 8 als Funktionen von ii, SO kann man ans (7) in Verbindung mit (5) 
% und T als Fonktionen von $ und « bestimmem; 

(8) % — 1»), t — «)- 

Diese Gleichungen, zusammen mit (7) und (4), bestimmen dann in der vor- 
gelegten Klasse diejenige Kurve ( r, j/, r), deren Tangenten in entaprechendeo 
Punkten an denen der Kurve (X, Z) parallel sind. Die Bestimmung 

1) N. J. Hatzidakis, Ora nogle KonsekvenHer af Freuet'» og lirunel'» Formier. 
Nyt Tidsskrift f. Math. Bd. 13, Nr. 

2) Vgl. s. B. Soheffers, Binfährung in die Theorie der Kurven. 8. S40. 
Leipzig 
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dieser Kui^e erfordert im allgemeinen die Lösung der gewöhnlichen Differential- 
gleichung 1. Ordnung 

(9) (p{f^, = K iiu. 

Ifit die LQeung dieser Gleichung bekannt: 

(10) «-z(«), 

so Hodet man die zweite natürliche Gleichung der Kurve durch Elimination 
Ton II aus (8) und (10), wKlurend durch das System (8) ihre endlichen 
Gleiohnngen, d. h. die Anaidrat^e von ff, t sieh mit Hilfe Yon Quadraturen 
ergeben: 

(11) x=^j^B'd%y jf^J^^.a'dUf 8 '^J ^1^. s' du. 

"Der Strich bei der Funktionsbezeichnung bedeutet wie üblich die Ableitung 
nach V. Da zu if»<1pr Kni*\'p (r. z) im Räume unendlich vipIo mit 
parallelen Tangenten zugeordnet werden kuiitieu, so erhält man durch die 
Gleichungen (11) alle Kurven der vorgekgteu Klasse. 

In einer großen Ansah! Tom Fllllen vereinfacht sich die Gleichnng (8) 
80, daß das Problem durch Quadraturen uliein gelöst wird. 

Dies sind die Fälle, auf die zn Anfant,'' liiui^fdeutet wurdo, in denen 
man die Kurven einer Klasse durch reelle Hestüumungsstüoke ausdrücken 
kann. Eiuige Beispide daför mögen hier angeführt werden. 

6* 1) Kurven konstanter Krümmung^ beaw. k<nistanter Torsion. 

Ist 

% — const., besw. * — const, 
so erfailt man ans (6) die Formeln 

« — II y KX'du^ besw. nf^^ I TX'du, 
y^'-jKJdu, y^ljTYdu, 

- W K^i'du, '"IJ 

Sie sind zuerst von Ueirn J. N. Hatzidakis^) mitgeteilt worden. 

2) Die Kurven ssn bestimmen, fttr weldie zwischen erster und zweiter 
Krümmung mne gegebene Gleichung 

{Vi) fix, ») - 0 

besteht. 

Aus (12) und (5) erldUt man x und % ab Fanktionen von «, so daß 
die gesachten Kurven durch die Gleichungen 

x=-J^X'dik, jf^-J-Y'du, z=-j^Z'du 



1) J. Iv. Uatzidakis, Über invariante Ditfereutiaiansdrücke. Joum. f. Math. 
Bd. 104, S. 101—116. 
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oder durch die gleiobbedeutenden 

X'-J^Xdu, y^J^Täu, M^j^Z'du 

dargestellt werden. 

Spesiell ergeben sich die Koordinaten eines Punktes der Bertrand- 
schen Kurven 

in der Form 

X ^J{AK BT)dX^ äJ KdX + B j TdX 
y ^J{AK-if BT)dY ~ AjKdY ■{■ bJ TdY 

« — J {AK + BT)dZ aJ^Kü Z bJ^ TdZ. 

Die auf Atr xvchtem Mte an enter Stelle stabenden lutHgi^le stellen 
die Koordinaten für einen Punkt einer Kurve konstanter Krfinimung, die 

an zweiter Stelle stehenden ebenso von einer Kurve konstanter Torsion 
dar, die mit der ersten in entsprecliemlen Ptmkten parallele Tangenten 
besitzt. Aus der Form der Gleichungen ergibt sich der Öatz: 

Wenn man die entsprechenden Punkte zweier Raumkurven, von denen 
die eine konstante Krümmung, die andere konstante Torsion besitst, und 
die überall parallele Tangeuten haben, miteinander verbindet und die Ver- 
bindnn^'sstroc'kcn nach einem bolicbifreri, ;\bcr fr>sti?ew!lblten Yeriiftltnis teilt| 
so liegen alle Teilpunkte auf einer Bertrandschen Kurve. 

An Stelle der Kurven konstanter Krflmmang und konstanter Torsion 
kann man in obigmn Satce awäi allgemeiner zwei beliebige Bertrandsche 
Kurven setzen, die ddi durch parallele Tangenten aufeinander beziehen lassen. 

3) Dip Knn'pn m bestiinmen, für die das Vorhältnis der 1. und 
2. Krümmung eine bestimmte Funktion des Bogens ist 

Die gegebene Gleichung laute 

Hieraus und aus (5) eihllt man s als Funktion von k und damit x, # 
naeh Ausführung von je einer Quadratur. 

Eine spezielle Klasse dieser Kurven bilden die geodätiachen Linien auf 
Kegelfl&chen, die durch die natürliche Gleichung 

V , 

ohanktarisiert sind, nnd deren «idliehe Gleichungen steh demnadi in 
der Form 

ergeben. 

4) Die Kurven zu bestimmen, für die 

Min, t) - /•(*) 
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ist. Dabei bedeutet JST eine homogene IHinlEtion von der Ordniing X, 
Dann ist 



Vi' 



wol)ei /-' oine aus H in bestimmter Weiüe henrorgehende Funktion bedeutet. 

Nach yi)^ iat: 

und daraus ereibt sich 

so daß auf Grund von (4) s dursh eine Quadratur als Funktion von u 
bestimmt werden kann. Die Gleichungen (S) ergeben dann $ dureh 

weitere Quadraturen. 

Spezielle Fftlle unserer Annahme sind die Gleichungen bzw. 

Daß das Ver&hren auch dann vielfisch lum Ziele führt, wenn die 
Kunrenklasse dureh eine Differentialgleichung definiert ist, möge das folgende 
Beispiel zeigen. 

5) Die sphäriscken Kurven sind durch die Differentialgleichung bestimmt 



: + 



Eine beliebige Raumkurve (X, i', Z) bestimmt eine sph&rische Kurve 
mit parallelen Tangenten ixy z) durch die Gleichungen (4) und (6). 

so ist d9 das Bogenelement einer Kurve konstanter Torsion 1, die mit % 
durch die Beziehung 

d* 

verbunden ist ffierans ergibt sieh 

— »^sina-i-^cosa, 

oder wenn man 

— COS a, - : — Sin er 

einführt, 

l-l/i«l^ain(if + «). 

Aus der Bedeutung von a loli^'t, daü a ohne Besohrftnkung der Allgemein» 
heit gleich Null gesetzt werden darf, so daß 



^-VGi^ + B'si 



sina 
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wird. Der Radius U der Kugel ergibt sieh aus der Gleichung 



«a ist alio 




in Worten: 

iMs Verhältnis de^ Kriimmunp<frftfJ'>us einer <:phiir>srh€n Kurve zum 
Radiits der Kugel ist yieidt dem Sinus der Bogenlänge einer Kurve von der 
konstanten Torsion i, welche mit der sphäriscJien Kurve m entsprechendm 
Rmktm parätlde Tatigenfen hat 

Der Bogen c ist demnach gleich dem Winkel, den der Kugelradius 
nach ciueni Kiirvenpiinl;tp mit der Krümmungsachse dieses Punktes bildet. 

Die endlichen Gleichungen der sphärischen Kurve ergeben sich in 
der Form: 



6« An Stelle der benutiten Zuordnung Ton Banrnkorren «leinaiider 
dnrdl parallt^lo Tangenten kann man zur Bestimmung der endlichen Glei- 
chungen von Kurvenklassen mit wesentlich gleichem Erfolge andere Ver- 
wandtschaftf'U setzen, wenn diese einfache Beziehungen zwischen den Be- 
stimmungsstückeu der Kurven von der Art der Gleichungen (4), (5) und (G) 
ergeben. BeispielsweiBe kSuute man diejenigen Kurven snehen, denen Ten- 
gentm in jedem Punkte den Bmomuüen einer gegebenen Snnre parallel 
aind. An Stelle der Gleichung (ö) tritt dann die folgende 



Die zu integrierenden Funktionen nehmen dann andere Formen an, die 
im «inselnen FaUe vielleieht den von uns erhaltenen voraoadien sind. 



Dio Aufgabe, die nichteuklidischeu ((beucn GcometriLMi mit ausschließlii her 
Benutzung ebener Axiome, also ohne räumliche Betrachtungen, elementar 
zu begründen, ist unlängst von Ilemi Hilbert für den Fall negativen 
Krfimmungsmafies gelGst worden, und iwar zugleich mit Vermeidung des 
archimedischen Axioms. ') Der Yortragende hat den Fall positiver Krümmung 
in einer demnftch«t in don Mathematischen Annalen erscheinenden AiWt 



1) Neue Begründung der Boljai -LobaiBchefskyachen Geometrie. Math. 
Ann. 57. Abgewncki in „Grundlagen der Gemnetne**, 2. Auflage. 
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erledigt und gibt im folgenden einen zweiton Weg an, der von seiner rnorst 
gefundenen Mpfhod« nicht unwesentlich abweicht. Auch hier bleibt das 
archimedische Axiom unbenutzt. Will man überhaupt Stetigkeitsbetrachtungen 
xulassen, so gibt es bereits in der Differentialgeometrie einen bekannten 
Weg, um aus rein ebenen Betraehtnngen sn den Formeln der niehtenklidi- 
Schen rrooiiiftrie zu gelangen. 

Es tsi seit langem bekannt, ilaü die Schwierigkeit einer „zweidimen- 
siunaleu'* Begründung der Sphärik sich auf den Beweis des projektiven Fun- 
dawmktUatees koiusentrierl Von ihm ans gelangt man naeb Staudt und 
Lflrotb zur T>oBnit.ion des Wurfes ttnd Bom Rechnen mit W^ürfen. Die 
tngnnomr'tiisL'lK'ii Funktionf^n lassen sich dann als Würfe dcfinierrn. Kine 
Darstellung diest-s Weges i^t mir in der Literatur nicht begegnet; es soll 
daher im zweiten Teil des Vurtragcs eine solche gegeben werden. Daß 
aber die Tatsache an sieb bekannt ist, geht s. B. daraus hervor, dafi auch 
Herr Dehn sie kürzlich ohne Literaturangabe angefahrt hat.*) 

Um den projektiven Faiidanientalsal/. /u beweisen, genügt os, im He- 
sitze des Pascalschen S( liließuugssatzes zu ijein, da sich die Figur des 
Desarguesschen Satzes aus drei Pascalschen Kontigumtioncn zusammen- 
setzen lAfit. Ein Beweis dieser Behauptung ersdheint deranlchst in den 
Matiiematischf'n Aunalen. (Das umgekehrte ist, wie üerr Hilbert gezeigt 
hat, nicht der Fall. Die allgemeine Pasca Ische Konfigtu'ation l&ßt sich 
nicht aus Desargu e^'schen KonJiguratiüuen zusammensetzen). 

Mein in den Annalen erscheinender Beweis des Pascalschen Öatzes 
ist auf die Geometrie von positiver Krümmung zugeschmiteo, und zwar 
auf die eigentliche „Spharik", in der zwei Gerade sieh zweimal schneiden. 
Der hier gegebene Beweis ist dagegen für die euklidische und dir hridcn 
Formen der elliptischen Gfumetrio zugh i- b L'ültig; iiaeli Finführuug uuend- 
licht'erner Punkte er sich auch in der Lubatschefskyächen Geometrie 
durchfflhren, doch dürfte da der von Herrn Hilbert nogescUagene Weg 
den Vorzug grOfierer Einfachheit besitzen. Ich will noch enrfthnen, dafi 
meine beiden Beweise durch eine einfiftche Transformatiim auseinander her> 
vorgehen. 

L 

Beweis des P&scalschen Satzes. 

1. Als Winkel (j;, q) zweier Geraden p, q definieren wir den Winkel 
zweier HtMfftraden von p und 9, die im Sinne des Uhrzeigers aufeinander 
folgen imd dabei nieht dmeli die andern Halbgeraden getrennt sind. Der 
so definierte Winkel ist also positiv und spitz oder stumpf. Lst P ein 
Punkt auf p, Q ein Punkt auf q und A der Schnittpunkt von p^ q, so 
ist -^(Pi q) -^{ÄP, ÄQ) gleich -^(PAQ), wenn dieser im Sinne 
des Uhrzeigers gemeesen wird; dagegen ist -^(ÄP, ÄQ) gleich dran 
Supplement von ^(PÄQ), wenn der Sinn dieses Winkels dem des Uhr- 
zeigers entgegengP'iHt7t geriebfei ist.*; 

2. Sind ?), r, p, q vier (lenide durch einen l'unkt .1 und <C(p, 6) = (c, 

so nennt man c Gegengerade in bezug auf j), q. Es sind dann auch 

1) Über den Inhalt sphäriecher Dreiecke, Math. Ann 60. 

2) Speziell aind •>^CP, q) und -^f^iq^ p) Supplemente! 
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Vig. I. 



p, q QegengierAde in bezng auf c Man kann die Gegengerade von p 
in bezug auf b, c ä\mh folgende, vom ParaUeUnanom nnabhftngige Kon- 
struktion findpn: Ein Punkt P auf p werde 
au b uud c nach i'^ und gts^piegelt. Dann 
halbiert q den Winkel Pf,ÄPg, wie ddi durch 
Vergleichuiig der Winkel an Ä leicht ergibt. 
Da aber ÄPf,=ÄP^^ÄP^, folgt sofort weiter, 
daß q die MiUelsvtücrecItte von and 
/; ist. 

3. Spiegeln wir nun einen Punkt P an 
den drei Seiten c eines Drnedu ABO, 

nach P^, P^, P^, so laufen die drei Mittol- 
senkrt i htt n von /' , /', , P^ durch oint'n Punkt ^ 
und sind die Gegeuguraden von PA, PB, PC 
in den drei Ecken des Dreiecks. Wir nenueu 
Q den Gegmpunht von P in bezug auf ABC. 
Da P zugleich der OegenpunVt von Q ist^ 
sagen wir auch: P und Q sind ein Paar von 
Gegenpunkten in bezug auf ABC. 

4. P, i'^ und Pg sind die Spiegelbilder 
▼on P^ in besag auf AC, CQ und abo 
ist B der Gegenpankt von P^ in besag 

auf {BP^BP„ - 5P,). Daher ist ^{BQ, CQ) ^-^{AQ, P,Q\ 

Ist nmgpkehrt '^A,BQ, OQ) -^{AQ, P^^?)» ^ 8i»egelbüd von 
P au 6, uud PA die Gegen- 
gerade von QA iu bezug ^ 
auf h, c, so folgt dafi P^A a ^ ^ 

und £il Gegengerade in 
bezug auf AQ, ACy ferner 
P, Q und BQ in bozu;.' auf 
(^A, QC, mitbin P^, und 
B Gegenponkte in ACQ 
sind, woraus wir rückwärts 
scliUeßi-n, daß P und Q 
Gegenpunk !<• in A IW «ind. 

5. Wir beweisen nun 
folgenden HüfMats: 

1) Sind ettei unter 
dm drei Germh upcunen 
von nnem Punkt Q nach 
den drei GigmecJcenpaarm 
eme$ vollständigen VierscÜs 
Ctffei^aden gu^nanäer^ 
90 sind sie awA Gegen- 
rjerudeu in betvg wf dos 
dritte Paar. 

Drei Seiten des Vier- 
seits «eicn mit a, r, ihre Schnittpankte mit A^ B, 0 beaeichnet 
vierte Seite m schneide a, e in IT, F, TT, sodaB AU^ BV^ CW die 




^ M«. a 



Die 
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Fig. 8. 



Ocgeneckunpaare sind. Nach Yorausaetaung siud QB, Q V Gegengerade zu 

Ist m Bf C dor Gegenpunki P Ton Q konstruiert, und an b nach 
gespiegelt, 80 ist ^(BQ, C<i)~^(ÄQ,P^Q\ also ^(A P,(?)= ;U(?ir, T), 

woraus wir nach 1 . folrfprn, 
A daß 1* auch in h^mg auf 

AVIV der Gegenpunkt 
▼on Q ist 

Ist umgekehi-t der 
Gegenpunkt von Q in 
ABC und ^irr der 
gleiche, so ist 

-^^(QW, QV), 

also sind ^ii, Q i Gegen- 
gt rade lu QC, QW. 

Den O^oipiuikt P 
kann man nun auch als 
Mittelpunkt des Kreises 
V/>» konstruieren, wenn 
Qaf Vfti Vc d»irch Spiege- 
lung ▼OD Q Mi e 
entstehen. Sind also QB^ QV Gegengei-ade zu QC, Q\\\ so ist P auch 
Mittelpunkt des Kreises d. h. die vier 8piegelbihhr ran Q liffjen 

auf Kni^f. 
Aus der Symmetri« 
dieser Beinebung in 
bezng auf (!:i> vier 
Seiten de» Vierseits 
folgt, daß P, Q in 
allen 4 Dreiecken 
ASC,AVW,CVU, 
B WU Gegenpunkte 
sind, und daß somit 
auch QA, und QU 
Gegengerade zu <^Bf 
QV oder QC\ QW 
sind. Damit ist unser 
Hil&satz bewiesen. 

6. Dpn Pascal- 
schm Satz beweisen 
wir unter folgender 
Form: 

II) Laufen die 

Sritm eines nnfnchm S''rhsfrks aburcftselnd 'hu-<-h ^trn fesie Punkte 
so laufen die drei UaupMiagomüen d>trdi eitUH ilritivn Punkt B. 

Unter den zahlreichen Formulierungen des Satzes entspiicht diese dem 
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BrianchoiiKlioii Sati für den in iwei Strahlbflachel degenerierten Kegel* 
schnitt Die Seiten des Sechsecks, die durch P laufen, nennen wir p^, p^^ p,, 

ihre Gegenseiten g^, g^, 7 Sie laufen nacli Voransspi/nTig dunh Q. S.^ 
spi der Schnittpunkt vou p^ mit q^; Sj^ ist also die Gegenecke von 
verbinden wir beide durch eine Gerade r^ (?', A", l eine Permutation von 
1, 2, 3), so sind r,, r„ die Hauptdiagonalen. Bs ist za beweisem, daB 
rg dnrdi den Sclinittpnnkt R yon r^^ Ulaft. 

Zum Beweise riehe man I^f^j^^ r'^ und hierzu in hezug auf RP= ar, 
RQ ~ y dio Gegengerade ^3. i-^ie treife in i^^y. Man ziehe PS^^.^ ^ Pq 
und nenne die Schnittpunkte von (/j, mit p^ und S^^ Von diesen 
sielien wir nach B die Geraden \ nnd \. 

Nnnmehr betrachten wir die drei Vierseite p^lPx9t9» P^PiQiQi ^^d 
PtPi^z^i Das^ ^lüf^eoeekenpaar PQ ist allen dreien gemeinsam. Das erste 
hat ferner die Faare 

(^) ^t» ^it5 ^Sf 

(B) das «weite: 8^^ , 1^1 ; 8^^ , S^^ 

(C) das dritte: Ä^,; fi^,, fi;,. 

Bezeichnen wir noch JiS^^ mit r,, so sind die Btrablenpaare von B 
nacli diesen Ecken: /f^, r^; A,, r^; A^, r^; Z/^, r,. 

Da das erste Paar ein Gegengeradeiq)aar zu ist, g^lt das gleiche 
vom zweiten (nach A), domuach vom dritten (nach B) und endlich vom 
vierten (nach C). Danach sind und beide Gegengerade za in 
bezug auf x^y also miteinander und mit identisch, w. z. b. w. 

7. Amn. 1. Die Besnltate yon 1 bis 6 dnd allgemdn bekannt; anch 
die BewMsmethode dardi Spiegelang ist nicht etwa angeführt, weil ich sie 
neu hielte, sondern nur, damit man sich von dem Nichtgebrauch des 
Parallel (Misatzes überzeugen möge. Ob der Beweis von II sich in der 
Literatur ündet, ist mir nicht bekannt. Es wäre dann immer noch die 
Trage, ob seine Unabhingi^eit vom Paral- 
lelensatz und deren Tragweite bereits be- 
aditet worden sind. 

Anm. 2 F^in<l y, Z die Schnittpunkte 
Ton PI«, l'^'g tuit b und c, so ist 
7ZS.AQ] denn nach einem in der 
Spbirik yielfseh angewandten, also be- 
kanntermaßen vom Parallelenaziom unab^ 
hängigeu Sat/e steht die Verbindung zweier 
Öeitenmitten eines Dreiecks (hier PP^P^ 
senkrecht sum MitteUot der dritten Seite. 
(Unter Verwendung des Fsiallenazionis 
pflegt man aus den rechten Winkeln bei 
Y und Z nach dem Satz vnm Sehnen- 
viereck aut die Gleichheit der Winkel PA Y und PZ Y zu schiieüeu. Des 
letzteren Schenkel sind dann auf denen von ZAQ vertikal, wonach wieder 
aus dem Parallelensats die Olmehheit yon PAY nnd ZAQ folgt) 

Anm. 8. Der Hilfissatz I ist ein spezieller Fall des Satzes, daß die 
Strahlen yon irgend einem Punkt nach den Ecken eines Vierseits involn- 
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toriscli lieg«»!!. Zii»:l('icli sfeckt darin der Satz, daü dif Puuktreihen, in 
denen eine Tarnrnte eines Kcfrelschnitts zwei feste Tanpcntt n sehncidyt, von 
einem Brennpunkt durch kongruente Büschel projiziert werden (^«, />, c, m 
nnd Taogenien eines Kegebt^nittB mit den Brennpunkten Q. PQ^ jwä 
QP^ schneiden sich auf a im Berührungspunkt T„ und n iai PT^ T^Q 
= PQ^ Q — (.'OTistans). Man sieht, daß emo Rrihe von Fokalt-igfii- 
scbaftt'n uiuihluin>,ag vom l'aralli'li'nsatz gelten, und dali der hier ein- 
geschlagene Weg in die projektive Geometrie im wesenthcbeu mit dem alt- 
bekannten ftber die Fokaleigeoflchafteii der Kegelschnitte flbereiastimmi 

II. 

Die Fnndamentalformeln der Sph&rik. 

8. Efl iei auf Grund des Pascal sehen Satses der projektive Funda- 
mentelsatz nnd das Rechnen mit Würfen entwickelt. Bip Addition und 
Multiplikation von WUrfen befolgen die bekannten assoziativen, kommu- 
tativen und distributiven Gesetze und lassen sich in folgenden Sata zu- 
znsammen&ssen: 

m. Zwiadtm dm Würfen {ÄBCX) uni {UVWX) MdU eine 

biUneare Gleichuu/f^ deren Koeffizie»icti durrM C, T', F, W bestimmt 

Hnd und aus dm spwieüm AMmhmen X — X — V, X — W g^^mdm 

w&rden können. 

Da in jedem Wurf die gleichzeitige Vertauschung in zwei voneinander 
veradiieden^B Elenumtenpaaren mlftssig ist, findet man aus HL c. B. 

{AB CD) - {AB ED) : ( ABEC), 

(ABCD) + {ACBDj ^ 1, 

wobei (AB CA). (ABCB), (ABC(^ mit ^, 0, 1 v.n bezeichnen sind.*) 
Sind AB und CJ) harmonische Paare, so ist {A.BCJJ)'^—i (d. h. 
{ABCB) -1-1=0). 

9. loh Ubergehe femer die Herleitung der bekannten Sfttie über Pol 
lind Polare auf der Kugel sowie den Beweis des Satzes, dafi kongruente 
Würfe projekfivisch sind. Da wir hier von der AbbilduncT der Würfe und 
der Strecken auf die Zahlenreihe absehen, liahcn die Zeichen 1, öc, — 1 
nur Bedeutung als Würfe, ^ ff, ?c, 2 jc nur als Strecken. Dagegen bezeichnet Ü 
sowohl eine Strecke wie einen Wurf. Wir werden sogleicb bnde einander 
zuordnen. 

10. Es seien nun ?7, iV, E (Unendllehkeits-, Null- und Kiuluitspunkt) 
drei Punkte atit' irgend einer <toraden, der- n Alistlindc dem Sinn und der 
Grööe nach vorgeschrieben seien. Jeder viei tij Punkt A bestimmt eindeutig 
einen Wurf {ÜNEÄ) und drei Btrecken UA, NA, EA, von denen wir die 
mittlere, NA^ dem Wurf {TINEA) zuordnen, so daß der Strecke 0 der 
Wurf 0 entspricht. Da ein Punkt mit seinem Gegenpunkt projektivisch 
Äquivalent ist, bestimmen Strecken, die sich um Vielfache von n unter* 

1) Diese Bezeiehnnng ist die gebränchliche. Staudt nennt diese Würfe 0, 
1, OD, wodurch nat&rlioh die Fonn der beidoi spesieUen Oleichungen eine 

andere wird. 
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ieheiden, denselben Wmrf^ und jeder Wurf bestimmt die zugehörige Strecke 
bis aut Yielfiu'he von tt eindetititj. Voraussetziinpf hierbei ist, daß jeder 
Strecke ein Sinn beigelegt ist, der sie als positiv oder negativ kennzeichnet. 

11. Unter soglei<£ anzugebenden spezielle Annahmen über die 
ßtreeken NE^ NU beseiölmen wir den der Strecke NÄ angeordneten 
Wmf UNBA mit dem Zeichen 

und wissen zunlicbst jedenfalls, daß tgO = 0, tg (a -f **^) * ^ o Zn- 
gleiob ergibt das Multiplikatiooegesets die Besiebong 

{UNAB) - i%iNB) : i^iNA). 

13. Die Würfe tg 0 und tg a) hingen dnreh eine bilineare Olei- 
drang') »uamnien, die im Falle JSfU^^n, d. h. 



t^ ' TT 



besonders einlach wird. Ist nämlich KÄ entgegengesetzt gleich NA^ m ist 
für ITÜT— \n der Wurf {UNAÄ) = tg(— a) : tga harmonisch, also 

tg (—«) = — tg a. 

13. Um noch für E eine einfaclie Festsetzung zu treflFen, betrachten 
wir tg (J « — a) =- cotga. Sei NA =^ AU, HF =- £ CT, so 
sind die Wflrfe (NUFB) nnd (UNEA) kongruent; es ist aber 

(UNKIi) (NUFß) = {IJNEB) • {UN BF) = {UNEVy) 

Die linke Seite ist cotg '■z • tcr die rechte ein von 0 nnd ot> ver- 
schiedener Wurf, der am eintachbUm als 1 angenommen wird. Daraus 
folgt j; also NE^EU^^n, d. h. 

1 JC = 1 , tg rt ■ COtg rt = 1 . 

14. Man mache Ü'U ^ N'N ^ F/E==h, so ist N'U'=\n, N'E'=\it, 
N'A = N'N-\-NA^h-\-a, also (f/'JV'A"^) = %(64-a)." Nach Satz lU 
ist also tg (a -|- 6) = (x -f- i tg a) : (fi 4- v tg a). 
Für die Koelfixienten «, X, f», v erhält man 
aus 0 ~ 6, a = c, a = \ n die bekannten 
Werte und dunit das Additionstheorem der 
Tangente. 

15. Seien B*AC* « ein beliebiger 

Winkel, AB* = AC* ^\n, W beliebige 
Punkte auf iiC und Ii' C die Lote 

auf AC*. Da sie sich auf B*C* (im Pole P 

von AC*) schneiden, fob^^^t 

{B*ABB') ^ ia*ACa'), daraus nach 11: 
tgilB : tg ACT - igAB' : igAC. 




1) 



tg| « tga ' tg(— a) 
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Diesen, somit vou a alleiu abli äugigen Wurf nennen wir Cosa und setzen 
eM (y ff ~ a) SS sin «r. 

16. Sei speziell T = | ?r, su ist cos a 1 : tgil^. 
Knic-hten wir in A das Lot auf AC und schueiden es mit C^B in D, 
so ist sin a — tgÄJ) : fgAB, also sin« co«? a • tg.^i>. Es ist aber 
=. AC*I) ^ ^6'*i^ = <^ C'*Jlii «, also 

tg « sin « : cos «. 

Aus 16. und 16. folgt duu mit der bekauuU»a, rein geometrisch be- 
WM8l»areii zykliselieD Yeitausehbarkeit der fünf Stfleke des reolitwiiilcligeii 

Dreiecks das ganze yuniu lHystem desselben. 

17 Ztim Beweis dts Pjthagori'is(hen 
Lehmitzcs cos'« -\- siir « — 1 erriebto man 
wie in 16. auf AC* in A das Lot 
das sich mit dem Lot in ^ » Ä* im Pol P 
von AQ schneidet. Es sei AC -^ AB^ \n. 
Tn-ff'Mi lüp T.ofc Q n und PC den zweiten 
Schenkel von a in G und 1*', so ist cos et 
1 : tg Ai^, sin a = 1 itg AG. Die Lote 
FS und GB auf ÄF& schneideB siob in 
auf PQ und treffen AQ, AP m I mid K\ 
ea wird cosa » tgilJF": tg J./, also 

eos'« — cotg J 

ebenao «in* « — tg PK, 

Nunmehr erweist sitb die Figur der 
acht Punkte ^P^r; F/.'/A' als «dn.- Piisoal- 
sche KoTifiu'uration, es geht daher IK u»it PC und <^B durch denselben 
neuut<*u Punkt woraus wir die Gleichheit der Würfe (AQCI) und 

(AB PK) ablesen. Aus 
M (ab PK) -h (APBK) 

= 1 (siehe § 8) ergibt 
sich hiemach cos* a 
+ sin'a =— 1. 

16. Au« 17. und 14. 
folgt jetzt das Additions- 
theorem des Cosinus, das 
aber noch direkt her- 
geleitet werden soll. 

Zu den Schenkeln 
Oa und OL des Win- 
kels tt bestimmen wir 
die Pole H und M, 
tragen n,n OL den Winkel 

COL » ^ an und wShlen CO < it, Fftllen wir von C auf OL^ OMy 
OG die Lote CA^ CB, OB und von i? auf OG die Lote AP, BQ, 
so ist analog der euklidisdien Geometrie: 

IgOP^tgOCoosttooap, tgOQ » — tgOCainastn/}, 
tgOH — tgOCcoa(tt -h ß)f 



Vis. 7- 
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und es ist also noch '^igen, daß tg OP + tg 0^ == tg OÄ. 

T)a sirb P, imd CK in Jf, .4 6' und OB in 3/, und (JA 
iu i> IxeÜen, eutstehön die vollätündigen Vierecke CilAL und CUBM. 
£, Jf, liegen auf der Polare von 0, die OQ im Abetaod 0<? » j von 
0 trifflh X, Y seien die Schnittpunkte TOD CA und 03 mit 06^. Dann 
folgen aus den Viereeken die Involutionen: 

(ff, Z; 0. ä; P, r) und (<?, 0, -R; Z), 
daraus die Wur^leichungen 

(GOIiP) = (XnOY) and (GORQ) = (rÄOX). 

Die rechten Seiten geben addiert 1 , die linken Seit*>n bab<'n die Werte 
tg OF: tgOi^ und tgO^ : tgO/i, womit das gesuchte liesultat gefanden ist 
Ifiennit sind aÜU ^fsmittel sor redmensoben Behandlung der Sph&rik 
entwickelt 

Sehlufiwort. 

Der Staudtsche Versuch, die projektiven Betrachtungen an die Spitze 
der Geometrie zn stellen, hat wenig Freunde gefbnden; in der euUidisohen 

Geometrie ist die Streckenrechnnng ein spezieller Fall des Rechnens mit 
Würfen und ihm an Übersichtlichkeit durcbaus überlegen. In <ier nioht- 
i'uklidi ichen Geometrie dagegen fflUt mit der Proportioneulebre die Multi- 
jdikaiion der Strecken fort und die ötreckena(/«'rä^n/jr ist keine Addition 
von Wflrfen. Zugleich entsteht die Notwendigkeit, nach neuen Definitioneii 
der trigonometrisdien Funktionen zu suchen. Während nun in der hyper^ 
bolisclion Geometrie dem Aufbau der projfktivou Geometrie die Einfübi'ung 
idealer Elemente vorangehen muß, sind in drr elliptischen sofort alle Be- 
dingungen ihrer Durchführung gegeben, so daji hier das eigentliche, naiüf' 
Ufkt Betätigungsfeld für dm Siaudtt^m Gedemhengang liegt, — gleich« 
gOItig ob man den FundamentalsatB mit Baum und Stetiglmt ohne 
Kongruenz oder umgekehrt beweist» 

Grunewald« Mai 1905. 
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